
作业 11

1. 假设 n 个个体被随机分配服用某种药物，按照剂量从小到达分成 K 个组，假设服用第 k 种剂量的

个体数为 nk , 响应的均值为 µk , 具体如下：

y1, ..., yn1 iid ∼N (µ1,σ
2); yn1+1, ..., yn1+n2 iid ∼N (µ2,σ

2)等等

以线性模型表示如下：

y = Xβ + ϵ,ϵ ∼Nn(0,σ
2In),β = (µ1,µ2, ...,µK )

⊤,

设计阵为

Xn×K =


1n1 0n1 · · · 0n1
0n2 1n2 · · · 0n2
...

... · · ·
...

0nK 0nK · · · 1nK

 ,
其中 1ni 代表长度为 ni 的分量全是 1 的向量, 0ni 代表长度为 ni 的分量全是 0 的向量，n =

n1 + ...+nK ,K ≥ 2. 求 H0 : µk = kµ1(k = 1,2, ...,K) 的 F 检验统计量.

2. 为了估计两个物品的重量 α,β, 用天平称量三次，三次测量分别测的是 α, α − β （天平一边放一个
物品），α + β（两个物品都放天平的同一边), 得到的测量值分别为 y1, y2, y3。假设天平的测量误差

服从 N (0,σ2) （与被测物品的真实重量无关）。

(a) 写出回归模型，并求出 α,β,σ2 的估计。

(b) 求 H0 : α = β 的 F 检验统计量。

3. 为了比较处理 1（对照、安慰剂）和处理 2（药物）是否有差异，我们将研究对象进行配对匹配使
得他们尽量相似，其中一个（随机决定）接受处理 1，另一个接受处理 2，他们组成一个区组（这
里称为配对）。假设有两个配对，第 j 对研究对象的响应为 (y1j , y2j )，j = 1,2. 其中下标中的 1，2
分别代表处理 1 和 2。数据列表如下：

区组/配对
1 2

处理 1 y11 y12
2 y21 y22

假设正态模型:yij ∼ N (µij ,σ2), i, j = 1,2, 其中 y11, y21, y12, y22 独立，假设处理的效果在两个区组中

相同：µ21 −µ11 = µ22 −µ12, 记之为 δ。

(a) 验证 H0 : δ = 0 的 F 检验 F = t2pair，其中 tpair (成对 t 检验统计量) 如下

tpair =
y21 + y22 − y11 − y12
|y11 + y22 − y12 − y21|

H0∼ t1 (1)

（评注：t1 分布也称作 Cauchy 分布）
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(b) 假设 r.v. x 关于 0 对称，P(x = 0) = 0, P(sgn(x) = ±1) = 1/2, 其中 sgn(x) 代表 x 的符号。证明

x = sgn(x)|x| 中 sgn(x) 与 |x| 独立。假设 σ 是符号随机变量，P(σ = ±1) = 1/2), 且 σ 与 x 独

立，证明 x
d= σ |x| d= σx, 其中 d= 表示同分布。

(c) 假设 x1,x2 iid ∼N (0,1), 证明 x1
x2
与 x1
|x2 |
分布相同 (都服从 t1 分布）。这说明 (1) 式中 tpair 统

计量也可取为

tpair =
y21 + y22 − y11 − y12
y11 + y22 − y12 − y21

.

(d) 假如列表中的数据不是配对数据而是随机样本，即接受处理 1 的 y11, y12 iid ∼N (µ1,σ2), 接受
处理 2 的 y21, y22 iid ∼N (µ2,σ2), 数据表示如下（注意中间没有竖线，y11 和 y12 地位是对称

的，即每一行内的数据没有次序）：

id
1 2

处理 1 y11 y12
2 y21 y22

此时 H0 : µ1 = µ2 的检验为两样本 t 检验，验证

ttwo−sample =
y21 + y22 − y11 − y12√

(y11 − y12)2 + (y21 − y22)2
H0∼ t2

比较 tpair 和 ttwo−sample 的差别，并讨论为什么有这种差别。

4.（参见第 11 讲例 3）假设 5 个中心标准化的随机变量 Y ,W ,U,X,V 的协方差矩阵（即相关系数矩

阵）如下

假设线性模型（因为所有变量已经中心化，故无截距）

U = β1X + β2V + ϵ,ϵ ∼N (0,σ2)

(a) 试求 β1,β2,σ 的 LS 估计。

(b) 求该模型的决定系数 R2, 回归方程的显著性检验统计量 F 及其 p 值 (n = 20000) .

(c) 求 H0 : β1 = 0 的 t 检验统计量及其 p 值。
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