
4.11 HW 11

4.11 HW 11
作业 11链接
本次作业，很多同学用的方法相当复杂，没有选出简单的公式。涉及 F检验的内容，对于具体的模型，核

心是把全模型和零模型的简单形式写出来，计算 ŷ与 ŷ0,再考虑问题，具体做法参见解答。一味地套原始公式会
面对复杂的矩阵，难以处理！

� 练习 4.1假设 n个个体被随机分配服用某种药物,按照剂量从小到达分成 K 个组,假设服用第 k种剂量的个体数
为 nk,响应的均值为 µk,具体如下:

y1, . . . , yn1 iid ∼ N
(
µ1, σ

2
)
; yn1+1, . . . , yn1+n2 iid ∼ N

(
µ2, σ

2
)
等等

以线性模型表示如下:

y = Xβ + ϵ, ϵ ∼ Nn
(
0, σ2In

)
,β = (µ1, µ2, . . . , µK)

⊤
,

设计阵为

Xn×K =


1n1 0n1 · · · 0n1

0n2
1n2

· · · 0n2

...
... · · ·

...
0nK

0nK
· · · 1nK


其中 1ni

代表长度为 ni的分量全是 1的向量, 0ni
代表长度为 ni的分量全是 0的向量, n = n1+. . .+nK ,K ≥

2. 求 H0 : µk = kµ1(k = 1, 2, . . . ,K)的 F 检验统计量.
解由题知,线性模型表示如下:

y = Xβ + ϵ, ϵ ∼ Nn
(
0, σ2In

)
, β = (µ1, · · · , µK)

T

设计阵记为 Xn×K = (g1, · · · , gk),其中 gk 为列向量。
在 H0 假设下，模型为 y = (g1 + 2g2 + · · ·+ kgk)µ1 + ϵ = Zµ1 + ϵ。因此

µ̂1 =

∑m
i=1 iniyi∑m
i=1 i

2ni

于是

ŷ0 = (µ̂1, · · · , kµ̂1)
T

ŷ = Pg1y + · · ·+ PgKy = (y1, · · · , y1, · · · , yk, · · · , yk)T

将上式代入 F 检验的一般形式: F = n−p
q ×

∥ŷ−ŷ0∥2

∥y−ŷ∥2 。即得:

FK−1,n−K =
n−K
K − 1

×
∑K
i=1 (yi − iµ̂1)

2∑K
k=1

∑nk

i=1 (yki − ȳk)
2

� 练习 4.2为了估计两个物品的重量 α, β,用天平称量三次,三次测量分别测的是 α, α− β （天平一边放一个物品),
α + β (两个物品都放天平的同一边),得到的测量值分别为 y1, y2, y3 。假设天平的测量误差服从 N

(
0, σ2

)
(与被

测物品的真实重量无关)。
(a)写出回归模型,并求出 α, β, σ2 的估计。
(b)求 H0 : α = β 的 F 检验统计量。

解
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1. 由题知,线性模型如下:

y =


y1

y2

y3

 =


1 0

1 −1
1 1


(
α

β

)
+ ϵ = Aη + ϵ

由前已知的最小二乘估计，可知：

η̂ =

(
α̂

β̂

)
=
(
ATA

)−1
AT y =

(
1
3 0
1
2 0

)(
1 1 1

0 −1 1

)
y1

y2

y3

 =

(
1
3 (y1 + y2 + y3)

1
2 (y3 − y2)

)

同理 σ̂2 = RSS
n−p =

∑3
i=1∥yi−ŷi∥

2

3−2 。其中:

y − ŷ =


y1

y2

y3

−
(

1 1 1

0 −1 1

)(
1
3 (y1 + y2 + y3)

1
2 (y3 − y2)

)
=


2
3y1 −

1
3y2 −

1
3y3

− 1
3y1 +

1
6y2 +

1
6y3

− 1
3y1 +

1
6y2 +

1
6y3


化简即得: σ̂2 = 1

6 (2y1 − y2 − y3)
2 。

2. 求 H0 : α = β 的 F 检验统计量: 由前已知, ŷ = (α̂, α̂− β̂, α̂+ β̂)T ,即

ŷ =


1
3 (y1 + y2 + y3)
1
3y1 +

5
6y2 −

1
6y3

1
3y1 −

1
6y2 +

5
6y3


在零假设下，模型为： 

y1

y2

y2

 =


1

0

2

α+ ϵ

求得 α在 V0 下的 LS 估计:

α̂0 =
y1 + 2y3

5

于是:

ŷ0 =

(
y1 + 2y3

5
, 0,

2y1 + 4y3
5

)T
代入 F 检验的一般形式:

F1,1 =
n− p
q
× ∥ŷ − ŷ0∥

2

∥y − ŷ∥2
=
∥ŷ − ŷ0∥2

σ̂2
=

(2y1 + 5y2 − y3)2

5 (2y1 − y2 − y3)2

其中 ŷ − ŷ0 =
(

1
15 ,

1
6 ,−

1
30

)T {2y1 + 5y2 − y3}
� 练习 4.3为了比较处理 1 (对照、安慰剂)和处理 2 (药物)是否有差异,我们将研究对象进行配对匹配使得他们尽
量相似,其中一个（随机决定）接受处理 1 ,另一个接受处理 2 ,他们组成一个区组（这里称为配对)。假设有两个
配对,第 j 对研究对象的响应为 (y1j , y2j) , j = 1, 2其中下标中的 1,2分别代表处理 1和 2。数据列表如下:
假设正态模型: yij ∼ N

(
µij , σ

2
)
, i, j = 1, 2,其中 y11, y21, y12, y22 独立,假设处理的效果在两个区组中相同:

µ21 − µ11 = µ22 − µ12,记之为 δ。
(a)验证 H0 : δ = 0的 F检验 F = t2pair ,其中 tpair (成对 t检验统计量)如下
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tpair =
y21 + y22 − y11 − y12
|y11 + y22 − y12 − y21|

H0∼ t1

(评注: t1 分布也称作 Cauchy分布)
(b)假设 r.v. x关于 0对称，P (x = 0) = 0, P (sgn(x) = ±1) = 1/2, 其中 sgn(x)代表 x的符号。证明 x =

sgn(x)|x|中 sgn(x)与 |x|独立。假设 σ是符号随机变量, P (σ = ±1) = 1/2),且 σ与 x独立，证明 x
d
= σ|x| d= σx,

其中 d
=表示同分布。
(c)假设 x1, x2 iid ∼ N(0, 1),证明 x1

x2
与 x1

|x2| 分布相同 (都服从 t1 分布)。这说明 (1)式中 tpair 统计量也可取
为

tpair =
y21 + y22 − y11 − y12
y11 + y22 − y12 − y21

(d)假如列表中的数据不是配对数据而是随机样本,即接受处理 1的 y11, y12 iid ∼ N
(
µ1, σ

2
)
,接受处理 2的

y21, y22 iid ∼ N
(
µ2, σ

2 ),数据表示如下 (注意中间没有坚线, y11 和 y12 地位是对称的,即每一行内的数据没有次
序):

此时 H0 : µ1 = µ2 的检验为两样本 t检验,验证

ttwo−sample =
y21 + y22 − y11 − y12√

(y11 − y12)2 + (y21 − y22)2
H0∼ t2

比较 tpair 和 ttwo-sample 的差别,并讨论为什么有这种差别。
证明

1. 成对比较的假设检验: 令 z1 = y21 − y11, z2 = y22 − y12. 因此:

tpair =
z̄

sz/
√
n
=

y22 + y21 − y11 − y12/2√∑2
i=1 (y2i − y1i − (y2 − y1))2 /2

=
y22 + y21 − y11 − y12
|y11 + y22 − y21 − y12|

∼ t1

2. 先证明 sgn(x)与 |x|独立,已知 x是对称的随机变量:

P (x = a | |x| = a) = P (x = −a | |x| = a) =
1

2
, ∀a

因此:

P (sgn(x) = 1 | |x| = t) = P (x = t | |x| = t) =
1

2
= P (Sgn(x) = 1)

Sgn(x)与 |x|独立。
可知 Sgn(x)与 σ独立同分布,于是由 x = Sgn(x)|x|可知, x d

= σ|x|。同样的, Sgn(x)σ d
= σ,相互独立，均

与 x独立。所以 x
d
= σ|x| = σ Sgn(x)x

d
= σx

3. 我们反复使用上问结论，注意到 x1, x2 独立同分布且为对称随机变量:
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x1
x2

d
=

Sgn (x1) |x1|
Sgn (x2) |x2|

d
=
σ |x1|
|x2|

d
=

x1
|x2|

4. 由于没有分组,样本地位对称,此为方差相同的两样本 t检验:
检验统计量为:

Tw =
Ȳ − X̄
Sw

√
mn

m+ n
∼ tn+m−2

即

ttwo−sample =
y21 + y22 − y11 − y12√

2 (y11 − y1)2 + 2 (y12 − y1)2 + 2 (y21 − y2)2 + 2 (y22 − y2)2

化简即得：

ttwo−sample =
y21 + y22 − y11 − y12√

(y11 − y12)2 + (y21 − y22)2
∼ t2

成对比较与两样本 t检验的区别在于假设的样本情形不同: 在后者中,我们假设来自两个正态总体的样本相
互独立,但现实情形中,有可能两个正态的样本是来自于同一个总体上的重复观察,于是我们引进了成对比
较检验,通过作差消除其他方面的影响,转而研究引起变化的量,譬如药效等。

� 练习 4.4 (参见第 11讲例 3 )假设 5个中心标准化的随机变量 Y,W,U,X, V 的协方差矩阵 (即相关系数矩阵)如下
Y

Son’s occ
W

Son’s 1st job
U

Son’s ed
X

Dad’s occ
V

Dad’s ed
Ȳ Son’s occ 1.000 .541 .596 .405 .322
W Son’s 1st job .541 1.000 .538 .417 .332
U Son’s ed .596 .538 1.000 .438 .453
X Dad’s occ .405 .417 .438 1.000 .516
V Dad’s ed .322 .332 .453 .516 1.000
假设线性模型（因为所有变量已经中心化，故无截距）

U = β1X + β2V + ϵ, ϵ ∼ N
(
0, σ2

)
(a)试求 β1, β2, σ的 LS估计。
(b)求该模型的决定系数 R2,回归方程的显著性检验统计量 F 及其 p值 (n = 20000).
(c)求 H0 : β1 = 0的 t检验统计量及其 p值。

注注意中心化模型的自由度参数！
解

1. 已知线性模型为: U = β1X + β2V + ϵ, ϵ ∼ N
(
0, σ2

)
.

对应的相关系数矩阵为:

S =


1 0.438 0.453

0.438 1 0.516

0.453 0.516 1

 =

(
SUU SUZ

SZU SZZ

)

由前已知的 LS 估计：
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(
β̂1

β̂2

)
= S−1

ZZSZU =

(
1 0.516

0.516 1

)−1(
0.438

0.453

)
=

(
0.279

0.310

)
σ̂2 = SUU − SUZS−1

ZZSZU = 0.737, σ̂ = 0.858

2. 代入回归方程的绝对系数公式有:

R2 =
SUZS

−1
ZZSZU
SUU

= 1− σ̂2 = 0.263

显著性检验统计量为:(注意这里一个自由度为约束个数 q = 2,另一个为 n− p = 20000− 2 = 19998,中心化
模型没有截距项，自变量个数和参数个数都是 p = 2).

F =
n− p
q
× R2

1−R2
∼ Fq,n−p

代入数值得

F = 3549.78

p值计算为：

p = P (F2,19998 > 3549.78)

3. 在 H0 : β1 = 0下的 t检验统计量为:

t =
β̂1

σ̂/ ∥X⊥∥
=
√
n− p rp√

1− r2p
∼ tn−p

其中 rp 为 U 与 X 的偏相关系数,计算为:

rp =
rUX − ruvrvx√
1− r2uv

√
1− r2vx

=
0.438− 0.453× 0.516√
1− 0.4532

√
1− 0.5162

= 0.267

p值为 p = P (t19998 > 39.18)

注线性模型的 F检验中，约束 Aq×pβp×1 = c0。p是模型参数的个数，在中心化模型里是自变量的个数，在一般
模型里是自变量个数 +1 (多了一个截距参数)。这里 q是约束的个数，是 A的行数，A的每一行给出一个约束方
程。由于每一个约束相当于少了一个参数，所以 q 也可以表示零假设下的模型与原模型的参数个数之差。只有
模型和课件上的完全相同才可以直接代公式。n是样本量。

检验统计量

F =
∥ŷ − ŷ0∥2 /q

∥y − ŷ∥2/(n− p)

可以理解为分子分母均除以各自的自由度：q是 ŷ与 ŷ0对应的模型参数个数之差，n− p是 y与 ŷ对应的模型参
数个数之差。
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