
作业 12

1. 假设 (yi ,xi ), i = 1, ...,n 满足线性模型

yi = β0 + x⊤i b+ ϵi , ϵi ∼ (0,σ2), i = 1, ...,n.

若对某个 1 ≤ k ≤ n, yk = ȳ =
∑n

i=1 yi /n, xk = x̄ =
∑n

i=1 xi /n, 证明删除 (yk ,xk) 不影响最小二乘法。

2. 假设 y1, ...,yn iid ∼ N (θ,σ2Ip), 其中 θ 为 p × 1 未知参数向量，假设 σ2 已知。令 θ̃ = λȳ, 其中
0 ≤ λ ≤ 1 是常数。

(a) 求 θ̃ 的均方误差 m(λ) = E||θ̃ −θ||2.

(b) 求 λopt = argminλm(λ) （即求使得 m(λ) 达到最小的 λ）.

(c) λopt 中含有未知 ||θ||2,以其无偏估计代入（注意 ||ȳ||2 不是 ||θ||2 的无偏估计），得到的 θ̃ = λ̂opt ȳ
是否等于或接近 James-Stein 估计？

3. 假设模型
yn×1 = Xn×pβp×1 + ϵn×1,ϵ ∼ (0,σ2In),

其中 X 的第一列为向量 1. 回归系数的最小二乘估计记为 β̂ = (X⊤X)−1X⊤y。假设有 “新” 数据
x0, y0 满足模型 y0 = x⊤0 β + ϵ0,ϵ0 ∼ (0,σ2), 其中 x0 已知, 需要预测 y0。预测统计量取为 ŷ0 = x⊤0 β̂。
证明如下结论

(a) ŷ0 的预测误差为 pe(ŷ0) = E(ŷ0 − y0)2 = σ2
[
1+ x⊤0 (X

⊤X)−1x0
]
.

(b) 当 x0 = xi(X 的第 i 行), pe(ŷ0) = (1+hii )σ2 记作= e(xi ), 其中 hii 为 H = X(X⊤X)−1X⊤ 的 (i, i) 元;

(c) 当 x0 = x̄, ŷ0 = ȳ = 1⊤y/n, 且 pe(ŷ0) = (1 + 1/n)σ2 记作= e(x̄), 说明 e(x̄) ≤ e(xi ), i = 1, ...,n.

(d) 当 x0 = X⊤a (这里 a ∈ Rn)，pe(ŷ0) ≤ σ2(1 + ||a||2).

4. 条件同上一题，对任何给定的 x0 ∈ Rp, 我们需要预测对应的 y0, 但 y0 的预测取为 ỹ0 = x⊤0 β̃，其中
β̃ = β̂λ, 0 ≤ λ ≤ 1。

(a) 证明 ỹ0 的预测误差为

pe(ỹ0) = E(ỹ0 − y0)2 = (1−λ)2(x⊤0 β)
2 +λ2σ2x⊤0 (X

⊤X)−1x0 +σ2.

(b) 证明如果 ||Xβ||2 ≤ 1+λ
1−λσ

2, 则 pe(ỹ0) ≤ pe(ŷ0)，其中 ŷ0 = x⊤0 β̂ 为基于 LS 估计的预测。

5. 假设模型 yn×1 = Xn×pβp×1 + ϵn×1, ϵ ∼ (0,σ2In) 中 X,y 都已经中心化（因此模型中没有截距项），对
设计阵 X 进行奇异值分解:

Xn×p =Un×pDp×pV
⊤
p×p ,

其中 U⊤U = Ip ,V
⊤V = Ip ,D = diag(

√
λ1, ...,

√
λp), 这里 λ1 ≥ ... ≥ λp > 0 是 X⊤X 的特征根。所以

Xβ =UDV⊤β =Uγ , 其中 γ =DV⊤β。由此，我们改写原模型为

y =Uγ + ϵ,ϵ ∼ (0,σ2In),

此模型称为主成分回归模型。记 U 的各列为 U = (u1,u2, ...,up)。
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(a) 证明主成分回归模型中回归系数 γ 的最小二乘估计为 γ̂ = U⊤y，由此求出原模型中的 β 的

LS 估计。

(b) 主成分回归模型中, 响应变量的基于最小二乘估计 γ̂ 的拟合值向量为 ŷ = Uγ̂ =
∑p

j=1uj (u
⊤
j y),

求其均方误差 m(ŷ) = E||ŷ−Uγ ||2.

(c) 设下标集合 Aq = {i1, ..., iq} ⊂ {1,2, ...,p} , 1 ≤ q ≤ p − 1，令

ỹ(Aq) =
∑
j∈Aq

uj (u
⊤
j y).

求其均方误差 m(ỹ(Aq)) = E||ỹ(Aq) −Uγ ||2。假设 ||γ ||2 ≤ σ2, 证明

m(ỹ(Aq)) ≤m(ŷ).

(d) 写出 Cq 准则的具体表达，给出最优子集搜索算法。
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