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4.6 HW 6
作业 6链接

注在做回归分析作业，考虑随机性时可以忽略样本自变量 x带来的随机性，计算期望、方差时均可以看作是固
定 x以后的条件期望、条件方差。这会让许多概念变得更清楚。
注事实上，在很多时候，x的随机性也可以考虑到模型中。这时我们通常的做法是先固定 x求出条件分布、条
件期望等等，再考虑 x的随机性对于结果的影响。例如讲义 week 06 P20的几个结论，在不考虑 x带来的随机性，
即都看作对 x取条件的版本，那证明都是比较容易的。其实从这里也可以更进一步推出，当 x具有随机性时对
应的结论。（思考）

� 练习 4.1简单随机样本 y1, . . . , yn iid ∼
(
µ, σ2

)
是最简单 (不含自变量)的线性模型,这是因为该模型可写为:

yi = µ+ ϵi, i = 1, . . . , n, ϵi, i = 1, . . . , n iid ∼
(
0, σ2

)
其中 µ是未知参数。使得误差平方和

∑n
i=1 (yi − µ)

2 最小的 µ称为最小二乘估计,记为 µ̂。求 µ̂及其方差。
yi 的拟合值 ŷi 和残差 ei 应如何定义?
注建议回顾一下拟合值和残差的定义。拟合值是根据模型和数据可以给出的数值，而扰动项 εi 是无法观测的。
能利用的数据只有 yi, i = 1, . . . , n.

解误差平方和对 µ求导等于 0,解得 µ̂ = ȳ = 1
n

∑n
i=1 yi. var(ȳ) = σ2/n.

拟合值为 µ̂ = ȳ,残差为 yi − ȳ.
� 练习 4.2假设随机样本数据 (xi, yi) , i = 1, . . . , n满足下述过原点的线性回归模型 (无截距项)

yi = bxi + ϵi, E (ϵi) = 0, var (ϵi) = σ2,且xi 与ϵi 独立, i = 1, . . . , n.

通过极小化误差平方和
∑n
i=1 (yi − bxi)

2,求未知参数 b的 LS估计 b̂,并求其方差。
解同上题。误差平方和对 b等于 0,解得 b̂ =

∑n
i=1 xiyi/

∑n
i=1 x

2
i .var(b̂) = σ2/

∑n
i=1 x

2
i .

� 练习 4.3证明给定 x = (x1, . . . , xn)
⊤ 条件下

var(â) = σ2/n+ x̄2σ2/sxx, var(b̂) = σ2/sxx, cov(â, b̂) = −x̄σ2/sxx

何时 â, b̂不相关?
证明

var(b̂) = var

(∑n
i=1(xi − x̄)(yi − ȳ)∑n

i=1(xi − x̄)2

)
= var

(∑n
i=1(xi − x̄)yi∑n
i=1(xi − x̄)2

)
=

∑n
i=1(xi − x̄)2var(yi)

s2xx

= σ2/sxx,

var(â) = var(ȳ − b̂x̄)

= var

(
1

n

n∑
i=1

yi − b̂x̄

)

= var

(
1

n

n∑
i=1

yi −
∑n
i=1(xi − x̄)yi∑n
i=1(xi − x̄)2

x̄

)

= var

(
n∑
i=1

(
1

n
− x̄(xi − x̄)

sxx

)
yi

)

=

n∑
i=1

(
1

n
− x̄(xi − x̄)

sxx

)2

var(yi)

=
σ2

n
+
σ2x̄2

sxx
,
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cov(â, b̂) = cov(ȳ − b̂x̄, b̂)

= cov

(
ȳ,

∑n
i=1(xi − x̄)yi∑n
i=1(xi − x̄)2

)
− x̄var(b̂)

= cov

(
1

n

n∑
i=1

yi,

∑n
i=1(xi − x̄)yi∑n
i=1(xi − x̄)2

)
− x̄var(b̂)

=

n∑
i=1

1

n

(xi − x̄)
sxx

var(yi)− x̄var(b̂)

= 0− x̄σ2

sxx
= − x̄σ

2

sxx
.

â, b̂不相关当且仅当 cov(â, b̂) = 0,即 x̄ = 0或 σ = 0.
� 练习 4.4假设 xi = 0或 1, i = 1, . . . , n,记m =

∑
xi为 1的个数。当m等于或近似等于 n/2时,称为是均衡设计

(balanced design),否则是不均衡的 (unbalanced)。基于 b的 LS估计的方差,讨论均衡设计的优越性。
解 var(b̂) = σ2/sxx. 均衡设计使 LS估计参数 b̂的方差达到最小。

� 练习 4.5 定义最小二乘得到的残差 ei = yi − ŷi = yi − â − b̂xi, 残差平方和定义为 RSS =
∑n
i=1 e

2
i 。证明

ei = (ϵi − ϵ̄)− (xi − x̄) sxϵ/sxx,并利用该表达证明

RSS = syy − s2xy/sxx = sϵϵ − s2xϵ/sxx.

证明 证明参考课件 week 06 P16等.
� 练习 4.6定义点 (xi, yi)与 (x̄, ȳ)决定的直线的斜率为 ki =

yi−ȳ
xi−x̄ ,当 xi = x̄时定义 ki = 0, i = 1, . . . , n。则 b的

最小二乘估计 b̂ = sxy/sxx 可表示成所有斜率 ki, i = 1, . . . , n的加权和

b̂ =
1

sxx

∑
(xi − x̄) (yi − ȳ) =

1

sxx

∑
(xi − x̄)2

(
yi − ȳ
xi − x̄

)
=
∑

w0iki

其中权重w0i = (xi − x̄)2 /sxx,
∑
w0i = 1。对任何序列w1, . . . , wn (只依赖于 x1, . . . , xn) , wi ≥ 0,

∑
wi = 1,

定义 b的一个估计

b̃ =
∑

wiki =
∑

wi

(
yi − ȳ
xi − x̄

)
.

(a)证明 E(̃b) = b.
(b)求 var(̃b | x).
(c)证明 var(̃b | x) ≥ σ2/sxx = var(b̂ | x).

证明
(a)

E(b̃) = E(E(b̃ | x))

= E

(
n∑
i=1

wi
xi − x̄

E (yi − ȳ | x)

)

= E

(
n∑
i=1

wi
xi − x̄

(b (xi − x̄))

)

= bE

(
n∑
i=1

wi

)
= b

(b)注意到
n∑
i=1

ai
(
bi − b̄

)
=

n∑
i=1

(ai − ā) bi
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Var(b̃ | x) = Var

(
n∑
i=1

wi
xi − x̄

(yi − ȳ) | x

)

= Var

(
n∑
i=1

ci (yi − ȳ) | x

)
记ci =

wi
xi − x̄

= Var

(
n∑
i=1

(ci − c̄) yi | x

)

=

n∑
i=1

(ci − c̄)2 σ2

=

(
n∑
i=1

c2i − nc̄2
)
σ2

=

 n∑
i=1

w2
i

(xi − x̄)2
− 1

n

(
n∑
i=1

wi
xi − x̄

)2
σ2

(c)

Var(b̃ | x) =
n∑
i=1

(ci − c̄)2 σ2

由 Cauchy - Schwarz不等式
n∑
i=1

(ci − c̄)2
n∑
i=1

(xi − x̄)2 ⩾
(

n∑
i=1

(ci − c̄) (xi − x̄)

)2

n∑
i=1

(ci − c̄)2
n∑
i=1

(xi − x̄)2 =
Var(b̃ | x)sxx

σ2

n∑
i=1

(ci − c̄) (xi − x̄) =
n∑
i=1

ci (xi − x̄)

=

n∑
i=1

ωi

= 1

Var(b̃ | x) ⩾ σ2

sxx

注本题问题多出在方差的计算上，公式

Var(X1 + · · ·+Xn) = Var(X1) + · · ·+Var(Xn)

只能用于独立的随机变量。而形如 yi − ȳ (i = 1, . . . , n)的随机变量列并不是相互独立的，应该拆成独立的部分
计算。
注另外，本题实质上是简单形式的 Gauss-Markov定理。该定理可以表述为：若 b̃ = Σni=1wiyi, ({wi}ni=1 只与 x

有关)是 b的无偏估计，首先我们知道通过选取适当的 w b̃可以取为最小二乘估计 b̂，并且最小二乘估计 b̂是对
应不同 w的无偏估计 b̃中，方差最小的一个。
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