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第二讲 相关系数

http://staff.ustc.edu.cn/~ynyang/2023

2023.9.15

问题：样本相关系数𝑟𝑥𝑦 = 0.2否足够大，是

否表明𝑥和𝑦相关？
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关联因果

试验 观察数据

关系 预测回归

Recap

课程主要内容

随机化控制试验推断因果：

• 原因𝑥变化：有1（处理组）且有0（对照组）才能比较。
• 原因𝑥随机地变化：𝑥随机地取值，保证被比较的对象“相同”。

方差分析
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研究变量之间的关系的两种不同但有内在联系的方法：

相关分析：无方程模型，对称，简洁。

两个变量的相关系数；

多个变量情形下的偏相关系数；

基于模型的回归分析：区分响应变量和自变量（位居方
程两端）。

两个变量的简单回归模型；

多个自变量的多重回归模型。

课程内容将大致按上述顺序进行。



Pearson相关系数度量两个随机变量之间的线性相关程度。
相关系数的概念和初始定义由Galton提出，但深入的研究
和推广属于 Pearson。
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Pearson相关系数

样本相关
系数

)var()var(

),cov(
                

:)Pearson(

yx

yx

yx

xy 

相关系数总体的，随机变量相关系数

.Schwartz-Cacuhy(1||1|| 不等式），性质：  xyxy r

.)()(

,)())((

222 xnxxxxxxs

yxxyyxxs

iiiixx

iiiixy







 记号：





cx

cy

  ).cos(
||||||||||||||||

       

/Pearson 

cc

c

c

c

c

cc

cc
yx

y

y

x

x

yx

yx


























TT

xyr

角度：向量之间的相似性相关系数度量了中心化

5

样本相关系数
度量相似性
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约定：
小写字母：随机变量
小写黑体：向量
大写字母：矩阵
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• 1901年他和Galton, Weldon 一起创办了第一份统计杂志Biometrika；
• 1925年创办了优生学/遗传学杂志Annals of Eugenics（后改名为Annals of 

Human Genetics)。
• 1911年在伦敦大学学院（UCL）建立了世界上第一个(生物)统计系。

卡尔.皮尔逊，英国数学家，现代统计的创始人(以1900年
的皮尔逊卡方检验为标志)。他是高尔顿的门徒和传记作者。
现代统计学的奠基人。

6

生物统计：biostatistics, 与人有关的统计，可能翻译为医学统计更恰当

主要贡献：相关系数，矩方法，𝑝值，Pearson卡方检验，主成分分析，
Pearson分布族.

卡尔.皮尔逊 (Karl Pearson,1857-1936)
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《点估计理论》参见

系数的均值和方差为

的样本相关样本量基于简单随机样本则如果总体是二元正态，
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样本相关系
数的期望和
方差

样本均值的期望、方差、分布相对容易获得，但样本
方差、相关系数等二阶统计量的期望、方差、分布通
常较难计算，即使假设正态总体也是如此。

虚线框内容
仅供参考
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则如果总体是正态分布

见：样本方差的方差不太常
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则）对任何常数向量（
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独立性假设的精确检验

为了求 𝑟的分布，我们需要如下引理
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的证明类似。

））（

分布的定义知由

独立独立，所以它与，，只与因为

由

，

注意。，则令

（其它行随意）第一行为正交矩阵构造证明（经典方法）：
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服从二元正态分布假设正态总体命题
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正态假设
下相关系
数的分布
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下更简单地证明命题以后将在线性模型框架

证明。我们应用引理注：

 
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所以，因为

。，即不妨设刻度变换下不变，我们

平移因为一元正态独立，且与时，当的证明：命题
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。构造检验：们也将基于即使总体不是正态，我

构建检验统计量：。我们基于独立当总体为正态时，

独立，

零假设：独立性原假设
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拒绝原假设。值较小（小概率），则即

尾端统计量在该标准分布的若实际计算得到的检验

据无关、与参数无关）一个标准的分布（与数

从，使得它在原假设下服标准化构建检验统计量适当变换

计量，选一个待检验参数的估

检验的大致步骤：一般假设检验或显著性
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两种情形下分别检验。拒绝原假设？

够大到，样本相关系数是否足样本相关系数例
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，态分布，应用精确检验假设数据来自于二元正
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相关性的
精确检验

注：t检验的表达式说明，在评价𝑟的大小的时候，也要考虑样本量𝑛.
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两样本t检验可表示为相关性检验
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记

第二组假设第一组

检验：两样本
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作业：
以𝑥𝑖表示第𝑖个样本的组号，比如第一组的𝑥𝑖 = 0，第二组𝑥𝑖 =
1，记𝑟为(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖),𝑖 = 1,2, … , 𝑛的样本相关系数，则两样本t检验

统计量𝑡twosample = 𝑛 − 2𝑟/ 1 − 𝑟2
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依分布收敛不是传统意义上的收敛，𝑥𝑛՜
𝑑
𝑥并不表示𝑛 ՜ ∞时 𝑥𝑛无限接

近𝑥，故依分布收敛也称为弱收敛。渐近正态或渐近卡方理论的证明一
般基于

中心极限定理⊕Slusky引理（大数律或切比雪夫型不等式）

或delta方法（渐近正态随机变量的函数依然渐近正态）。

具体地，为了证明𝑢𝑛՜
𝑑
𝑁 0,1 , 可将𝑢𝑛表示成（比如Taylor展开）

𝑢𝑛=𝑣𝑛 + 𝑤𝑛, 其中𝑣𝑛 =独立和,  而𝑤𝑛՜
𝑃
0，

前者应用中心极限定理，依分布收敛到正态，后者由大数律或者切比雪
夫型不等式依概率收敛到0，不影响极限分布(Slusky) 。

补充：渐近分布
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独立性假设的大样本检验
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分别替换为可将上式

式也成立。因为无关，所以无条件下上极限分布与

，

条件下给定所有由中心极限定理

。

条件下引理）。给定均值替换成样本均值（

然后再将总体的极限分布和的证明：首先考虑独立命题
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由命题2，独立性假设 “𝐻0: 𝑥𝑖与𝑦𝑖独立”的检验可构造如下

“𝐻0: 𝑥𝑖与𝑦𝑖独立”的大样本检验：

当 𝑛𝑟 > 𝑧𝛼/2时，在水平𝛼下拒绝原假设。

注1: 以𝑟与样本量𝑛的综合，即 𝑛𝑟，判定相关系数大小。

注2: 等价地，可用卡方检验： 𝑧2 = 𝑛𝑟2，原假设下近似服从𝜒1
2

，显著。若

，不显著若

检验类似大样本检验结果与精确（续）例

034.0)12.2|)1,0((|,12.2,50

179.0)34.1|)1,0((|,34.1,20
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,
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2

1

2

0101

2
2

Xyx

mmnn

bcadn
XPearson

近似地独立原假设下

卡方：




x

2x2列联表
的卡方检验

作业：假设二元随机样本 (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖),𝑖 = 1,2, … , 𝑛中𝑥𝑖 , 𝑦𝑖都是0-
1伯努利变量， 𝑟为样本相关系数，则Pearson卡方𝑋2 = 𝑛𝑟2.

假设 (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖),𝑖 = 1,2, … , 𝑛 iid，𝑥𝑖 , 𝑦𝑖都是二值(0-1)变量，数据
统计成如下2 × 2列联表
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置换检验

独立性假设的置换检验(精确检验)

./|}|||  :{#

,...,1,

 ),...,2,1(),...,,(

  ),(),...,,( 

      ),(),...,,(

)(

)(
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1

11

1

Nrrkp

NkrN

niii

ryxyx

ryxyx

per

k

per

k

n

per

nii

nn

n









值

关系数次，得到置换数据的相反复置换

的一个随机置换是其中

，相关系数随机置换：

相关系数原始数据：

当零假设下检验统计量的精确分布或大样本渐近分布难以求得
的时候，置换检验是一种替代方法，它对数据模型不做任何假
设，应用广泛。缺点是计算耗时且功效有时候偏低。

置换方法中相关性度量不限于Pearson相关系数，其它可选的相关性统
计量包括Pearson卡方，非参数的Kenadall’s tau 和 Spearman’s rho等。
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命题2给出了独立条件下相关系数的渐近分布，为了构造相关系
数的置信区间，需要总体相关系数𝜌 ≠ 0情形下的分布。应用中
心极限定理和delta方法，可以证明如下一般结论（参见Ferguson: 
A course in large sample theory, 1996）“

相关系数的置信区间

注1：当𝑥𝑖 , 𝑦𝑖独立时,可验证𝛾 = 1, 即命题2.

注2：理论上可以依据该分布构造相关系数的置信区间，但过于复杂。
下面仅考虑总体为二元正态的情形。
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正态总体情形

 
 ./1,0~0        

/)1(,~  , 22

nNr

nNrn

时，近似地

，近似地足够大时当注：









   
的推论。证明：定理

当，

则有渐近分布，样本相关系数为为

关系数服从二元正态，总体相若命题

1.1A

. )1(,0          

,

),(),...,,(  .3

22

xy

11





nNrn

r

yxyx

d

nn





𝑛 = 100
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相关系数的
置信区间

精确。的并集，其覆盖率不够该区间可能是两个区间

）（：

置信区间：的置信水平为，我们可以构建基于命题

1                                               
/)1(

                            

13

2/2



























z
n

r

Fisher’s z-变换是r的变换，其渐近分布是方差稳定的正态分布,
且比r的分布更接近正态（更快地收敛到正态）

形状不受影响。位置改变时，方差即均值

立的参数，值和方差应该是两个独一个好的正态分布，均

为“方差不稳定”。有关，我们称这种现象其方差与均值

近似地服从正态分布：较大时，说明，当命题

近似

//

),/)1(,(~                               

2

22



 nNr

rn



方差稳定
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 
方法。的结果，应用证明：基于命题

，当

为样本相关系数，则为总体相关系数设

二元正态，假设命题

delta

nNrn

r

yxyx

d

xy

nn

2

 )1,0()(atanh)(atanh  

    ,

 ~iid   ),(),...,,(  4. 11









Fisher’s 𝑧的分布比r更快地收敛到正态分布.

反双曲正切函数

方差稳定化变换变换的样本相关系数

,
1

1
log

2

1
)(atanhz         

:)(-z sFisher'















r

r
r 

rFisher变换

双曲正切函数：

tanh( 𝑥) =
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥
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 
.10),2/1(

2                 ,)(atanh)(atanh:

:

1Fisher

1

2/

2/







 









z

zrn

其中

）（

的置信区间

的置信水平为变换的基于二元正态总体假设下，基于Fisher’s z
的置信区间

注1：基于Fisher变换构造的置信区间(2)比基于r的区间(1)表

现更好（更精确的覆盖率或更短的区间长度）。
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一般二元总体 二元正态 两正态 二元伯努利
(独立性检验)

两二项
(齐一性检验)

模型 (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖),
𝑖 = 1,… , 𝑛

(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖), 𝑖 =
1,… , 𝑛~二元

正态，相关系
数𝜌

𝑦1, … , 𝑦𝑛1~𝑁 𝜇1, 𝜎
2

𝑦𝑛1+1, … , 𝑦𝑛~𝑁(𝜇2, 𝜎
2)

𝑛 = 𝑛1 + 𝑛2
两组的标号𝑥𝑖 = 1或0

(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖), 𝑖 = 1,… , 𝑛

服从二元伯努利，
相关系数𝜌

𝑦1, … , 𝑦𝑛1~𝐵 1, 𝑝1
𝑦𝑛1+1, … , 𝑦𝑛~𝐵(1, 𝑝2)

𝑛 = 𝑛1 + 𝑛2
两组的标号𝑥𝑖 = 1或0

原假设 𝐻0: 𝑥, 𝑦独立 𝐻0: 𝜌=0 
(𝑥, 𝑦独立)

𝐻0: 𝜇1=𝜇2 𝐻0: 𝜌=0 
(𝑥, 𝑦独立)

𝐻0: 𝑝1=𝑝2

精确检
验

置换检验
𝑡 =

𝑛 − 2 𝑟

1 − 𝑟2

~𝑡𝑛−2

𝑡 =
(ത𝑦1 − ത𝑦2)

1
𝑛1

+
1
𝑛2

𝑠2

=
𝑛 − 2 𝑟

1 − 𝑟2
~𝑡𝑛−2

Fisher’s exact test
(⇔ 置换检验)

Fisher’s exact test
(⇔ 置换检验)

大样本
卡方检
验

𝑧 = 𝑛𝑟~𝑁 0,1
⇔

𝑧2 = 𝑛𝑟2~𝜒 1
2

Pearson卡方
𝑋2 = 𝑛𝑟2~𝜒 1

2
𝑧 =

( ҧ𝑝1 − ҧ𝑝2)

1
𝑛1

+
1
𝑛2

𝑝(1 − 𝑝)

= 𝑛𝑟~𝑁(0,1)

Pearson卡方检验

本课程将上述检验拓广到多组、存在干扰因素的情形。

独立性检验总结如下
(1) 精确检验:  t-检验/置换检验；(2) 大样本检验：卡方检验
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除了Pearson相关系数，还有更稳健的关联度量：
Kenadall’s tau 和 Spearman’s rho，
是否还有其它非线性的关联度量？
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