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第三讲偏相关系数

课程主页：http://staff.ustc.edu.cn/~ynyang/2023

2023.9.22

如何变换/生成两个不相关/高度相关
的随机变量？
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• 随机向量
• 去相关化
• 决定系数和典则相关系数
• 偏相关系数



   

  .))((,cov)cov(  )var(       

-)(),(

 ),cov())((,cov        

,:

1,1

11

TTT

T

xxxx

yx

mjnijiyx

mn

EE

EE

,yxE

μμxxμxμxxxxx

xyμxμ

μyμxyx

yx





 



协方差矩阵的方差，特别地，随机向量其中

的协方差矩阵定义为随机向量定义
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协方差矩阵

随机向量的协方差/相关系数矩阵
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x 的均值定义为随机向量定义均值

多个随机变量之间的相关性如何度量？我们一般通过两两
之间的相关性，即协方差矩阵或相关系数矩阵进行刻画。

记号：随机向量 𝐱~ 𝛍, Σ ⇔ 𝐸 𝐱 = 𝛍, var 𝐱 = Σ
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性质
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定义

证明：
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特别地，为常数向量

为常数矩阵其中

和向量，任意常数矩阵

，

随机向量，则是的随机向量，分别为设命题
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标准化：

中心化：

的相关系数矩阵。为

设即若随机向量

相关系
数矩阵

  的相关系数。为，其中的相关系数矩阵随机向量 jiijij xxR  ,x
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其中

，且则的协方差矩阵，为随机向量若 x
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:-,11 协方差矩阵方差随机向量，随机向量假设任意 pq
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去相关化

.,       : 不相关与使得求线性成分

有关的中消去与。我们希望从矩阵相关，协方差为与
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不相关。与

解：
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我们称𝐲⊥ = 𝐲 − Σ 𝐲𝐱Σ𝐱𝐱
−1𝐱为𝐲的去相关化（与𝐱不相关）。

𝐲⊥为𝐲消除了与𝐱有关的成分之后的剩余。
去相关化
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容易验证：
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（或合同）分块对角化对应于协方差矩阵相合

去相关化：对角化
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表示不相关）（这里，

解不相关，所以有正交分不相关，也与与









   ˆ    ˆ              

  :ˆ 11

yyyyy

xyxxyy xxyxxxyx

y

x


y

ŷ

正交分解

𝐲和𝐱的协方差矩阵Σ 𝐲𝐱 = cov 𝐲, 𝐱 或相关系数矩阵度量

了𝐲和𝐱各个分量之间的相关程度，这是一个𝑞 × 𝑝矩阵，
我们希望汇总矩阵所有元素，得到向量𝐲和𝐱的一个相关
性的数字度量。

利用前述去相关化技术，我们可以定义典则相关系数或
决定系数用于度量两个随机向量之间的相关性。

典则相关系数和决定系数
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var 𝐲 = var ො𝐲 + var 𝐲⊥

Σ 𝐲𝐲 = Σ 𝐲𝐱Σ𝐱𝐱
−1Σ𝐱𝐲 + Σ 𝐲𝐲⦁𝐱

(总方差) (与𝐱有关的部分)      (与𝐱无关的部分) 

方差分解
勾股定理

成长度）：两边同时求方差（理解正交分解  yyy  ˆ   

  ""

ˆ 1

的关系密切程度：与表示比例中的它在总方差

，的方差为所有关的部分中，与的方差即

yx

yxy
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该矩阵不对称。

，但：当然也可以定义比例为       11   yyxyxxyx
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1

。概括行列式、迹、特征根等

的某个数字特征，比如是矩阵，我们可用矩阵时，当



q

典则相
关系数

相关系数，等等。的平方根称为第二典则

的第二大特征根）。相关系数（

称为第一典则的最大特征根的平方根在多元分析中，
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。特征根有相同的非

与）因为（

所以

）因为方差分解公式中证明：（
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命题2：典则相关系数关于𝐱, 𝐲对称，介于0和1之间。
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的）决定系数。我们称之为（回归方程

是正数，是随机变量，此时，即回归分析中 101  yq

𝑦是一元随机变量时，𝜙 =
Σ𝑦𝐱Σ𝐱𝐱

−1Σ𝐱𝑦

Σ𝑦𝑦
为𝐱能解释的部分在𝑦的

方差中所占比例，称为回归方程的决定系数。它度量了随机变量𝑦
与随机向量𝐱之间的相关程度。

决定系数
(𝒒 = 𝟏)

注 ：

1 𝜙的最优性（命题3）：𝜙 = max
𝛃∈𝑅𝑝

𝜌(𝑦, 𝛃T𝐱)
2
.

(2) 如果𝐱，𝐲都是一维随机变量(记为𝑥, 𝑦)，则Σ𝑦𝑥 = Σ𝑥𝑦 ,

𝜙 =
Σ𝑦𝑥Σ𝑥𝑥

−1Σ𝑥𝑦

Σ𝑦𝑦
=
(Σ𝑦𝑥)

2

Σ𝑦𝑦Σ𝑥𝑥
= (𝜌𝑥𝑦)

2

所以决定/典则系数是两个随机变量相关系数的推广。
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引理1.若𝐴 ≥ 0(半正定),则对任何𝐯 ≠ 𝟎,
𝐯T𝐴𝐯

𝐯T𝐯
≤ 𝜆𝑚𝑎𝑥(𝐴)最大特征根,

当𝐯 ∝ 𝐯max(最大特征根对应的特征向量)时达到极大。

证明：假设𝐴的谱分解为𝐴 = 𝑂Λ𝑂T, 𝑂T𝑂 = 𝑂𝑂T = 𝐼, Λ = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆1, . . . , 𝜆𝑛)，假设
𝜆1 ≥. . . ≥ 𝜆𝑛。记𝐮 = 𝑂T𝐯,则

𝐯T𝐴𝐯

𝐯T𝐯
=

𝐯T𝑂Λ𝑂T𝐯

𝐯T𝐯
=

𝐮TΛ𝐮

𝐮T𝐮
=

σ 𝜆𝑖𝑢𝑖
2

σ 𝑢𝑖
2 ≤ 𝜆1 = max( 𝜆𝑖)，

当𝑢2 =. . .= 𝑢𝑛 = 0，即𝐯与𝑂的第2至𝑛列正交时，达到极大，此时𝐯 ∝ 𝐯1 = 𝐯max。

 

  定义方式】是典则相关系数通常的对应的特征向量。【这根

的特征为时达到，其中，等号在

最大值。具体地，线性组合的相关系数的，第一典则相关系数等于

，则随机向量分别为假设命题
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成立当且仅当

，第二个不等式等号立当且仅当第一个不等式的等号成

引理

不等式
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关系数。之间的相关性，即偏相的条件下计算我们希望在控制

为随机向量或变量，干扰因素维随机变量，为设
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偏相关系数 (partial  correlation)

。

的相关系数：与，偏相关系数定义为的干扰即消除了

不相关，（它们都与，令定义

)var()var(

),cov(
               

 )
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zzz偏相关系数

• 由定义， |𝜌𝑦𝑥•𝐳| ≤ 1。

• 后面将会证明，多元正态假设下，偏相关系数𝜌𝑦𝑥•𝐳实际上是给定z

的条件下𝑥, 𝑦的条件相关系数。

• 𝜌𝑦𝑥•𝐳 =0 ：控制z的条件下，𝑥和𝑦不相关（正态假设下条件独立）

• 𝜌𝑦𝑥•𝐳不依赖于𝐳的具体值，所以只有在各个组内𝑥, 𝑦分布形状

类似的情况下，偏相关系数才有意义（参见下页）。

理解为控制𝐳的条件下，𝑥, 𝑦不相关
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才有意义（下图）。

系数类似的情况下，偏相关

分布形状只有在各个组内 yx,

𝑧 = 1 𝑧 = 0

𝑦

𝑥 zxy

没有意义下图计算偏相关系数 zxy

𝑧 = 1 𝑧 = 0

𝑥

𝑦
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z

𝜑代表了偏相关系数𝜌𝑥𝑦⦁𝒛

𝜽

𝜃代表了相关系数𝜌𝑥𝑦

𝑥
𝑦

𝑦⊥

𝑥⊥

表达式相同偏相关系数与相关系数

外，除了记号 ,""
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z

yx

xy

yyxx

xy

yx 















zz

z

z

图示：相关系数与偏相关系数
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相关系数的代表随机变量其中

具有如下形式则偏相关系数

相关系数矩阵也是一维随机变量时当
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标量等等都是实数都是随机变量，验证：

三元情形

的意义？：注
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例1.  假设三个变量的相关系数矩阵如下

𝑅 =

1 𝜌 𝜌
𝜌 1 𝜌
𝜌 𝜌 1

即两两相关系数都是𝜌,则必定𝜌 ≥ −
1

2
(正定性约束)，且

𝜌𝑥𝑦⦁𝑧 =
𝜌

1+𝜌
，这表明偏相关系数比相关系数更靠近0:

• 当𝜌 ≥ 0时，且 0 ≤ 𝜌𝑥𝑦⦁𝑧 ≤ 𝜌

• 当−1/2 ≤ 𝜌 ≤ 0时，𝜌 ≤ 𝜌𝑥𝑦⦁𝑧 ≤0

思考：为什么有约束𝜌 ≥ −
1

2
，稳定性的要求？



例2.  高中男、女生的数学成绩 x与语文成绩 y 的相关系数都为0.6,

假设男女生数学成绩没有差异, 但女生的语文成绩要好于男生。如果
男女生混合在一起, 得到的相关系数是大于、等于还是小于0.6？

相关性相同）。的分布组内（在各个已知

，数学与性别不相关分别代表男、女。已知、以

/,z0.6

)( 001
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z=1
男生

z=0
女生

y  语文成绩

x
数
学

0.6zxy

所有数据的分布轮廓

更分散，𝜌𝑥𝑦 < 0.6



注： 𝑝=2时（没有z），即为相关系数的检验
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偏相关系数的检验

精确检验

大样本检验

类似于相关系数的检验，等价于多重回归模型中回归系数的检
验。不要求证明。
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下。检验统计量在原假设设变量总个数为

偏相关系数为服从正态分布，记样本假设

数据 

对一般总体，H0下，𝑧 = 𝑛 − 𝑝 × 𝑟𝑥𝑦•𝐳 ՜
𝑑
𝑁(0,1)，𝑛 ՜ ∞



















17.08.0

7.016.0

8.06.01x

y

z

x y z

例3. 阅读能力(𝑦)、身高(𝑥)和年龄段(𝑧,三种颜色)数据如下图，
相关系数矩阵如下，求偏相关系数 𝑟𝑥𝑦⦁𝑧，检验阅读与身高是否相

关（𝑛=100）。

不显著。

。为读能力和身高相关系数即，控制年龄之后，阅

,37.0,89.0089.0100

089.0

089.0
7.018.01

7.08.06.0
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