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第四讲 多元正态分布

课程主页：http://staff.ustc.edu.cn/~ynyang/2023

2023.10.8

正态 = 线性
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Recap

1. 去相关化

两个随机向量: 𝐲𝑞×1 , 𝐱𝑝×1 ，var
𝐲
𝐱

=
Σ𝐲𝐲 Σ𝐲𝐱
Σ𝐱𝐲 Σ𝐱𝐱

 去相关化: 𝐲⊥ = 𝐲 − Σ𝐲𝐱Σ𝐱𝐱
−1𝐱 ≜ 𝐲 − ො𝐲 , 

var 𝐲⊥

𝐱
=

Σ 𝐲𝐲⦁𝐱 0

0 Σ𝐱𝐱

𝐲⊥与𝐱不相关，与ො𝐲 = Σ𝐲𝐱Σ𝐱𝐱
−1𝐱也不相关

 正交分解/直和:  𝐲 = ො𝐲 + 𝐲⊥，ො𝐲 ⊥ 𝐲⊥ 不相关

ො𝐲

𝐲

𝚯
𝐱

𝐲⊥
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Recap

2. 典则系数/决定系数

正交分解 𝐲 = ො𝐲 + 𝐲⊥两边同时求方差

 方差分解：var 𝐲 = var ො𝐲 + var 𝐲⊥

 var ො𝐲 相对于var 𝐲 的大小，代表𝐲, 𝐱的相关性(夹角)：

Φ = [var 𝐲 ]−1/2var ො𝐲 [var 𝐲 ]−1/2

= Σ𝐲𝐲
−1/2

Σ𝐲𝐱Σ𝐱𝐱
−1Σ𝐱𝐲 Σ𝐲𝐲

−1/2

方差矩阵理解成“长度平方”

ො𝐲

𝐲

𝚯

形式上将Φ理解成
“var ො𝐲 ÷ var 𝐲 = cos2(𝚯)”

𝐱

var ො𝐲 = Σ𝐲𝐱Σ𝐱𝐱
−1Σ𝐱𝐲，var 𝐲⊥ = Σ𝐲𝐲⦁𝐱

𝐲⊥
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 第一典则相关系数： 𝜆𝑚𝑎𝑥(Φ)

 决定系数：当𝑞 = 1时，Φ = Σ𝑦𝐱Σ𝐱𝐱
−1Σ𝐱𝑦/Σ𝑦𝑦 ∈ 0,1 称为决定系数，

（ Φ为第一/唯一典则相关系数）

特别地，若𝑝 = 𝑞 = 1,即𝑥, 𝑦都是一元随机变量，Φ = 𝜌𝑥𝑦
2

Φ = Σ𝐲𝐲
−1/2

Σ𝐲𝐱Σ𝐱𝐱
−1Σ𝐱𝐲 Σ𝐲𝐲

−1/2

Φ是𝑞 × 𝑞矩阵，是相关系数的推广，
可理解成“相关系数平方”。

对比Pearson相关系数的平方：

var
𝑦
𝑥

=
𝜎𝑦𝑦 𝜎𝑦𝑥
𝜎𝑥𝑦 𝜎𝑥𝑥

𝜌𝑥𝑦
2 =

𝜎𝑥𝑦
2

𝜎𝑥𝑥𝜎𝑦𝑦
=
𝜎𝑦𝑥𝜎𝑥𝑥

−1𝜎𝑥𝑦
𝜎𝑦𝑦

Recap

ො𝐲

𝐲

𝚯
𝐱

ො𝐱

注：也可将𝐱向𝐲投影（右图），ො𝐱 = Σ𝐱𝐲Σ𝐲𝐲
−1𝐲

Ψ = [var 𝐱 ]−1/2var ො𝐱 [var 𝐱 ]−1/2

= Σ𝐱𝐱
−1/2

Σ𝐱𝐲Σ𝐲𝐲
−1Σ𝐲𝐱 Σ𝐱𝐱

−1/2
, 𝜆𝑚𝑎𝑥 Ψ = 𝜆𝑚𝑎𝑥(Φ)
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Recap

3. 偏相关系数

目标：控制干扰因素𝒛𝑟×1条件下，研究随机变量 𝑥, 𝑦的相关性。 假设

var
𝑥
𝑦
𝐳

=

Σ𝑥𝑥 Σ𝑥𝑦 Σ𝑥𝐳
Σ𝑦𝑥 Σ𝑦𝑦 Σy𝐳
Σ𝐳𝑥 Σ𝐳𝑦 Σ𝐳𝒛

，
高亮部分(2阶方阵)
是𝑥, 𝑦的协方差矩阵

高亮部分(2阶方阵)
是消除z的影响后，
𝑥⊥, 𝑦⊥的协方差矩阵

 去相关化: 𝑥⊥ = 𝑥 − Σ𝑥𝐳Σ𝐳𝐳
−1𝒛 , 𝑦⊥ = 𝑦 − Σ𝑦𝐳Σ𝐳𝐳

−1𝒛 ,

var
𝑥⊥

𝑦⊥

𝐳

=

Σ𝑥𝑥⦁𝐳 Σ𝑥𝑦⦁𝐳 0

Σ𝑦𝑥⦁𝐳 Σ𝑦𝑦⦁𝐳 0

0 0 Σ𝐳𝒛

 𝑥、𝑦的偏相关系数

𝜌𝑥𝑦⦁𝐳 =
Σ𝑥𝑦⦁𝐳

Σ𝑥𝑥⦁𝐳 Σ𝑦𝒚⦁𝐳
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 去相关化: 𝐱⊥ = 𝐱 − Σ𝐱𝐳Σ𝑧𝑧
−1𝒛 , 𝐲⊥ = 𝐲 − Σ𝐲𝐳Σ𝐳𝐳

−1𝒛 ,

var
𝐱⊥

𝐲⊥

𝐳

=

Σ𝐱𝐱⦁𝐳 Σ𝐱𝐲⦁𝐳 0

Σ𝐲𝐱⦁𝐳 Σ𝐲𝐲⦁𝐳 0

0 0 Σ𝐳𝒛

 令Φ𝐱𝐲⦁𝐳 = Σ𝐲𝐲⦁𝐳
−1/2

Σ𝐲𝐱⦁𝐳Σ𝐱𝐱⦁𝐳
−1 Σ𝐱𝐲⦁𝐳 Σ𝐲𝐲⦁𝐳

−1/2
,

代表控制𝐳之后，随机向量𝐱和𝐲的相关性（对应Φ）。

当𝑞 > 1时，Φ𝐱𝐲⦁𝐳是𝑞 × 𝑞矩阵.

高亮部分(𝑝 + 𝑞阶方阵)
是(𝐱, 𝐲)的协方差矩阵

一般情形（典则+偏相关）

将前两页方法拓展到三个随机向量：𝐱𝑝×1, 𝐲𝑞×1 ,𝒛𝑟×1，

控制𝐳条件下研究𝐱， 𝐲之间的相关性

var
𝐱
𝐲
𝐳

=

Σ𝐱𝐱 Σ𝐱𝐲 Σ𝐱𝐳
Σ𝐲𝐱 Σ𝐲𝐲 Σ𝐲𝐳
Σ𝐳𝐱 Σ𝐳𝐲 Σ𝐳𝒛

，

高亮部分(𝑝 + 𝑞阶方阵)
是消除𝒛后，(𝐱⊥, 𝐲⊥)的协方
差矩阵
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 第一典则偏相关系数： 𝜆𝑚𝑎𝑥( Φ𝐱𝐲⦁𝐳)

度量了控制𝐳条件下，随机向量𝐱，𝐲之间相关性大小（介于0，1之间）。

 𝑞 = 1时，Φ𝐱𝑦⦁𝐳= Σ𝑦𝐱⦁𝐳Σ𝐱𝐱⦁𝐳
−1 Σ𝐱𝑦⦁𝐳/Σ𝑦𝑦⦁𝐳 ∈ 0,1 称为偏决定系数，

特别地，若𝑝 = 𝑞 = 1,即𝑥, 𝑦都是一元随机变量，Φ𝑥𝑦⦁𝐳= 𝜌𝑥𝑦⦁𝐳
2

Φ𝐱𝐲⦁𝐳 = Σ𝐲𝐲⦁𝐳
−1/2

Σ𝐲𝐱⦁𝐳Σ𝐱𝐱⦁𝐳
−1 Σ𝐱𝐲⦁𝐳 Σ𝐲𝐲⦁𝐳

−1/2
，是偏相关系数的推广，

可理解成“偏相关系数的平方”。

如何检验？大概可以如下检验：

𝑛𝑟2 > 𝜒 𝑝−𝑞 +1
2 (α) 时否定原假设。

这里𝑟2代表典则相关系数的平方、决定系数、典则偏相关系数的
平方或偏决定系数。

注意后两者（红字）是我们自己的命名，并不一定通用，你可以
调查文献中有没有这些概念以及是如何命名的。
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例𝟏.   140 个七年级学生进行了4项测试，

𝑦1 = arithmetic  power, 𝑦2 = arithmetic  speed, 

𝑥1 = reading power, 𝑥2 = reading speed, 

相关系数矩阵如下，我们关心的是（1）阅读(𝑥1, 𝑥2)与数学(𝑦1, 𝑦2)之间的相
关性，（2）数学能力𝑦1与(𝑥1, 𝑥2)的相关性,（3）𝑦1, 𝑦2的偏相关系数。

(1) (𝑥1, 𝑥2)与(𝑦1, 𝑦2) 的典则相关系数.

Σ𝐲𝐲
−1/2

=
1 0.42

0.42 1

−1/2

=
1.08 −0.24
−0.24 1.08

Σ𝐲𝐱Σ𝐱𝐱
−1Σ𝐱𝐲 =

0.07 0.06
−0.06 0.24

1 0.63
0.63 1

−1 0.07 −0.06
0.06 0.24

Φ = Σ𝐲𝐲
−1/2

Σ𝐲𝐱Σ𝐱𝐱
−1Σ𝐱𝐲 Σ𝐲𝐲

−1/2
=

0.01 −0.03
−0.03 0.15

     

00.163.024.006.0

63.000.106.007.0

24.006.000.142.0

06.007.042.000.1

                                           

2

1

2

1

2121

，











































xxxy

yxyy

x

x

y

y

xxyy
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(2) 𝑦1与𝐱 =(𝑥1, 𝑥2)的决定系数：

𝜙1 = Σ𝑦1𝑦1
−1/2

Σ𝑦1𝐱Σ𝐱𝐱
−1Σ𝐱𝑦1 Σ𝑦1𝑦1

−1/2

= 0.07 0.06
1 0.63

0.63 1

−1 0.07
0.06

= 0.005，典则系数 𝜙1 = 0.07

     

00.163.024.006.0

63.000.106.007.0

24.006.000.142.0

06.007.042.000.1

                                           

2

1

2

1

2121

，











































xxxy

yxyy

x

x

y

y

xxyy

Σ𝑦1𝑦1 = 1

第一典则系数： 𝜆𝑚𝑎𝑥(Φ) = 0.4

检验： 𝑛𝜆𝑚𝑎𝑥 Φ = 4.7 > 𝜒 𝑝−𝑞 +1
2 0.05 = 3.84。

数学与阅读显著相关。

同样，𝑦2与𝐱 =(𝑥1, 𝑥2)的决定系数：

𝜙2 = Σ𝑦2𝑦2
−1/2

Σ𝑦2𝐱Σ𝐱𝐱
−1Σ𝐱𝑦2 Σ𝑦2𝑦2

−1/2

= −0.06 0.24
1 0.63

0.63 1

−1 −0.06
0.24

= 0.13，典则系数 𝜙2 = 0.36
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3 𝑦1, 𝑦2的偏相关系数(控制阅读)

Σ𝐲𝐲⦁𝐱 =
Σ𝑦1𝑦1⦁𝐱 Σ𝑦1𝑦2⦁𝐱
Σ𝑦2𝑦1⦁𝐱 Σ𝑦2𝑦2⦁𝐱

= Σ𝐲𝐲 − Σ𝐲𝐱Σ𝐱𝐱
−1Σ𝐱𝐲

=
1 0.42

0.42 1
−

0.07 0.06
−0.06 0.24

1 0.63
0.63 1

−1 0.07 −0.06
0.06 0.24

=
1 0.42

0.42 0.87

所以 ρ𝑦1𝑦2⦁𝐱 = 0.42/ 1 × 0.87 = 0.45

0.45  /

   
44.160.0

60.026.1

                                    

221112

2221

1211

2

1

2

1

1

2121

2121




























































xxyy

x

x

y

y

xxyy

，

偏相关系数矩阵）另一种算法（参见后面
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00.163.024.006.0

63.000.106.007.0

24.006.000.142.0

06.007.042.000.1

                                           

222

2

2

1

2

1

2121

，











































xxx

x

x

x

y

y

xxyy

w

www

4 控制阅读速度𝑥2的条件下，数学 (𝑦1, 𝑦2)是否与阅读能力𝑥1有
关？记𝑤 = (𝑦1, 𝑦2, 𝑥1)

Σ𝐰𝐰⦁𝑥2 = Σ𝐰𝐰 − Σ𝐰𝑥2Σ𝑥2𝑥2
−1 Σ𝑥2𝐰

=
1 0.42 0.07

0.42 1 −0.06
0.07 −0.06 1

−
0.06
0.24
0.63

0.06 0.24 0.63

=

𝑦1
𝑦2
𝑥1

0.996 0.406 0.032
0.406 0.942 −0.212
0.032 −0.212 0.603

, 基于该矩阵，计算（𝑦1，𝑦2）与𝑥1的决定系数

Φ(𝑦1,𝑦2)𝑥1⦁𝑥2 = 0.032 − 0.212
0.996 0.406
0.406 0.942

−1 0.032
−0.212

/0.603 = 0.11
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1

2212

1

21121

1

22

1

22

1

21121

1

22

1

2212

1

211

1

211

1

2212

1

22

1

211

21

1

22

1

2221

1211

00

00
   

p

q

p

q

I

I

I

I

. 1

122



由对称性知右下角等于
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偏相关系
数矩阵

。，即元的：注

但相差一个符号。

的相关系数计算法则，类似于基于的偏相关系数计算法则：基于注

息。元素包含了偏相关性信；元素包含了相关性信息：注

其它  00),(03

2

1

1

1

1















ijij
ji 

 
?)(

)(,                  

,/                      

 ,

artial

2/12/1

其它阵如何计算偏相关系数矩

。

且相关系数矩阵

的相关系数，则的协方差矩阵给定













ijp

ij

jjiiijij

ji

R

diagDDDR

xx







x

   

 .2)(                 

1

/
                       

, )(  ),matrixprecision (

   ,2

2/12/1

artial

1

1


























CCIR

ji

ji

xxdiagC

pijp

jjiiij

ij

ji

ijijp

其它

其它

且偏相关系数矩阵

，

的偏相关系数，则记精度矩阵

称为的协方差矩阵为：随机向量命题






x



，













































zzzz

z

z

zzzw

wzww

z

w

11

22221

11211

 cov c

符号。因子之外相同或差一个与原矩阵除了一个常数）二阶方阵的逆的元素（

中也出现了在偏相关系数中出现的量证明主要基于两点事实证明：

2

)1(  1

  zab

15

 

ac

b

cb

ba




























































z

zz

zz

zzzz

z

z

zwzzwzwwzww

 12

2221

1211

21

1

2

1

2221

12111   ,

，所以

而

记为






















z

w
xzw

x

即，记

计算。下面对随机向量

   ,),...,(

2,1   .),...,(

3

2

1

1

T

T

p

p

xx
x

x

jixx
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




























































































































**

*

**

*
1

**

*

**

*

,

2221

1211

2

1

11

1

1





ab

bc

bac

cb

ba
zww

zzzw

wzww

zww 有关）：特别地，左上角与注意到分块求逆公式（记






























ab

bc

baccb

ba

bac

2

1

2

1

1
22  

置换或相反数：其元素是原矩阵元素的

之外，矩阵的逆除了公共因子关键：

2211

12
 12




 

ac

b
z所以



 。分布，记为

服从多元正态正定矩阵，则为，其中参数

，

的密度为维随机向量定义：若
















 

,~

R)()(
2

1
exp

||)2(

1
)( 1

2/12/

μx

xμ

xμxμxx

x

p

p

p

p

N

ppR

f

p

T



17

多元正态分布

多元正态

多元标准
正态

 

 

.)var(,)(1)var(,0)(

)1,0(~ ,..., 

  
2

1

)2(

1
)(,0~

,0,

1

1

22
2/

2

pii

p

p

i

x

ppp

ppp

IExxE

Niidxx

eefIN

INI

i














x0x

xx

0μ

xx



T

称作多元标准正态分布时，

多元正态有许多很好的性质，其中最重要的（对于本课程）是

1. 多元正态假设下，偏相关系数为条件相关系数
2. 条件分布满足（启发）所有线性模型的假设
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 

 。
常数向量阵，则对任意可逆常数矩若引理

TAAANA

AN

p

pp



 

,~

  ,,,~    :1 1

bμbx

bμx

 .,~

,)()))(
2

1
exp

||)2(

1

))(())((
2

1
exp

||||)2(

1

||))(()(

|,|/1|||/|),(,

1

2/12/

111

2/12/

1

11

T

TT

T

T

AAAN

AAAA
AA

AA
A

JAfg

AAJJacobiAA

p

p

p









































bμy

μbyμby

μbyμby

byy

y

yxbyxbxy

所以

的概率密度

行列式证明：令





注：后面定理3将说明A可以是任何行满秩的长方形矩阵。
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 

 

).(      

),0(~ ,,~  )2(

).,0(~)(,~  (1)   1

2/1

2/1





 

BBBB

INBN

INN

ppp

ppp

通常使得方阵

，其中可以表示为

：推论

T

yμyxxμx

μxyμx

）可证。类似于（

所以因为

，，即）令证明：（

1)2(

.)var()var()var(,)()(

,)var(,0)(

),0(~)(1

2/12/12/12/1

2/12/1





 

yμyxμμyx

yy

μyxμxy

EE

IE

IN

p

pp

).,(~1),0(~)(  

),0(~)()(:)2( 2/12/1

TBBNBIN

IN

pp

pp

μμyxy

yμyxμxy



 

，，则由引理若

，，则取证

 

  p

p

p

REN

EN





tttμtxtμx

xμxμx

任何矩母函数

：定理

),
2

1
exp())(exp(,~  )2(

.)var(,)( ,~  )1(

   1

TTT
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推论1用多元标准正态表示一般的多元正态，因为多元标准正
态容易处理，所以这种表示方便应用（参见定理1 ），这种
表示可以作为多元正态的等价定义。

 
.12

,~)singular

1

),0(~   .Hsu P.L.2

等价于定义可逆时，定义注：当

。多元正态分布，记作为奇异（

的分布常数向量，则称是常数矩阵，任一

是，假设）（奇异多元正态分布，定义

B

BBN

Bqpq

BIN

q

pp

T
μx

μyxμ

y


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 

).,(~),,(~ 

0,~  :2

22221111

1221





 μxμx

xxμx

qpq

p

NN

N

此时

，独立与，且如上划分，则若引理

的密度乘积。和

可以分解成，则容易验证密度函数若：证

),(~

),(~0  

2222

111112





 μx

μx

qp

q

N

N

 

矩阵，为向量，为，其中

，，

分的分量的分布，为此划下面讨论多元正态

qqq

N p





































1111

2221

1211

2

1

2

1

1

 ,                

,~

μx

μ

μ
μ

x

x
x

μx
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边际与条
件分布

).),((~

  ),,(~                

),(~ 2

,
0

0
,~    1

0
        

21122

1

221212

1

2212112

2112

1

221211

2222221

22

211

2

2

1

22121

2

1

2

2

1

22121

2

1

1

2212

2

1

2

1

































































 





















 






















 
























μxμxyxx

μμy

μyxyy

μ

μμ

y

y

x

xx

x

x

x

x

y

y

q

q

qp

p

qp

q

N

N

N

N

I

I

时，所以给定

，独立，且，，由引理

，由引理

，

证：令去相关化变换：

 

 .)(~|  2

),(~),,(~1

,~  :2

21122

1

2212121

22221111













，）（

）（

，且如前划分，则若定理

μxμxx

μxμx

μx

q

qpq

p

N

NN

N
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 条件方差常数： var( 𝐱1 𝐱2 = Σ11•2是常数矩阵与𝐱2无关。

 条件期望线性：𝐸 𝐱1 𝐱2 = 𝛍1 + Σ12Σ22
−1 𝐱2 − 𝛍2 是𝐱2的线性函数。

 去相关化：𝜺 = 𝐱1 − 𝐸 𝐱1 𝐱2 = 𝐱1 − [𝛍1 + Σ12Σ22
−1(𝐱2−𝛍2)],

𝜺ห𝐱2~𝑁𝑞(0, Σ11•2)与𝐱2无关，所以𝜺 ⫫ 𝐱2, 𝜺~𝑁𝑞(0, Σ11•2).

 多元正态线性模型（改写去相关化）：

𝐱1 = (𝛍1 − Σ12Σ22
−1𝛍2)+ Σ12Σ22

−1𝐱2+ 𝜺 ≜ 𝐚 + 𝐛T 𝐱2 + 𝜺,

其中𝜺 ⫫ 𝐱2 ， 𝜺~𝑁𝑞(0, Σ11•2)。

条件分布𝐱1ห𝐱2~𝑁𝑞 𝛍1 + Σ12Σ22
−1 𝐱2 − 𝛍2 , Σ11•2 蕴含了如下事实

一般的多元线性回归模型放松误差正态性：

𝐱1 = 𝐚 + 𝐛T 𝐱2 + 𝜺, 𝜺 ⫫ 𝐱2, 𝜺~ (0, Σ11•2)
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 

 。常数向量

常数矩阵，则对任意行满秩若定理

TAAANA

ApqN

qp

p





 ,~  ,

,,~    :3

1 bμbxb

μx

 

 

   。，，边际由定理

，可逆，则由引理使得矩阵取

，若证

TT

TT

TT
T

AAANAAAANA

BBAB

BAAA

B

A
NCCCN

B

A
C

B

A
CBpqp

N p

































































,~,~2

,,,~

1,)(

,~    :

bμbxμx

μ

μ
μ

x

x
x

μx



 

z

zz

z
z

zz

zz

zwwzwwz

zzzz

z

z

z

z

z
ww

z

x




















































































































































12

2211

12
|12

213

2221

1211

2

1

2

1

21

22221

11211

2

1

2

11

),..,(

var , *,~| , 

 ,      ,~1









，这也是偏相关系数

的条件相关系数和条件下，给定是条件协方差矩阵。则

其中则记

）假设证明：（

xxxx

x

x
N

x

x

Nx

x

x

x

p

p


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条件独立

)(

,0

0022

21

z|12

1

2211

12
z1212

独立因为正态假设下不相关条件独立与

条件不相关

，）由命题（

）由（





 

xx








 

条件独立。与

，则给定其它变量时，若）设（

系数。相关系数等于条件相关）多元正态假设下，偏（定理

ji

ijijn

xx

N 0  ).(  ,,~ 2

1  .4
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基于下述引理3，我们给出定理4（2）的更直接的证明
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至此，我们介绍了Pearson相关系数及其拓展

 两个随机变量的Pearson相关系数
 两个随机变量的偏相关系数
 两个随机向量的典则相关系数
 一个随机变量和一个随机向量之间的决定系数
 控制第三个随机向量时，两个随机向量之间的偏典则相关系数/决定

系数。

在定义偏相关系数和典则系数的时候，去相关化𝐲⊥ = 𝐲 − Σ𝐲𝐱Σ𝐱𝐱
−1𝐱是基

本工具。

在随机变量空间中定义内积< 𝑥, 𝑦 >= 𝐸(𝑥𝑦)，去相关化实际上是正交
投影或Gram-Schmidt正交化。

本次课介绍了多元正态，说明了正态情形下偏相关系数实际上是条件相
关系数，偏相关系数等于0代表条件独立。另外，求解了正态分布的条
件分布，该条件分布满足或启发了线性模型的所有假设。
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