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第五讲线性回归模型

课程主页：http://staff.ustc.edu.cn/~ynyang/2023

2023.10.13

𝑦 = 𝑎 + 𝐛⊤𝐱 + 𝜀, 𝜀⫫ 𝐱, 𝜀~ 0, 𝜎2
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线性回
归模型

线性回归模型

为了研究𝑥, 𝑦之间是否存在因果关系，所有影响𝑦的其它因素需要与
𝑥独立（即不存在干扰因素）。所以，即使控制变量，偏相关分析
和去相关化也不足以推断因果关系，这是因为不相关不等同于独立。
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外生性独立与

方差齐性

可识别截距；

假设，满足是不可观测的随机变量其中误差项

，

满足方程：和自变量向量变量线性回归模型假设响应一元：定义
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 误差项𝜀代表了除了自变量𝐱之外所有其它影响𝑦的因素。

 模型假设𝜀⫫ 𝐱 (𝜀与𝐱独立)，即𝜀不是干扰因素，是推断因果必需的。

 条件(1)、(2)简记作𝜀~(0, 𝜎2)

 (𝑦, 𝐱)服从多元正态时，GM假设都成立。
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（回归函数线性））（

，则假设满足线性模型的若命题
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注：线性回归模型蕴含了条件期望

𝐸 𝑦 𝐱 = 𝑎 + 𝐛⊤𝐱

关于𝐱线性。条件期望𝐸(𝑦|𝐱)也称为回归函数，是平方损失下所有𝐱
的函数中对𝑦的最佳逼近（参见P6）。所以线性回归模型实际上假
设了“𝐱的线性函数是所有𝑦的函数𝑔(𝐱)逼近中最佳的逼近”。
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，即得到等价定义独立与基础上增加假设我们只需在

）。不相关（但不一定独立与由条件期望的性质，
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命题1中的(i),(ii) 与定义1中的(1)、(2)、(3)几乎等价，后者更强：

的弱版本：以及假设满足下面验证

，则我们有成立，令若
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独立。与

齐性：方差常数

线性回归函数

线性回归模型假设

称为回归函数，，向量自变量是响应变量是：假设定义
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模型的等
价定义

的独立性。与而不假设定义线性模型、假设

或、件是给定的常数，并以条：一般教材通常假设注
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分布是计数变量，服从回归：假设

回归模型假设

有关，它与自变量是伯努利变量回归：响应变量

假设，比如模型通常对回归函数做：其它（非线性）回归注
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关于回
归函数

定义(条件期望/回归函数)：𝜑 𝐱 是𝑦给定𝐱的条件期望,记作𝐸 𝑦 𝐱 ,
若对任何可测𝑔 𝐱 ,内积 𝑦 − 𝜑 𝐱 , 𝑔(𝐱) = 𝐸(𝑦 − 𝜑 𝐱 )𝑔(𝐱) = 0.

定义表明，𝑦 − 𝜑 𝐱 ⊥ 𝐿2 𝜎 𝐱 ，其中

𝐿2 𝜎 𝐱 = {𝑔 𝐱 : 𝑔可测,𝐸𝑔 𝐱 2<∞}

是所有𝜎(𝐱)可测函数组成的随机变量空间。因此，𝐸(𝑦|𝐱)是𝑦在𝐱的函数
组成的空间上的正交投影，从而是𝐱的所有可测函数中对𝑦的最佳逼近:

𝐸 𝑦 𝐱 = argmin𝑔 𝐸(𝑦 − 𝑔(𝐱))2 (*)

空间上的正交投影。

的函数组成在所有

是条件期望

x

x yyE )|(

y

)|( xyE

𝑔(𝐱)

向量空间或线性空间 𝑉是一个定义了加法和数乘的封闭集合，集合的元素
称作向量。假设赋予𝑉内积： 𝑣, 𝑢 ，𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉。假设𝑈 ⊂ 𝑉是向量子空间，
则任何𝑣 ∈ 𝑉在𝑈上的正交投影（记作 ො𝑣 ∈ 𝑈）满足

𝑣 − ො𝑣, 𝑢 = 0, ∀ 𝑢 ∈ 𝑈

最常见的向量空间是函数空间，包括𝑅𝑛和随机变量空间，以及量子力学的
量子空间。

向量空间
中的投影
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勾股定理）（方差分解

。

则随机向量是是任一随机变量，假设性质：

   

     。而误差的方差

，

两边同时求方差：不相关，正交分解与不相关，与即

定义中取令

则）条件期望定义中取证明：（
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因此定义决定系数

时达到极小。的期望等于给定时，常数当

，只需极小化其次，为了极小化

处达到。的最小值在首先，注意到

明如下：质，但这里不妨直接证这是正交投影的基本性证明
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为决定系数。其中

，

的均值和方差决定：由，，则参数

独立与，

：自变量随机变量　假设线性回归模型命题
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方程两边求方差：

方程两边求均值：

，再次验证如下：

的去相关化，所以必定不相关，是与独立与证：
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参数的含义
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。无法做到难以做到

立性只是个假设，过去相关化做到，而独两个变量不相关可以通

不相关”要求更高。与独立，比“与回归模型假设

性）；（不影响相关性和独立项，回归模型多出了常数因为要求

不相关，但不一定独立可看作是误差项，它与其中

不相关与，

同：与去相关化类比几乎相

独立与，

和方差可表示为：，线性回归模型以均值：由命题注
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。，值和方差决定：

的均是参数，它们完全由，，一般称为误差。不可观测

称为自变量，可观测；称为响应，。其中称为多元线性回归模型

独立与，，

满足：假设随机向量

模型）定义：（多元线性回归
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注2：响应变量𝐲是向量的情形，线性模型类似：

今后一般不再考虑多元回归模型。
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偏决定系数）部分（

与偏相关系数成正比。是随机变量时，当

）（

独立与，）（

，则。令独立，其中

独立与，

假设模型：命题







干扰因素。是控制变量是感兴趣的变量，其中

，，。假设中部分变量的回归系数考虑
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矩阵公式证明如下：也可利用分块矩阵的逆（
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。另外，

的矩估计可取为：，，参数知，由命题

，

本均值为假设样本方差矩阵和样

独立与，

来自于线性模型，假设样本

yyyy

yyyyyy

y

y

yyy

ii

SSSSR

SSSSS

ya

SS

a

y

SS

SS
S

εεεEεay

niy

/ˆ

.~
,ˆˆ

,ˆ

                

 2

                              

  ,)  var(,0)(       

,...,1),(

12

12

1

2

2

xxxx

xxxxx

xxx

xxx

x

xb

b

b

x

xxb

x


























































T

T

参数的
矩估计

注：后面将会看到，除了误差方差之外，所有参数的最小二乘估
计等于上述矩估计。误差方差的最小二乘估计

ො𝜎2 =
𝑛 − 1

𝑛 − 𝑝
𝜎2 ≈ 𝜎2
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