
1

第六讲简单线性回归模型

课程主页：http://staff.ustc.edu.cn/~ynyang/2023

2023.10.20

第五讲：总体模型 𝑦 = 𝑎 + 𝑏𝑥 + 𝜀, 𝜀~ 0, 𝜎2

这一讲：样本(𝑦𝑖 , 𝑥𝑖), 𝑖 = 1,… , 𝑛,来自于上述模型:

𝑦𝑖 = 𝑎 + 𝑏𝑥𝑖 + 𝜀𝑖 , 𝜀𝑖 iid ~ 0, 𝜎2

统计推断将在给定自变量𝑥𝑖
′𝑠的条件下进行。
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简单线性模型只有一个自变量，因为没有控制协变量，
所以一般不用来研究响应和自变量之间的因果性，而是
仅用来描述两个变量之间的依赖关系和发现规律。

一般的多变量回归模型的统计推断将采用矩阵-向量表

达和处理，缺点是矩阵和向量中的细节有时难以理解。

对于简单回归模型，既可以使用矩阵-向量语言处理，

也可以使用初等代数运算。我们将使用初等代数，便于
理解和容易操作，也为理解以后的矩阵-向量提供支持。

简单线
性模型

简单线性回归模型
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决定的均值和方差、协方差数由我们知道简单模型的参由上一讲命题 yx,,2
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这些参数决定：

由则回归系数和误差方差
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x

布服从图中所示的正态分变量对给定的

。于或接近椭圆的对称轴服从二元正态，虚线等假设

直观解释：
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在虚线下方。它是蓝色线段的中点，

：红点该正态分布的中心 x

x

y

y xxyE 



 )|()(

y

地位不等。

期望关键：回归函数是条件
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独立，与）（
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简单线性模型
（样本模型）
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最小二乘

极小化误差平方和：

），最小二乘法（

求解为了求解回归直线，即

的误差：预测以

SquaresLeast LS
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最小二乘法(Least Squares)
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𝑦 = 𝑎 + 𝑏𝑥
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𝑦 = 𝑎 + 𝑏𝑥

为什么是竖直方向的误差，而
不是水平方向的误差，甚至点
到直线的垂直距离？

这是因为 𝑥和𝑦地位不同，线性
模型以𝑥的函数描述𝑦：

𝑦 = 𝑎 + 𝑏𝑥 + error

如果认为𝑥和𝑦地位对称，如果我们希望求解一条直线能最好地描述
两者的关系，那么该直线应该写成对称形式：

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = c

此时，可极小化点到直线的垂直距离，这称为对称回归（total least 
squares）,  此时的解为虚线。

),( ii yx

𝜀𝑖



7

，，估计

代入第二个方程得由第一个方程得

：正则方程求导，得对证：误差平方和
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评注LS
估计

LS估计是否符合直观？只考虑𝑏，形式上

𝑏 = Σ(𝑥𝑖 − ҧ𝑥)𝑦𝑖/Σ(𝑥𝑖 − ҧ𝑥)2 = Σ(𝑥𝑖 − ҧ𝑥)(𝑦𝑖 − ത𝑦)/Σ(𝑥𝑖 − ҧ𝑥)2

=
σ(𝑥𝑖 − ҧ𝑥)2

𝑦𝑖
𝑥𝑖 − ҧ𝑥

σ(𝑥𝑖 − ҧ𝑥)2
=
σ(𝑥𝑖 − ҧ𝑥)2

𝑦𝑖 − ത𝑦
𝑥𝑖 − ҧ𝑥

σ(𝑥𝑖 − ҧ𝑥)2
≜ Σ 𝑤𝑖𝑧𝑖

其中权重𝑤𝑖 =
(𝑥𝑖− ҧ𝑥)2

σ(𝑥𝑖− ҧ𝑥)2
，σ𝑤𝑖 = 1，𝑧𝑖 =

𝑦𝑖−ത𝑦

𝑥𝑖− ҧ𝑥
或

𝑦𝑖

𝑥𝑖− ҧ𝑥

所以 𝑏是每个样本点处的局部斜率估计𝑧𝑖的加权平均，斜率𝑧𝑖较容易理
解，但权重𝑤𝑖为什么是上述形式？

时等号成立。，不等式，证明：由

中方差最小的，即是所有加权平均，则，

已知但不等，假设权重独立，引理：假设
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其它权重选择也是允许的，这依赖于具体问题背景，例如

෨𝑏𝐸𝑉 = Σ(𝑥𝑖 − ҧ𝑥)(𝑦𝑖 − ത𝑦)2/Σ(𝑥𝑖 − ҧ𝑥)2(𝑦𝑖 − ത𝑦)

෨𝑏IVLS = Σ(𝑢𝑖−ത𝑢)(𝑦𝑖 − ത𝑦)/Σ(𝑢𝑖−ത𝑢)(𝑥𝑖 − ҧ𝑥).

其中的𝑢𝑖是外生变量/工具变量（2021诺贝尔经济）。

其它
选择

考虑 𝑏的加权平均估计 ෨𝑏 = σ𝑤𝑖 𝑧𝑖，𝑤𝑖 ≥ 0，σ𝑤𝑖 = 1，因为

𝑣𝑎𝑟 𝑧𝑖 𝑥𝑖 = 𝑣𝑎𝑟
𝑦𝑖

𝑥𝑖− ҧ𝑥
|𝑥𝑖 = 𝜎 2/(𝑥𝑖 − ҧ𝑥)2, 

因此最优权重𝑤𝑖 ∝ (𝑥𝑖 − ҧ𝑥)2/𝜎 2，此时෨𝑏 = σ𝑤𝑖 𝑧𝑖 = LS估计。

以上讨论说明了LS估计基本符合直观，权重是最优选择（使得方差最小）。

Eror-in-variable 模型
的广义据估计(GMM)

GM假设第三条不成
立时的工具变量估计

我们甚至可以考虑其它局部斜率，比如 𝑧𝑖𝑗 =
𝑦𝑖−𝑦𝑗

𝑥𝑖−𝑥𝑗
，𝑖, 𝑗 = 1,… , 𝑛， 并构造

𝑏的估计 ෨𝑏 = σ𝑤𝑖𝑗 𝑧𝑖𝑗 , 这称为U统计量，如何选择权重？有没有人研究过此类估计？
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。

条件下，）给定所有自变量（

即是无偏估计命题
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统计推断一般在自变量给定的条件下进行，在自
变量给定时计算LS估计的方差。





 









 






自变量方差较小，
斜率难以估计

自变量方差较大，
斜率估计稳定/精确

。的方差大差较小，斜率难以估计例如，右图的自变量方

估计精度越高。估计的方差越小，这说明自变量方差越大

为自变量的样本方差。，其中

不相关，直观解释？时，当

的方差结果？注：如何理解命题
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正则方程



 

iiii

iiiiiii

yeyy

exbeaexbaey

ˆ3

0ˆˆ )ˆˆ(ˆ)1(  

）（

验证：

xe1e  ,     

 ˆ   ye 

T

T

T

T

),...,(

)ˆ,...,ˆ(ˆ

,),...,(

)1,...,1(

 

1

1

1

n

n

n

ee

yy

xx









e

y

x

1

，

，

向量记号：



13

平方和
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的样本方差就是残差除以

残差平方和：

的样本方差就是拟合值除以

拟合值的平方和回归平方和

的样本方差就是响应除以

响应的平方和总平方和
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的响应变量定义为自变量所能解释数（样本版本的）决定系决定系数
coefficient of 
determination
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误差方差
的估计

。和因为估计了两个参数？而不是为什么除以

估计。为得到的，但通常也称之不是由最小二乘法直接虽然

惯例：

bann    12   

LSˆ   2



 

误差方差的估计

残差及残差平方和是𝑦𝑖
′𝑠的函数，也可表示成误差𝜀𝑖

′𝑠的函
数（引理1）。
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Plug-in

一般不关心）。的方差估计类似得到（估计截距项

，：标准差

得：的估计代入中将
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，的估计为数检验）。一般地，若参方法是似然比检验，
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则假设模型命题

。）（所以无条件地

的具体值无关，，该分布与）（所以

，时，给定证明：

)1,0(~/ˆ

)1,0(~|/ˆ  

)/,(~
)(

)(ˆ   ),(~|  )1( 2

2

2

Nbbs

Nbbs

sbN
xx

yxx
bbxaNxy

xx

xx

xx

i

ii

iii


















x

x

x

正态模型下的统计推断

对截距项一般没必要做统计推断，只有斜率𝑏（𝑥的效应）才
是我们关心的，下面只考虑正态假设下𝑏的统计推断（非正
态情形有大样本检验或置信区间）。
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时拒绝原假设。：水平检验准则

检验统计量定义为

，心绝大数情况下我们只关
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Wald检验即
相关性检验
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检验统计量等于两样本

的检验统计量容易验证该模型


两样本t
检验

两样本t-检验是回归系数显著性检验的特殊情形
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型：两样本问题写成线性模，号给两组样本分别赋予标 1,  0ix
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斜率的置
信区间
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置信区间可以取为：的，故，由命题



均值函数
的置信带

均值函数/回归函数𝑚 𝑥0 = 𝐸 𝑦 𝑥 = 𝑥0 = 𝑎 + 𝑏𝑥0, 𝑥0 ∈ 𝑅。

对于给定的𝑥0，𝑚 𝑥0 的LS估计 ෝ𝑚 𝑥0 = ො𝑎 + 𝑏𝑥0,   可以证明：

ෝ𝑚 𝑥0 ~𝑁 𝑚 𝑥0 , 𝜎2
1

𝑛
+
(𝑥0 − ҧ𝑥)2

𝑠𝑥𝑥

与 ො𝜎2独立，类似于命题5可证
ෝ𝑚 𝑥0 −𝑚 𝑥0

ො𝜎
1
𝑛 +

(𝑥0 − ҧ𝑥)2

𝑠𝑥𝑥

~𝑡𝑛−2

),0(~iid  ,...,, 2

1  Nbxay niii 模型
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𝑚 𝑥0 的置信水平1 − 𝛼的置信区间

ෝ𝑚 𝑥0 ± 𝑡𝑛−2 𝛼 ො𝜎
1

𝑛
+
(𝑥0 − ҧ𝑥)2

𝑠𝑥𝑥

当 𝑥0变化时，上述区间形成一个置信带

在y轴方向关于回
归直线对称

在垂直于回归直线
的方向并不对称。

基于该分布，我们得到𝑚 𝑥0 的置信区间：

𝑥0
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练习:  对于如下分布形状的数据，假设某人得到如下图所示的均值
函数的估计（实线）及其置信带（虚线）。指出该图的两处错误。

错误的根源在于他对称地看待(𝑥, 𝑦),   正确的方式是𝑦|𝑥


	Slide 1 
	Slide 2 
	Slide 3 
	Slide 4 
	Slide 5 
	Slide 6 
	Slide 7 
	Slide 8 
	Slide 9 
	Slide 10 
	Slide 11 
	Slide 12 
	Slide 13 
	Slide 14 
	Slide 15 
	Slide 16 
	Slide 17 
	Slide 18 
	Slide 19 
	Slide 20 
	Slide 21 
	Slide 22 
	Slide 23 
	Slide 24 
	Slide 25 
	Slide 26 
	Slide 27 

