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第六讲简单线性回归模型

课程主页：http://staff.ustc.edu.cn/~ynyang/2023

2023.10.20

第五讲：总体模型 𝑦 = 𝑎 + 𝑏𝑥 + 𝜀, 𝜀~ 0, 𝜎2

这一讲：样本(𝑦𝑖 , 𝑥𝑖), 𝑖 = 1,… , 𝑛,来自于上述模型:

𝑦𝑖 = 𝑎 + 𝑏𝑥𝑖 + 𝜀𝑖 , 𝜀𝑖 iid ~ 0, 𝜎2

统计推断将在给定自变量𝑥𝑖
′𝑠的条件下进行。
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简单线性模型只有一个自变量，因为没有控制协变量，
所以一般不用来研究响应和自变量之间的因果性，而是
仅用来描述两个变量之间的依赖关系和发现规律。

一般的多变量回归模型的统计推断将采用矩阵-向量表

达和处理，缺点是矩阵和向量中的细节有时难以理解。

对于简单回归模型，既可以使用矩阵-向量语言处理，

也可以使用初等代数运算。我们将使用初等代数，便于
理解和容易操作，也为理解以后的矩阵-向量提供支持。

简单线
性模型

简单线性回归模型

-
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：实线数所以回归函数或均值函

kkkxyE

kxkx

xbxaxyE

yyy

xxx

x

x

y

y





















).(1, 虚线的情况于上述方程中等比例增加的情况对应而 yx



4

x

布服从图中所示的正态分变量对给定的

。于或接近椭圆的对称轴服从二元正态，虚线等假设

直观解释：
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简单线性模型
（样本模型）
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𝑦 = 𝑎 + 𝑏𝑥
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
𝑦 = 𝑎 + 𝑏𝑥

为什么是竖直方向的误差，而
不是水平方向的误差，甚至点
到直线的垂直距离？

这是因为 𝑥和𝑦地位不同，线性
模型以𝑥的函数描述𝑦：

𝑦 = 𝑎 + 𝑏𝑥 + error

如果认为𝑥和𝑦地位对称，如果我们希望求解一条直线能最好地描述
两者的关系，那么该直线应该写成对称形式：

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = c

此时，可极小化点到直线的垂直距离，这称为对称回归（total least 
squares）,  此时的解为虚线。

),( ii yx

𝜀𝑖
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，，估计

代入第二个方程得由第一个方程得

：正则方程求导，得对证：误差平方和
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评注LS
估计

LS估计是否符合直观？只考虑෠𝑏，形式上

෠𝑏 = Σ(𝑥𝑖 − ҧ𝑥)𝑦𝑖/Σ(𝑥𝑖 − ҧ𝑥)2 = Σ(𝑥𝑖 − ҧ𝑥)(𝑦𝑖 − ത𝑦)/Σ(𝑥𝑖 − ҧ𝑥)2

=
σ(𝑥𝑖 − ҧ𝑥)2

𝑦𝑖
𝑥𝑖 − ҧ𝑥

σ(𝑥𝑖 − ҧ𝑥)2
=
σ(𝑥𝑖 − ҧ𝑥)2

𝑦𝑖 − ത𝑦
𝑥𝑖 − ҧ𝑥

σ(𝑥𝑖 − ҧ𝑥)2
≜ Σ 𝑤𝑖𝑧𝑖

其中权重𝑤𝑖 =
(𝑥𝑖− ҧ𝑥)2

σ(𝑥𝑖− ҧ𝑥)2
，σ𝑤𝑖 = 1，𝑧𝑖 =

𝑦𝑖−ത𝑦

𝑥𝑖− ҧ𝑥
或

𝑦𝑖

𝑥𝑖− ҧ𝑥

所以 ෠𝑏是每个样本点处的局部斜率估计𝑧𝑖的加权平均，斜率𝑧𝑖较容易理
解，但权重𝑤𝑖为什么是上述形式？

时等号成立。，不等式，证明：由

中方差最小的，即是所有加权平均，则，

已知但不等，假设权重独立，引理：假设
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其它权重选择也是允许的，这依赖于具体问题背景，例如

෨𝑏𝐸𝑉 = Σ(𝑥𝑖 − ҧ𝑥)(𝑦𝑖 − ത𝑦)2/Σ(𝑥𝑖 − ҧ𝑥)2(𝑦𝑖 − ത𝑦)

෨𝑏IVLS = Σ(𝑢𝑖−ത𝑢)(𝑦𝑖 − ത𝑦)/Σ(𝑢𝑖−ത𝑢)(𝑥𝑖 − ҧ𝑥).

其中的𝑢𝑖是外生变量/工具变量（2021诺贝尔经济）。

其它
选择

考虑 𝑏的加权平均估计 ෨𝑏 = σ𝑤𝑖 𝑧𝑖，𝑤𝑖 ≥ 0，σ𝑤𝑖 = 1，因为

𝑣𝑎𝑟 𝑧𝑖 𝑥𝑖 = 𝑣𝑎𝑟
𝑦𝑖

𝑥𝑖− ҧ𝑥
|𝑥𝑖 = 𝜎 2/(𝑥𝑖 − ҧ𝑥)2, 

因此最优权重𝑤𝑖 ∝ (𝑥𝑖 − ҧ𝑥)2/𝜎 2，此时෨𝑏 = σ𝑤𝑖 𝑧𝑖 = LS估计。

以上讨论说明了LS估计基本符合直观，权重是最优选择（使得方差最小）。

Eror-in-variable 模型
的广义据估计(GMM)

GM假设第三条不成
立时的工具变量估计

我们甚至可以考虑其它局部斜率，比如 𝑧𝑖𝑗 =
𝑦𝑖−𝑦𝑗

𝑥𝑖−𝑥𝑗
，𝑖, 𝑗 = 1,… , 𝑛， 并构造

𝑏的估计 ෨𝑏 = σ𝑤𝑖𝑗 𝑧𝑖𝑗 , 这称为U统计量，如何选择权重？有没有人研究过此类估计？
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统计推断一般在自变量给定的条件下进行，在自
变量给定时计算LS估计的方差。
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平方和
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误差方差
的估计

。和因为估计了两个参数？而不是为什么除以

估计。为得到的，但通常也称之不是由最小二乘法直接虽然

惯例：

bann    12   

LSˆ   2



 

误差方差的估计

残差及残差平方和是𝑦𝑖
′𝑠的函数，也可表示成误差𝜀𝑖

′𝑠的函
数（引理1）。
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。的无偏估计，即是命题 2222 )ˆ(ˆ4.  E误差方差估
计的无偏性
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x所以

，

的条件下，给定因为

计算要复杂一些）证明无偏性，比基于（基于表达证明
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总结：简单模型的参数及其LS估计
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Plug-in

一般不关心）。的方差估计类似得到（估计截距项

，：标准差

得：的估计代入中将

aLS

sbbse

s
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s
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ˆ

/ˆ)|ˆvar()ˆ(

,
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)|ˆvar(                       
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2
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





x

x

x

⌵
。

检验统计量定义为：的则其标准差为

，的估计为数检验）。一般地，若参方法是似然比检验，

另外两种常用计量常用的方法之一（检验方法是构造检验统

)ˆ(/)ˆ(                               

 Wald:),ˆ(

ˆ Score

Wald

0

00







seW

Hse





Wald检验

“LS估计的方差”的估计

⌵

̂

)ˆ (

)ˆ(

ˆ
   Wald,:
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000

bbs
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WbbbH

xx 
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
 检验统计量已知，对于简单模型的
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。）（所以无条件地
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正态模型下的统计推断

对截距项一般没必要做统计推断，只有斜率𝑏（𝑥的效应）才
是我们关心的，下面只考虑正态假设下𝑏的统计推断（非正
态情形有大样本检验或置信区间）。
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时拒绝原假设。：水平检验准则

检验统计量定义为

，心绝大数情况下我们只关
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Wald检验即
相关性检验
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两样本t-检验是回归系数显著性检验的特殊情形
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型：两样本问题写成线性模，号给两组样本分别赋予标 1,  0ix
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斜率的置
信区间
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置信区间可以取为：的，故，由命题



均值函数
的置信带

均值函数/回归函数𝑚 𝑥0 = 𝐸 𝑦 𝑥 = 𝑥0 = 𝑎 + 𝑏𝑥0, 𝑥0 ∈ 𝑅。

对于给定的𝑥0，𝑚 𝑥0 的LS估计 ෝ𝑚 𝑥0 = ො𝑎 + ෠𝑏𝑥0,   可以证明：

ෝ𝑚 𝑥0 ~𝑁 𝑚 𝑥0 , 𝜎2
1

𝑛
+
(𝑥0 − ҧ𝑥)2

𝑠𝑥𝑥

与 ො𝜎2独立，类似于命题5可证
ෝ𝑚 𝑥0 −𝑚 𝑥0

ො𝜎
1
𝑛 +

(𝑥0 − ҧ𝑥)2

𝑠𝑥𝑥

~𝑡𝑛−2

),0(~iid  ,...,, 2

1  Nbxay niii 模型
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𝑚 𝑥0 的置信水平1 − 𝛼的置信区间

ෝ𝑚 𝑥0 ± 𝑡𝑛−2 𝛼 ො𝜎
1

𝑛
+
(𝑥0 − ҧ𝑥)2

𝑠𝑥𝑥

当 𝑥0变化时，上述区间形成一个置信带

在y轴方向关于回
归直线对称

在垂直于回归直线
的方向并不对称。

基于该分布，我们得到𝑚 𝑥0 的置信区间：

𝑥0
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练习:  对于如下分布形状的数据，假设某人得到如下图所示的均值
函数的估计（实线）及其置信带（虚线）。指出该图的两处错误。

错误的根源在于他对称地看待(𝑥, 𝑦),   正确的方式是𝑦|𝑥
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