
第九讲欧氏空间中的投影

2023.11.17

𝐱 =
𝑥1
𝑥2

𝑃𝐱 =
𝑥1
0





























0

00

01

1

2

1 x

x

x
P

P ，



上
次
课

主要内容

向量空间
– 函数空间: 欧氏𝑅𝑛, 实函数𝐿2, 随机变量𝐿2(ℱ)

内积向量空间的投影

欧氏空间：矩阵预备知识
– 四个基本空间：列空间、行空间、核空间

– 常用线性变换方阵

– 奇异值分解（SVD）、广义逆 𝐴−

欧氏空间的投影
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欧氏空间：矩阵预备知识

Recap：列空间与行空间
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常用线性变换方阵：拉伸、旋转、镜像、投影
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，即

则列的第个坐标轴第中，记

的列向量为，矩阵记

变换到什么向量：观察矩阵将标准坐标轴理解矩阵变换

T

参见Gilbert Strang: Linear algebra and its applications （p146）

旋转变换。是逆时针，变换为将

，变换为它将标准正交基例如
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反射轴投影逆时旋转拉伸
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下面考虑常用的几个2阶变换方阵
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 ，应理解为拉伸：矩阵的数乘
定义为

。），括号中出现了问题（按照结合律

向量的乘积，是三个矩阵是向量，则比如若

。时会引起混乱合矩阵乘积的要求，有定义是明确的，但不符：注
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积法则。向量的乘积，不符合乘的数与为而

向量乘积法则，的数的乘积，符合矩阵向量与是这是因为

。，而不是的数乘，最好写成与实数向量注
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旋转
⟷ 𝒆𝒊𝜽
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共轭 模长平方 平方 形式记号 变换

Ω Ω⊤ = −Ω ΩΩ⊤ = 𝐼2 Ω2 = −𝐼2 Ω = (−𝐼2)
1/2

Ω
𝑎
𝑏

=
−𝑏
𝑎

𝑖 ҧ𝑖 = −𝑖 𝑖 ҧ𝑖 = 1 𝑖2 = −1 𝑖 = −1 𝑖 𝑎 + 𝑏𝑖 = 𝑖𝑎 − 𝑏

0 𝑥

𝑖𝑥

𝑖𝟐𝑥 实轴

𝑖𝑖


x

矩阵𝑂和复数𝑒𝑖𝜃都实现了平面上的旋转，但后者只需初等代数运算
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T，投影阵对任何



投影𝑷𝟐 = 𝑷
𝑷⟷ 𝟎 𝒐𝒓 𝟏




























000

01
0

1

2

1 x

x

x
PP ，向横轴投影：时，

。其中

：二次型可简化为平方和

使得，存在正交矩阵或特征根为

：投影矩阵（对称幂等）一般
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反射𝑹𝟐 = 𝑰𝒏
𝑹⟷ ±𝟏
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反射旋转正交

称为正交矩阵不必要求满足阶方阵若
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，，即）（
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。不变量，列空间的刻画特征向量：线性变换的

。是实数以及注意不限制的特征根和特征向量分别称为和则

，

使得和向量，若存在数方阵定义：对于
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行列空间的特征刻画

特征根特
征向量
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征方程为所有特征向量，则特记

，，向量为假设所有特征根和特征对任何方阵

若 𝐴 是对称矩阵，则所有特征根为实数，且所有特征向量可取为正交的：

的特征向量。是对应的模为的特征根，是其中

是正交矩阵其中

可表示为对称阵任一定理
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的谱分解



11

当特征根、特征向量𝐯为实数时，𝐴𝐯与𝐯方向重合。复特征根情
形，如何理解复特征向量？

。）（

；的特征根，特征向量是即）（

；特征向量的复特征根是即）（

：其中事实等价是一个实矩阵，则下述假设
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，，则即

，，，设其坐标为维不变子空间：对任何变换的是注：
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例5.  Ω =
0 −1
1 0

是平面上的反转（逆时针）90°的变换矩阵:

𝑅
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：奇异值分解

量进行刻画？类似于特征向量的不变

，其行和列如何用没有特征根和特征向量矩阵任一不是方阵的
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SVD: 非方
阵的特征
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的特征向量。的对应于特征根为列第

的的特征向量，的对应于特征根为列第

的个正特征根，的或为其中

的对角元称为奇异值其中

可表示为矩阵的任一秩为定理
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奇异值
分解SVD

的特征向量。各列是所以两边同时左乘

，

满足特征方程：征向量我们可选择单位正交特的谱分解定理由
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SVD的发现本质上利用了简单事实：

若𝐯是𝐴⊤𝐴的特征向量，则𝐴𝐯是𝐴𝐴⊤的特征向量:
𝐴⊤𝐴 𝐯= 𝐯𝜆左乘𝐴 ⇒ 𝐴𝐴⊤(𝐴𝐯)= (𝐴𝐯)𝜆
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各列称为主成分方向。。重要性或方差贡献为

主成分，列称为第第的各列称为主成分则各列是中心化的若

对偶

：的正交基是列空间列特征

：的正交基是行空间行特征

：总结
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奇异值分解也表述为

，

扩展成正交方阵，将有时为了数学上的方便定理



1955年，英国数学家Roger Penrose (彭罗斯，1931-) 发现, 通过使
用广义逆可以将线性方程组通解简单地表示出来。2020年因其在

黑洞，奇点的研究获得诺贝尔物理学奖。在娱乐数学方面，彭罗
斯推广和发明了若干不可能图形，发现了除正三、四、六边形之
外的其它形状地砖铺满地面但不重复的铺法。

不可能的形状：
彭罗斯三角和
彭罗斯阶梯

彭罗斯地砖
（几种图形填
满地面，直线
上永不重复）
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广义逆 广义逆参考：王松桂，线性模型引论，2004，科学出版社
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解表示为不是方阵，能否将所有解不唯一，甚至若
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是一个广义逆的奇异值分解，则是设

存在性：
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则，为列正交方阵：其中

分解有若存在唯一（命题
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的广义逆。是所以
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。所有解中长度最小的解

是，则有解若方程命题 bx0bbx
 AA )(   .9线性方程解

的最优解
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欧氏空间中的正交投影
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平方和分解：

正交分解：

记

22

内积： 𝐮, 𝐯 ∈ 𝑅𝑛, 𝐮, 𝐯 = 𝐮T𝐯 = σ𝑢𝑖 𝑣𝑖

模长： 𝐮 = 𝐮, 𝐮 = σ𝑢𝑖
2

其它形式内积也可以，比
如， 𝐮, 𝐯 = 𝐮T𝐺𝐯, 𝐺 > 0

投影参考：James H Stapleton (1995) Linear statistical models. Wiley  
（下载： /books/5.pdf）
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𝐱 = 𝟏

中心化向量
𝐲⊥ = 𝐼𝑛 − 𝑃𝟏 𝐲 = 𝑃𝟏⊥𝐲

为𝐲在𝟏的正交补空间上的投影
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则若）按列划分（
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。与空间的基的选取无关对应的投影矩阵线性子空间
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的具体选择无关。唯一，与广义逆）（
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多数结论是第8讲命题6的重述
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