
第十讲 最小二乘法

2023.11.24

课程主页：http://staff.ustc.edu.cn/~ynyang/2023

𝑔𝑛 𝜃 = 0是一个合理的估计方
程的必要条件是𝐸𝑔𝑛 𝜃 = 0



                .   ) (0,~ iid 

(1)               , ...            

 ...,2,1),...,,(  

 .), (0,~  ...   

model) regressionlinear  multiple(/

2

011,110

1,1

2

011110

独立与，

模型，即独立，来自于上述总体，假设样本

独立与，

总体模型：多重线性回归模型多变量
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多变量回
归模型

多变量线性回归模型
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组成的矩阵称为设计阵

）包含。所有自变量所有回归系数

，所有误差记所有响应变量
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模型为

设计阵记

归模型：独立，满足简单线性回，假设例
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最小二乘法 (LS: Least Squares)

 

估计。称为最小二乘的使得平方和达到最小值

差平方和：，最小二乘法最小化误为了估计参数
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的无偏估计。是唯一，且）（估计则列满秩若

方程），满足正则方程（估计）（最小二乘估计为

独立与

假设：假设线性回归模型满足定理
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无偏性是LS估计最重要的性质，无偏性说明在GM假设成立的条件下，
基于LS方法能得到参数正确的估计。LS估计的另一个重要性质是在
所有线性无偏估计中其方差最小（GM定理，后面）
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唯一）（可逆，则列满秩，即若若

则方程：的每一列正交，满足正特别地与

）（估计

小，投影上的正交投影时达到最在等于最小值在

，投影的最小二乘性质，讲定理证：由第证法1：
投影
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LS估计是正则方程

𝑋⊤𝛆 = 𝑋⊤(𝐲 − 𝑋𝛃) = 𝟎

的解，该方程与模型假设𝑋 ⫫ 𝛆是相容的，这是因为

𝑋 ⫫ 𝛆 ⇒ 𝐸 𝑋⊤𝛆 = 0 ⇒方程𝑋⊤𝛆 = 𝟎合理

直观上，𝑔𝑛 ෠𝜃 = 0且𝐸 ෠𝜃 = 𝜃 ⇒ 𝑔𝑛 𝜃 ≈ 0，平均来看𝐸𝑔𝑛 𝜃 = 0.

细节：假设 𝑔𝑛 𝜃 = 0的解为 ෠𝜃，Taylor展开

0 = 𝑔𝑛 ෠𝜃 ≈ 𝑔𝑛 𝜃 + 𝑔𝑛
′ 𝜃 ෠𝜃 − 𝜃

≈ 𝑔𝑛 𝜃 + 𝐺𝑛 𝜃 ෠𝜃 − 𝜃

其中𝑔𝑛
′ 𝜃 一般是𝑛项独立和，由大数定律𝑔𝑛

′ 𝜃 ≈ 𝐸[𝑔𝑛′ 𝜃 ] ≜ 𝐺𝑛 𝜃

⇒ ෠𝜃 − 𝜃 ≈ 𝐺𝑛 𝜃 −1𝑔𝑛 𝜃 ，𝐸( ෠𝜃 − 𝜃) ≈ 𝐺𝑛 𝜃 −1𝐸 𝑔𝑛 𝜃 = 0.

一般地，假设基于𝑛个独立样本的估计方程为

𝑔𝑛 𝜃 = 0

该方程的解 መ𝜃为参数𝜃的估计（比如似然方程 𝑔𝑛 𝜃 =
𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿 𝜃

𝜕𝜃
= 0）。

መ𝜃是无偏估计或近似无偏估计的一个必要条件是

𝐸𝑔𝑛 𝜃 = 0

正则方程
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矩方法
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模型 𝐲 = 𝑋𝛃 + 𝛆 两边同时左乘𝑋⊤

𝑋⊤𝐲 = 𝑋⊤𝑋𝛃 + 𝑋⊤𝛆

并舍弃𝑋⊤𝛆一项(令𝑋⊤𝛆 = 𝟎), 得正则方程𝑋⊤𝐲 = 𝑋⊤𝑋𝛃。
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有趣的是，即使线性模型的Gauss-Markov假设不成立（一般如此!），
上述矩方法仍能产生合理的估计方程，并得到具有优良性质的估计。

假设 𝐲 = 𝑋𝛃 + 𝛆中𝑋与𝛆不独立，此时正则方程𝑋⊤𝛆 = 𝟎不合理。

假设存在外生的 𝑍（称为工具变量）满足

𝑍 ⫫ 𝛆，且 𝑍与𝑋有关

则𝐸 𝑍⊤𝛆 = 0成立，那么下述估计方程是合理的

𝑍⊤𝛆 = 𝑍⊤ 𝐲 − 𝑋𝛃 = 0

由此解得෩𝛃 = (𝑍⊤𝑋)−1𝑍⊤𝐲，称为工具变量最小二乘估计(参见附录)。

工具变
量法

2021诺贝尔经济奖：

J. Agrist, G.Imbens, D.Card.  

对于特定的经济社会问题，发现
了一些工具变量。
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。一般不可能时才有解只有当

个未知量个方程，
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LS估计 - 解方程的观点

我们也可以将线性模型参数估计问题看作是解近似方程的
问题，这与矩方法类似，但可以借鉴解方程的方法处理传
统矩方法或LS方法难以处理的问题，比如𝑝 > 𝑛的情形。

外生（随机）。有关，且应与的选取不能太随意：由前述讨论知

，

），得：线性变换（个价于方程两边同时做某
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对解施加求出有意义的解，通常通常有无穷多解，为了

欠定方程

可看作是解中求解参数模型时，
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 X氏模长主成分回归：极小化欧

。或其放松个数的非极小化压缩感知或 10 ||||)0(||||:lasso   ββ
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）样本均值为即特别地

即满足正则方程：

0(0/  , 

, )(   ,0)ˆ (ˆ





ne

XCXXX

e11e

eeβyβ

T

TT

。定义为：估计的

残差平方和

222

22

||||
1RSS

ˆLS 

)(||ˆ||||||   :

e

yyβye

pnpn

PIXRSS Xn











T

拟合值
残差

误差方
差估计

称为残差向量。

称为拟合值向量。投影

yyyye

yβyy

)(ˆ  

,)(ˆ ˆ  

Xn

X

PI

XXXXXP







 TT

误差方差的LS估计
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LS估计的统计性质

模型假设𝜀1, … , 𝜀𝑛 iid ~(0, 𝜎
2) 反映了我们对误差的认知：

𝜀1, … , 𝜀𝑛大致相同, 𝜀𝑖 ≈0且|𝜀𝑖| ≈ 𝜎

即使没有这些概率模型假设，我们也能操作LS。有了这些假设，我们
可评价LS方法, 比如, LS估计෡𝛃在平均意义下是否等于或接近真正的𝛃？

其精度/方差如何？逼近误差RSS大概多大？
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)())(()()(|||| RSS     

 

2

2

XrankPtrr

rnPItrPIEE

X

PIXPIXPI

X

X

XnXn

XnXnXn









其中

给定时）：平均来看（当
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中，例如，
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引理（下页）

第6讲引理1(2)

𝑅𝑆𝑆 = 𝑠𝑦𝑦 − 𝑠𝑥𝑦
2 /𝑠𝑥𝑥

= 𝑠𝜀𝜀 − 𝑠𝑥𝜀
2 /𝑠𝑥𝑥

从投影的观点是显然的
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常数矩阵。有关的是仅与其中

，

线性无偏估计的即对任何
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y

ε

x

如果线性模型 𝑦 = 𝑎 + 𝑏𝑥 + 𝜀中 𝑥不是研究对象本身固有
而是外界随机赋予的，称𝑥是外生的（exogenous），此时
𝑥与𝜀独立。外生性是推断𝑥和𝑦之间因果关系的关键条件。

外生变量

外生性

例2. 第1讲霍乱案例中，比较两个自来水公司客户的问题可表述成：
𝑦 = 𝑎 + 𝑏𝑥 + 𝜀

其中𝑦为霍乱状态，𝑥为饮用水来源（是否污染）， Snow 医生论证
了𝑥是外生变量（随机取值,自然试验），因而𝑏的LS估计是无偏的。

工具变量法（Instrumental Variable method）试图在线性模型
中误差与自变量不独立的情况下，求解回归系数的无偏估计, 
发现因果。
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观察研究中，模型 𝑦 = 𝑎 + 𝑏𝑥 + 𝜀中𝑥是研究对象本身固
有的，一般与𝜀不独立，称𝑥是内生的 (endogenous)。此时
如何推断𝑥和𝑦之间因果关系？

y

ε

x

内生性

内生变量

当𝑥是内生变量时，可以尝试在回归模型中控制所有与𝑥, 𝑦都
有关系的干扰因素（非常困难）。计量经济学家发明了工具变
量法（Wright, 1928），其关键在于发现恰当的自然试验
(natural experiment)，当然，这也是非常困难的。
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线性模型𝑦 = 𝑎 + 𝑏𝑥 + 𝜀, 𝜀~ 0, 𝜎2 , 𝑥与𝜀不独立（内生）。

假设存在一个自然试验(natural experiment)产生的外生变量𝑧,满足

𝑧与 𝜀独立（外生）， 𝑧与𝑥相关，

𝑧称为工具变量（instrumental variable，IV）。

y

ε

x

工具变量

𝑧

工具变量

相关；与

独立；与

满足条件：工具变量

xz

z

z

  )2(

   )1(

 



𝑥与𝜀之间有联系，但𝑧与𝜀独立。

工具变量法在研究𝑦与𝑥的关系时，以 ො𝑥 = 𝑃𝑧𝑥替代𝑥, 换
言之，利用𝑧将𝑥中与𝜀有关的成分消除/清洗掉。
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性质：෠𝑏𝐼𝑉 =
𝑠𝑦𝑧

𝑠𝑥𝑧
渐近无偏，即𝐸(෠𝑏𝐼𝑉) → 𝑏, 𝑛 → ∞

两步估计1
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注意到IVLS有下述表示，
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b 

所以，IVLS估计可由下述两步LS方法得到：

.ˆ/ˆˆ dfbIV 
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所以，IVLS估计看作是下述两步LS估计：
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，其中

注意到IVLS估计也可表示如下

该观点反映了工具变量法的本质：
(1) 回归𝑦~𝑥不正确，因为𝑥是内生的（𝑥与𝜀相关）；
(2) 以 ො𝑥替代𝑥（ ො𝑥与𝜀独立）;
(3) 𝑦~ො𝑥

两步估计2
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例3. 2021诺贝尔经济奖获得者Agrist 研究了教育程度（ 𝑥，受教育时长，月）
是否与收入（𝑦）存在因果关系(Angrist and Krueger, 1991) 。考虑线性模型

𝑦 = 𝑎 + 𝑏𝑥 + 𝜀，

与收入有关的其它因素（比如能力，家庭因素，努力程度等）无法全部测量
或精确测量到，我们将它们放到 𝜀 中。显然，这些因素与自变量𝑥有关，因此
基于上述简单模型无法正确地（无偏）估计𝑥的效应。

Angrist and Krueger 注意到小学入学时所有儿童年龄最大有1年的差距（当年
12月达到6岁即可入学 )

出生季节 1 (10-12月) 2 (1-3月) 3 (4-6月) 4 (7-9月)

入学年龄 5 ¾   -6 6 -6 ¼  6 ¼  - 6 ½  6 ½  - 6 ¾  

而义务教育法规定青少年在16岁生日之前必须在校学习，所以对于16岁生日
当天离开学校的那些学生而言，其受教育时长是由其生日 𝑧决定的，所以生
日与𝑥有关，但与𝜀无关（天然试验）, 所以 𝑧可作为工具变量

𝑦 = 𝑒𝑎𝑟𝑛𝑖𝑛𝑔𝑠
𝑥 = 𝑦𝑒𝑎𝑟𝑠 𝑜𝑓 𝑒𝑑𝑢𝑐𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛
𝑧 =出生季节
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参考文献：
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例4. 研究服兵役与否𝑥 (0或1) 对生活质量𝑦的影响，建立模型

𝑦 = 𝑎 + 𝑏𝑥 + 𝜀

其中𝜀代表与𝑦有关的个人和环境因素。志愿征兵制下入伍是个人的选择，
因此𝑥是内生的，基于LS方法得到的𝑏的估计是有偏的/不正确的。

Angrist  (1990) 发现了一个天然试验：1970’s 越战期间，美国推行了基于
“抽签”的强制征兵制度（draft lottery）。每个19-26岁符合兵役条件的
男性被随机分配了一个号码RSN（1-365）。征兵前国家公布一个数字 𝑇 ，
小于 𝑇的人将被强制列入入伍候选，再进行体检等其它程序。 1970，71，
72年分别T=195，125，95。变量 𝑧 = 1 𝑅𝑆𝑁<𝑇 是工具变量，它与兵役状

态𝑥相关，但与研究对象独立。
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其它工具变量的例子(Angrsit and Krueger 2001)



不独立。与中，那么工作模型模型中控制
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常见的内生性原因

30

)causation, reverse(   2 因响应变量是自变量的原因果颠倒）（

有关。与所以工作模型中从正确模型我们知道

取为但实际操作中工作模型

假设正确模型为

ybεbεbybax

dycx

xεεbxay

/  ,///    

,     :

  ,   











)EV  Variablein Error (    3 模型，自变量带误差模型）（

.

  ˆ)()(      

.,  :

    .   ,

00

00

00

00000

，它们相关都含与显然
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