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异方差：一个简单例子

例1. 假设独立样本 𝑦1, … , 𝑦𝑛，𝜇 = 𝐸(𝑦𝑖), 方差 𝜎𝑖
2 = var(𝑦𝑖)不同,  假设𝜎𝑖

2

已知。为了估计𝜇，我们可以应用最小二乘：

min
𝜇

Σ(𝑦𝑖 − 𝜇)2

得OLS估计 Ƹ𝜇𝑂𝐿𝑆 = ത𝑦（为了和广义最小二乘或加权最小二乘区分，我们称
之为普通最小二乘(OLS, ordinary LS)）。

OLS平等对待各个𝑦𝑖，直观上不尽合理（因为方差不同），方差大的样本应

给与较小权重。令标准化𝑧𝑖 = (𝑦𝑖 − 𝜇)/𝜎𝑖 ，极小化加权误差平方和

min
𝜇

Σz𝑖
2 = min

𝜇
Σ(𝑦𝑖 − 𝜇)2 /𝜎𝑖

2

由此解得加权最小二乘估计（WLS，Weighted LS）

Ƹ𝜇𝑊𝐿𝑆 =
σ 𝑦𝑖/𝜎𝑖

2

σ 1/𝜎𝑖
2 = Σ𝑤𝑖𝑦𝑖/Σ𝑤𝑖 , 𝑤𝑖 = 1/𝜎𝑖

2

加权最小二乘估计是BLUE，特别地

var( Ƹ𝜇𝑊𝐿𝑆) =
1

σ 1/𝜎𝑖
2 ≤ Σ𝜎𝑖

2/𝑛2 = var( Ƹ𝜇𝑂𝐿𝑆)
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广义最小二乘（GLS）

Box-Cox变换有可能能够解决现误差方差不齐(heteroscedasticity)现象。但
如果方差结构已知或部分已知，可应用广义最小二乘(GLS, Generalized LS)。

假设异方差线性模型（方差不齐且样本有可能是相依的）

𝐲 = 𝑋𝛃 + 𝛆, 𝛆~(0, Σ), 𝛆 ⫫ 𝑋 （1）

其中var 𝛆 = Σ > 0，通常 Σ = Σ(𝛉)与参数𝛉有关。

尽管Σ ≠ 𝜎2𝐼𝑛，我们仍可应用最小二乘法(称为OLS，ordinary LS)得

෡𝛃OLS = (𝑋⊤𝑋) −1𝑋⊤𝐲

容易验证它是无偏估计，且

var(෡𝛃OLS|𝑋) = (𝑋⊤𝑋)−1𝑋⊤Σ𝑋(𝑋⊤𝑋)−1

但它不是最优的（除非Σ = 𝜎2𝐼𝑛），最优的估计应该利用方差结构。
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命题1.  假设异方差模型 1 中Σ已知，则最优线性无偏估计෡𝛃GLS =
(𝑋⊤Σ−1𝑋) −1𝑋⊤Σ−1𝐲，它使得 (𝐲 − 𝑋𝛃)⊤Σ−1 (𝐲 − 𝑋𝛃)极小。

注：由GM定理， var(෡𝛃GLS|𝑋) ≤ var(෡𝛃OLS|𝑋)，

(𝑋⊤Σ−1𝑋)−1≤ (𝑋⊤𝑋)−1𝑋⊤Σ𝑋(𝑋⊤𝑋)−1

假设Σ完全已知,我们可将异方差模型变换为方差齐性模型（虽然这种
情况在实际问题中几乎不存在，但对于了解问题有帮助）：

模型𝐲 = 𝑋𝛃 + 𝛆两端同时左乘Σ−1/2,

𝐲∗ ≜ Σ−1/2𝐲 = Σ−1/2𝑋𝛃 + Σ−1/2𝛆 ≜ 𝑋∗𝛃 + 𝛆∗, 𝛆∗~ (0, 𝐼𝑛), 2

该模型满足GM假设，则模型 2 的误差平方和

𝐲∗ − 𝑋∗𝛃 2 = (𝐲 − 𝑋𝛃)⊤Σ−1 (𝐲 − 𝑋𝛃)

基于模型 2 的𝛃的LS估计（BLUE最优）

෡𝛃GLS = (𝑋∗⊤𝑋∗) −1𝑋∗⊤𝐲 = (𝑋⊤Σ−1𝑋) −1𝑋⊤Σ−1𝐲

对模型 1 来说，该估计称为广义最小二乘估计(GLS, generalized LS)

Σ已知
情形
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的情形。是称为加权残差。其中

，

平方和的目标函数是加权误差此时一般称为

称为权重即

，

比，假设异方差模型

数成反因为平均值的方差与个的特征个为第，自变量平均值比如

个个体的汇总，的响应通常是类内所有个第中在例
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数据：
Σ = 𝜎2Σ0

假设误差异方差几乎完全已知，具有形式：

Σ = 𝜎2Σ0，其中 Σ0已知，𝜎2未知，

代入命题1中，𝜎2被约掉，所以此时

෡𝛃GLS = (𝑋⊤Σ0
−1𝑋) −1𝑋⊤Σ0

−1𝐲

而𝜎2的GLS估计 ො𝜎GLS
2 = 𝐲 − 𝑋෡𝛃GLS

⊤
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假设异方差模型的方差具有复杂结构Σ = Σ 𝛉 , 𝛉是未知参数，需
要同时估计回归系数𝛃和方差中的𝛉。此时LS或GLS都不能直接应
用, 通常我们

 假设误差服从正态分布并应用极大似然方法估计参数 𝛃, 𝛉 ;

 另一种方法是迭代加权最小二乘法，计算相对简单。
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极大似
然方法

加权最小二乘法。容易求解，可使用迭代：如果极大似然估计不注2
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迭代加权最小二乘方法(IRLS）

：和求解那么我们可以分步迭代

比较容易，估计出残差，假如利用残差已知，那么我们可以求而如果

问题，有显式解的最优化是已知，那么关于注意到如果

。杂，难以求解最优的优化问题有时会非常复

该误差平方和的极小化。的项这可以认为是带有惩罚

似然法，即极小化下，通用的方法是极大复杂的误差方差结构
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人类对未知和不确定性存在恐惧或好奇⇒ 预测、预言、先知。

预测： “估计”随机变量

13

预测

具体到线性模型，预测就是基于响应变量和自变量的历史数据，
建立恰当的线性模型，对仅含自变量的新数据预测其对应的响应。

预测的一般原则

• 可泛化（generalization）：可推广，适用于不同场景

• 简约原则（Occam’s Razor，Occam剃刀原则)：若无必要,勿增实体
Entities should not be multiplied unnecessarily 

• 模型不必正确，预测量不必无偏。
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预测误差定义预测误差
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y

数据
预测统
计量

待预测r.v.

回归预测：这里我们假设𝑦𝑖，𝑦是连续随机变量，误差为平方误差。
每个𝑦𝑖 可能与自变量𝐱𝑖有关，待预测量𝑦与𝐱有关，通过线性回归
或非线性回归建立回归关系𝑦𝑖 = 𝑓 𝐱𝑖 + 𝜀𝑖 , 对于给定的𝐱预测𝑦为
ො𝑦 = 𝑓(𝐱)。

当 𝑦是0-1变量时，通常误差取为交叉熵。
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。向量情形：

的均方误差估计参数统计量定义
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记独立与待预测历史数据：假设命题 

后续内容中，𝜃是待
预测变量的期望，
𝜃 = 𝐸(𝑦)



的期望位置。键在于判断移动靶类似于移动靶射击，关预测随机变量y

)(yE

期望位置 移动靶

16

𝐸(ො𝑦 − 𝑦)2 = 𝑚𝑠𝑒 ො𝑦 + 𝑣𝑎𝑟(𝑦)

以 ො𝑦估计𝜃,误差为
𝐸(ො𝑦 − 𝜃)2 = 𝑚𝑠𝑒 ො𝑦

以𝜃预测𝑦，误差为
𝐸(𝜃 − 𝑦)2 = 𝑣𝑎𝑟(𝑦)

ො𝑦 𝑦

注意 ො𝑦未必是𝜃的无偏估计，故𝑚𝑠𝑒 ො𝑦 = 𝐸(ො𝑦 − 𝜃)2未必是 ො𝑦的方差。
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

证明：记

. )ˆbias( )ˆ var(  )ˆmse(   

,)ˆ ()ˆ bias(  ˆ ,  ˆ .2

2yyy

yEyyy





则均方误差可分解为：

的偏差为的一个估计是参数设命题 

The bias-variance trade-off/dilemma

MSE
= variance
+ bias2

17

地减小方差。

能有效缩（从而有偏），通常：对无偏估计做适当压注

。则的无偏估计，即是若：注

2

 )ˆ var(  )ˆmse(,)ˆ(ˆ   1 yyyEy 

被预测对象的方差不可控，为了减小预测误差，只能减小MSE，
而MSE又可分解成方差与偏差平方之和（命题2），所以需要
折中预测统计量的方差和偏差。



精准：
准确性+
精确性

18

偏差代表准确度(accuracy)，方差代表精确度(precision)，MSE是精
确度和准确度的折中：

𝑀𝑆𝐸 = 𝑣𝑎𝑖𝑎𝑛𝑐𝑒 + 𝑏𝑖𝑎𝑠2 = 精确度 +准确度

极小化其中之一并不意味着MSE最小：

 无偏估计:  准确度最高, 𝑏𝑖𝑎𝑠2 = 0，但方差可能过大（图3）。

 常数估计:  精确度最高, 𝑣𝑎𝑖𝑎𝑛𝑐𝑒 = 0，但偏差可能过大（图2）。

偏差大、方差小
(如何减小偏差?)

偏差小、方差大
(如何减小方差?)

偏差和方差都
小(难以实现)

偏差和方差都大
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一个常用的策略是，对于普通的统计量（比如样本均值，通常是
无偏的），我们设法大幅度地降低其方差但同时允许出现一定的
偏差。问题是，给定一个统计量 መ𝜃, 如何减小其方差？

 压缩，乘以一个小于1的正数或优化求解阶段增加约束/惩罚

መ𝜃 → 𝜆 መ𝜃，0 ≤ 𝜆 ≤ 1

 截断，缩减其取值范围

መ𝜃 → መ𝜃1(|෡𝜃|≤𝑐)

有偏统计、统计学习的发展历史：

 James-Stein (1956,1961)：正态分布均值向量的有偏估计（下页）。

 Hoerl and Kennard (1970) ：线性模型的岭估计(ridge estimator).

 规则化/带惩罚的最小二乘：LASSO，贝叶斯方法.

 Vapnik 统计学习/机器学习理论.
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：具有更小的估计它比

：有偏的一个压缩估计已知。定义假设

，，假设估计

n

p

pIN

JS

pn






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James & Stein (1956,1961) 发现了一个多元正态分布均值的有偏估计
（后被称为James-Stein估计），其MSE表现好于经典的样本均值。这是
一个惊人的发现，因为传统上认为样本均值是最好的一个正态均值估计。

James-Stein

LS  ത𝐲

𝜃𝑘的JS估计不仅仅与样本的
第𝑘个分量的平均ത𝑦𝑘有关，
也与其它分量有关。考虑到
样本的各个分量独立，所以
JS估计是反直觉的。

James-Stein估计
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的预测构造历史样本
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约束

化误差平方和：在此约束下，我们极小

假设已知设样本惩罚最小二乘：截断例
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



问题转化为：约束

因为误差平方和

的方差小于的截断，有偏，但方差它是经典估计最优解 xx

cxc

cxc

cxx

,

||
~

c















 

22



。，较小，特别地当已知

。的后验估计

已知，则后验分布其中先验分布

服从假设设样本（贝叶斯估计：压缩）例
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0

2

0  ),(~





先验上我们已知

即取值的一种“约束”，实际上是对假设先验分布 N



预测误差与均方误差：向量情形

)ˆ()ˆ(||ˆ||)ˆ(p    :

),(ˆ.
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预测误差

，记预测随机向量以随机向量预测误差）定义（
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  bbyyθyyy

θyyb

bbyθyθyyy
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)ˆvar(tr))ˆMSE((tr||ˆ||)ˆmse()ˆ(      

.ˆ)ˆ(bias

,)ˆvar()ˆ)(ˆ()ˆMSE()ˆ(   :  

 ˆ.

2Em

E

EM

均方误差：

其中

均方误差矩阵

是向量，定义、统计量若参数定义（均方误差）

 )var(tr||)ˆ(||))ˆ(var(tr))tr(var()ˆtrM(||ˆ||)ˆ(  22
yyyyyyyy  biasE pe

所以，预测误差分解为

24

我们将以𝑀代表均方差误差矩阵，𝑚代表均方误差
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