
作业 1 对称和球对称

本次作业基本是初等概率计算，其中 3-4 题为第二讲多元球对称分布的简单情况（预热）。

1. R1 中原点为中心的单位球为区间 B1 = [−1,1], 球面由两个点构成：S0 = {−1,1}。

(a) 假设随机变量 x 服从球内均匀分布，即 x ∼U(−1,1), 证明半径 r = |x| ∼U(0,1)

(b) 令 u = x/ |x|, 证明 u ∼U(S0) (球面均匀分布), 即 P(u = ±1) = 1/2。

2. (a) 假设二元随机向量 (x,y) ∼U(B2), 即有概率密度

f (x,y) =
{

1
π , x2 + y2 ≤ 1
0, x2 + y2 > 1.

试求 x 的边际分布。

(b) 假设二元随机向量 (x,y) ∼U(S1) (原点为中心的单位圆周上的均匀分布)，试求 x 的边际分布。

3. (a) 假设 x 是关于 0 对称的随机变量，P(x = 0) = 0, 令 u = x/ |x|, 证明 P(u = ±1) = 1/2, u ⊥⊥ |x|.

(b) 条件同 (a), 假设 σ ⊥⊥ x, σ ∼U(S0) 即 P(σ = ±1) = 1/2, 证明 x
d= xσ

d= |x|σ。

(c) 假设 x,y 都是关于 0 对称的独立随机变量，P(y = 0) = 0, 证明 x/y
d= x/ |y|。

(d) 假设 x,y iid ∼N (0,1), 证明 x/y ∼ t1(自由度为 1 的 t 分布, 也是 Cauchy 分布)。

4. 假设二元随机向量 x = (x1,x2)⊤ ∈ R2 的概率密度函数 f (x) 仅与 ||x|| 有关，即存在某个一元函数 h

使得

f (x) = h(||x||)

这意味着在正交旋转下 x 的分布不变，此时我们称 x 服从球对称分布。令极坐标变换

x1 = r cos(θ),x2 = r sin(θ), r > 0, 0 ≤ θ < 2π,

记 r 的概率密度函数为 p(r)。

(a) 试证明 r 与 θ 独立，且 θ ∼U(0,π), r 的概率密度 p(r) = 2πrh(r)。

(b) 若 p(r) = 2r1(0<r<1), 证明 x ∼U(B2)。

(c)（Box-Muller transform）假设 r 服从自由度为 2 的 χ 分布（记作 r ∼ χ2，也称为 Rayleigh 分
布）, 即 r 的概率密度函数为

p(r) = re−r
2/2, r > 0,

证明 x1,x2 iid ∼N (0,1)。

注：Box-Muller transform 方法是标准正态随机数最常用的产生方法，其中 r ∼ χ2 可由均匀分

布随机数 U ∼U(0,1) 生成如下 (inversion sampling)：r =
√
−2log(U )

(d) 若 r 服从 U(0,1), 即 p(r) = 1,0 < r < 1，求 f (x)，它在球心处的密度是多少？
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