
HW1
第一题解答. (a)

P (|x| ≤ t) = P (−t ≤ x ≤ t) =
2t

2
= t, ∀t ∈ (0, 1)

可见 r = |x| ∼ U(0, 1).
(b)

P (u = 1) = P (x = |x|) = P (x ≥ 0) =
1

2

同理可得 P (u = −1) = 1
2
.

第二题解答. (a)

p(x) =

∫
{y:x2+y2≤1}

1

π
dy =

∫
{y:−

√
1−x2≤y≤

√
1−x2}

1

π
dy =

2

π

√
1− x2∀ − 1 ≤ x ≤ 1

(b)对任意给定的 t ∈ (−1, 1),我们利用几何意义来求解密度函数，现在考虑一个微元 ∆t，我们有：

P
(
t ≤ x ≤ t+∆t

)
=P

(
arccos (x) ∈ (min{arccos (t), arccos (t+∆t)},max{arccos (t), arccos (t+∆t)})

)
=
| arccos (t+∆t)− arccos (t)|

2π

=
| arccos (t+∆t)− arccos (t)|

∆t

1

2π
∆t

∆t→0
=

1

2π
√
1− t2

∆t

所以我们有 p(x) = 1
2π

√
1−x2 , ∀ − 1 ≤ x ≤ 1.

第三题解答. (a) 先证明 P (u = ±1) = 1
2
. 按照定义 P (u = 1) = P (x = |x|) = P (x ≥ 0) = 1

2
, 同理可以

得到 P (u = −1) = 1
2
. 下证 u 与 |x| 独立，对任意的 s ∈ {−1,+1}, t ≥ 0, 来证明 P (u = s, |x| ≤ t) =

P (u = s)P (|x| ≤ t) 即可. 事实上：

P (u = s, |x| ≤ t)

=P (u = s, 0 ≤ x ≤ t) + P (u = s,−t ≤ x ≤ 0)

=P (0 ≤ x ≤ t)I{s = 1}+ P (−t ≤ x ≤ 0)I{s = 0}

=
1

2
P (|x| ≤ t)I{s = 1}+ 1

2
P (|x| ≤ t)I{s = 0}

=P (u = s)P (|x| ≤ t)I{s = 1}+ P (u = s)P (|x| ≤ t)I{s = 0}

=P (u = s)P (|x| ≤ t)
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(b) 对于任意的 t ∈ R,

P (x ≤ t)

=P (x ≤ t, σ = 1) + P (x ≤ t, σ = −1)

=P (x ≤ t, σ = 1) + P (x ≥ −t, σ = −1)

=P (xσ ≤ t, σ = 1) + P (xσ ≤ t, σ = −1)

=P (xσ ≤ t)

=P (xσ ≤ t, x ≥ 0) + P (xσ ≤ t, x ≤ 0)

=P (|x|σ ≤ t, x ≥ 0) + P (xσ ≥ −t, x ≤ 0)

=P (|x|σ ≤ t, x ≥ 0) + P (|x|σ ≤ t, x ≤ 0)

=P (|x|σ ≤ t)

其中第六个等于号成立是因为 xσ 也是一个关于 0 对称的随机变量.
(c) 由 (a) 我们可以知道 |y|

y
与 |y| 是独立的，又因为 |y|

y
与 x 也独立，从而 |y|

y
与 x

|y| 独立，因为
|y|
y
是 {−1,+1} 上的均匀分布，因此套用 (b)，我们直接就可以得到 x

y
= x

|y|
|y|
y

d
= x

|y| .
(d) 按照 t1 分布的定义， x

|y|
d
= t1，再套用 (c)，则直接可以得到 x

y

d
= t1.

第四题解答. (a)

f(r, θ) = f(x1,x2)(x1(r, θ), x2(r, θ))
∣∣∂(x1, x2)

∂(r, θ)

∣∣ = h(r)rI{r ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ 2π} = 2πrh(r)I{r ≥ 0} · 1

2π
I{0 ≤ θ ≤ 2π}

所以 θ ∼ U(0, 2π), 且 p(r) = 2πrh(r).
(b) 由于 h(r) = 1

2πr
2rI{0 < r < 1} = 1

π
I{0 < r < 1}, 从而 f(x1, x2) = h(||x||2) = 1

π
I{0 <

x2
1 + x2

2 < 1}. 因此 x ∼ U(B2).
(c) h(r) = 1

2πr
re−

1
2 r

2I{r > 0}, 从而 f(x1, x2) = h(||x||2) = 1
2π
e−

x2
1+x2

2
2 = 1√

2π
e−

1
2x

2
1 · 1√

2π
e−

1
2x

2
2 . 因

此 x1, x2 iid ∼ N(0, 1).
(d) h(r) = 1

2πr
I{0 < r < 1}, 从而 f(x1, x2) = h(||x||2) = 1

2π||x||2 I{0 < ||x||2 < 1}, 在球心处的密度
为无穷大.

第五题解答. ∀x ∈ Rn, x
||x||2 ∈ Sn−1, 因此必然可以找到一个正交矩阵 Hx ∈ Rn×n，此 Hx 跟 x 有关，

使得 Hx
x

||x||2 = e1. 因此我们有：

f(x) = f(Hxx) = f(Hx
x

||x||2
||x||2) = f(||x||2e1) := h(||x||2) ∀x ∈ Rn

第六题解答. 对于随机向量 x = (x1, x2, ..., xn) ∼ U(Bn),我们可以构造出随机向量 y = (y1, y2, ..., yn, yn+1, yn+2) ∼
U(Sn+1). 这个随机向量 y 的构造是简单的，并且与 x 的产生过程无关。我们只需要构造出一个 n+ 2

维度的标准正态，然后再将其单位化即可以得到 y.
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由 lecture03 中的推论 6，我们有 (y1, ..., yn)
d
= (x1, ..., xn) ∼ U(Bn)，并且 ∀k < n, 以及任意的

(i1, i2, ..., ik) ⊂ (1, 2, ..., n), 我们会有 (yi1 , yi2 , ..., yik)
d
= (xi1 , xi2 , ..., xik). 由 lecture03 中的定理 4 可以

知道，(yi1 , yi2 , ..., yik) 不可能是 k 维球内均匀分布，除非 k < n.

评注 1. 如果两个随机向量同分布，则他们的任意 k 维分布都会同分布。事实上：

x
d
= y ⇔ E

[
f(x)

]
= E

[
f(y)

]
, ∀f
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