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2.1

假设随机向量 (x, y) ∈ B2, 做极坐标变换

x = r cos(θ), y = r sin(θ), r > 0, 0 ≤ θ < 2π,

假设 θ ∼ U(0, 2π), r ∼ Beta(1, β)(β > 0), 试求 (x, y) 的联合概率密度, 当 β → ∞ 时, 该分布有什么特点?
Solution:
Jacobi 矩阵行列式为：

J =

∣∣∣∣∣ cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

∣∣∣∣∣
−1

=
1

r
.

所以 (x, y) 的联合密度函数为

p(x, y) =
1

2π

1

B(1, β)
(1− r)β−1 1

r
=
β(1− r)β−1

2πr
.

当 β → ∞ 时，分布集中在 (0, 0) 处 ■

2.2

假设三元随机向量 (x, y, z)⊤ 服从球对称分布, 其概率密度函数 f(x, y, z) = h
(√

x2 + y2 + z2
)

, 令 (x, y, z)⊤ 的球坐标变
换

x = r cos(θ), y = r sin(θ) cos(ψ), z = r sin(θ) sin(ψ), r > 0, 0 ≤ θ < π, 0 ≤ ψ < 2π.

(a) 证明 cos(θ) ∼ U(−1, 1), ψ ∼ U(0, 2π) 。
(b) 如果已知 r ∼ U(0, 1), 试求 (x, y, z)⊤ 的概率密度。
Solution:
(a)Jacobi 矩阵行列式为：

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣
sinψ cos θ r cosψ cos θ −r sinψ sin θ
sinψ sin θ r cosψ sin θ r sinψ cos θ

cosψ −r sinψ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = r2 sin θ

所以 (r, θ, ψ) 的联合密度函数为

p(r, θ, ψ) = r2 sin θh(r) = (
1

2π
)(
1

2
sinθ)(4πr2h(r))

可知 r, θ, ψ 相互独立，密度函数为
p(r) = 4πr2h(r), p(ψ) =

1

2π
, p(θ) =

1

2
sin θ

所以 cos(θ) ∼ U(−1, 1), ψ ∼ U(0, 2π)

(b) 由于 r ∼ U(0, 1)，
p(r) = 1{0<r≤1} = 4πr2h(r)

所以 h(r) = 1
4πr2

1{0<r≤1}

那么 (x, y, z)⊤ 的密度函数为

f(x, y, z) =
1

4π

1

x2 + y2 + z2
.

■
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2.3

假设随机变量 x ∼ Beta(1/2, n/2), 令 r =
√
(1− x)/x 。假设 u ∼ U (Sn−1) 且与 r 独立, 试验证 x = ru 的密度函数为

p(x) = Γ((n+ 1)/2)

π(n+1)/2

1

(1 + ∥x∥2)(n+1)/2
, x ∈ Rn.

这是多元 Cauchy 分布。
Solution:

x =
1

1 + r2

J = |∂x
∂r

| = 2r

(1 + r2)
2

由于 r > 0，r 的密度函数为

p(r) =
Γ(n+ 1/2)

Γ(1/2)Γ(n/2)

rn−1

(1 + r2)
(n+1)/2

.

由于 u ∼ U (Sn−1) 和第二讲定理 2，可知

p(x) = Γ(n/2)p(∥x∥)
πn/2∥x∥n−1

=
Γ((n+ 1)/2)

π(n+1)/2

1

(1 + ∥x∥2)(n+1)/2
.

■

2.4

假设 n× 1 随机向量 x 服从球对称分布, 其概率密度函数仅与模长有关: f(x) = h(∥x∥), 对于如下球坐标变换: x → (r, θ)

x1 = r cos (θ1) , x2 = r sin (θ1) cos (θ2) , . . . , xn = r sin (θ1) sin (θ2) · · · sin (θn−1)

我们在第二讲定理 2 的证明过程中得到了 θ = (θ1, . . . , θn−1) 的联合概率密度

q(θ) =
Γ(n/2)

2πn/2
sinn−2 (θ1) · · · sin (θn−2) , 0 ≤ θ1, . . . , θn−2 < π, 0 ≤ θn−1 < 2π.

(a) 利用 q(θ) 分布, 求 θ1 的边际概率密度。
(b) 记 u = x/∥x∥ = (u1, . . . , un)

⊤ 试求 u1 = cos (θ1) 的边际概率密度。并说明只有 n = 3 时, u1 ∼ U(−1, 1).
(c) 对任何 2 ≤ i ≤ n, 求 ui 的边际密度。
Solution:
(a) 由于 q(θ) = Γ(n/2)

2πn/2 sinn−2 (θ1) · · · sin (θn−2)

可知 θ1, . . . , θn−2 相互独立
所以 θ1 的边际密度函数为

p(θ1) = c sinn−2(θ1)

已知

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
=

∫ 1

0

tp−1(1− t)q−1 dt.

令 p = n−1
2
和 q = 1

2
，换元 t = cos2 θ

sin2 θ

B(
n− 1

2
,
1

2
) = 2

∫ π
2

0

sinn−2(θ)dθ =
∫ π

0

sinn−2(θ)dθ =
Γ(n−1

2
)Γ( 1

2
)

Γ(n
2
)

所以

p(θ1) =
Γ(n

2
)

Γ(n−1
2

)Γ( 1
2
)

sinn−2(θ1)
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(b) 由 (a) 可得

p(u1) =
Γ(n

2
)

Γ(n−1
2

)Γ( 1
2
)

sinn−2(arccosu1)
1

sin(arccosu1)
=

Γ(n
2
)

Γ(n−1
2

)Γ( 1
2
)

sinn−3(arccosu1) =
Γ(n

2
)

Γ(n−1
2

)Γ( 1
2
)
(1− u21)

n−3
2

n=3 时，p(u1) = 1
2
，u1 ∼ U(−1, 1)

(c) 因为球对称，所有边际分布相同

p(ui) =
Γ(n

2
)

Γ(n−1
2

)Γ( 1
2
)
(1− u2i )

n−3
2 2 ≤ i ≤ n

■

2.5

(a) 假设 x/y ⊥⊥ y, 证明 E(x/y) = E(x)/E(y) 。
(b) 假设 x = (x1, . . . , xn)

⊤ ∼ Dirichlete (α1, . . . , αn;αn+1), 记 a =
∑n+1

i=1 αi, θi = αi/a,θ = (θ1, . . . , θn)
⊤. 试利用第三讲命

题 5Dirichlete 分布的 gamma 表示证明

E(x) = θ, var(x) =
[
diag(θ)− θθ⊤

]
/(1 + a).

Solution:
(a) 令 u = x/y，因为 u ⊥⊥ y 和 x = uy.

E[x] = E[u]E[y]

所以 E(x/y) = E(x)/E(y)

(b)由第三讲命题五，我们知道存在独立随机变量 z1,...,zn+1,zi ∼ Γ(αi, 1),使得 xi = zi/
∑n+1

j=1 zj ,且 t =
∑n+1

i=1 zi ∼ Γ(a, 1),
xi = zi/t 与 t 是独立的，由 (a) 可知

E(xi) = E(zi/t) = E(zi)/E(t) = αi/α = θi�E(x) = θ

同理，知
Var[x] = E[xx⊤]− E[x]E[x]⊤

= E

[
zz⊤

t2

]
− θθ⊤

=

(
E[zz⊤]

E[t2]

)
− θθ⊤

=

(
diag(α) + αα⊤

a2 + a

)
− θθ⊤

=
diag θ − θθ⊤

a+ 1
.

另一种解法，直接按照定义积分：

E[xi] =
∫ ∫

Γ(α1 + · · ·+ αn+1)

Γ(α1) · · ·Γ(αn+1)

( ∏
1≤j≤n,j ̸=i

x
αj−1
j

)
xαi

i dx1 · · · dxn+1

=
Γ(α1 + · · ·+ αn+1)

Γ(α1 + · · ·+ αn+1 + 1)

Γ(αi + 1)

Γ(αi)
=
αi

a
= θi, 1 ≤ i ≤ n.

E[x2i ] =
∫ ∫

Γ(α1 + · · ·+ αn+1)

Γ(α1) · · ·Γ(αn+1)

( ∏
1≤j≤n,j ̸=i

x
αj−1
j

)
xαi+1
i dx1 · · · dxn+1

=
Γ(α1 + · · ·+ αn+1)

Γ(α1 + · · ·+ αn+1 + 2)

Γ(αi + 2)

Γ(αi)
=
αi(αi + 1)

a(a+ 1)
. 1 ≤ i ≤ n.
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E[xixk] =
∫ ∫

Γ(α1 + · · ·+ αn+1)

Γ(α1) · · ·Γ(αn+1)

( ∏
1≤j≤n,j ̸=i,k

x
αj−1
j

)
xαi

i x
αk

k dx1 · · · dxn+1

=
Γ(α1 + · · ·+ αn+1)

Γ(α1 + · · ·+ αn+1 + 2)

Γ(αi + 1)Γ(αk + 1)

Γ(αi)Γ(αk)
=

αiαk

a(a+ 1)
, 1 ≤ i, k ≤ n.

因此有：

var(xi) = E[x2i ]− (E[xi])2 =
αi(αi + 1)

a(a+ 1)
− α2

i

a2
=
θi − θ2i
a+ 1

cov(xi, xk) = E[xixk]− E[xi]E[xk] =
αiαk

a(a+ 1)
− αiαk

a2
= − θiθk

a+ 1

即：
E(x) = θ, var(x) = [diag(θ)− θθ⊤]/(1 + a).

■

2.6

假设 u = (u1, . . . , un)
⊤ ∼ U (Sn−1),不妨假设 u = x/∥x∥,其中 x = (x1, . . . , xn)

⊤ ∼ Nn (0, In),则 u21 = x21/ (x
2
1 + x22 + . . .+ x2n),

试基于该表示（而不是直接应用第 1 讲定理 1 ）证明
(a) u21 ∼ Beta

(
1
2
, n−1

2

)
.

(b) u1 的概率密度函数为

p (u1) =
Γ(n/2)√

πΓ((n− 1)/2)
×
(
1− u21

)(n−3)/2
,−1 < u1 < 1.

Solution:
(a) x ∼ N (0, In)，x21, . . . , x2n iid ∼ χ2

1

所以

u21 =
x21

x21 + · · ·+ x2n
∼ Beta(1

2
,
n− 1

2
).

(b) 同 2.4(b) ■

2.7

假设 u = (u1, . . . , un)
⊤
, v = (v1, . . . , vn)

⊤ iid ∼ U (Sn−1), 记 u, v 之间的相似度（相关性）度量 R = u⊤v 。
(a) 证明 R 与 u 独立, 也与 v 独立, 并且 R

d
= u1 。

(b) 证明
√
n− 1

R√
1−R2

∼ tn−1.

(c) 假设 x, y iid ∼ Nn (0, σ2In), 令 Galton 样本相关系数 RG = x⊤y
∥x∥·∥y∥ . 证明

√
n− 1

RG√
1−R2

G

∼ tn−1.

(d) 条件同 (c), 令 Pearson 样本相关系数 RP = (x − 1x̄)⊤(y − 1ȳ)/(∥x − 1x̄∥ · ∥y − 1ȳ∥). 证明

√
n− 2

RP√
1−R2

P

∼ tn−2

Solution:
(a) 参考第二讲定理 1
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(b) 由（a）结论，有
√
n− 1

R√
1−R2

d
=

√
n− 1

u1√
u22 + · · ·+ u2n

∼ tn−1.

(c) 令 u = x/∥x∥, v = y/∥y∥, 则 u, v iid ∼ U(Sn−1), RG = u⊤v, 从而：

√
n− 1

RG√
1−R2

G

d
=

√
n− 1

R√
1−R2

∼ tn−1.

(d) 令 H 为正交矩阵，其第一行为元素全为 1/
√
n, 则 Hx = (

√
nx̄, z⊤)⊤,Hy = (

√
nȳ, w⊤)⊤, 由于 H 是正交阵，有

z, w iid ∼ Nn−1(0, σ
2In−1)

注意到 ∥x − 1x̄∥2 = xTx − nx̄2 = ∥z∥2, ∥y − 1ȳ∥2 = yTy − nȳ2 = ∥w∥2, 则:

RP = (x − 1 �x)⊤(y − 1 �y)/(∥x − 1 �x∥ · ∥y − 1 �y∥) = zTw

∥z∥∥w∥

再结合 (c) 的结论，有
√
n− 2

RP√
1−R2

P

∼ tn−2

■
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