
HW5

EX 1. 假设 x11, . . . , x1n1

iid∼ Np(µ1,Σ)，x21, . . . , x2n2

iid∼ Np(µ2,Σ) 两组样本独立，两

组的样本均值分别是 x̄1, x̄2，样本方差矩阵分别是 S1, S2。定义 Spooled = [(n1 − 1)S1 +

(n2 − 1)S2]/(n − 2)，n = n1 + n2。考虑两样本检验问题 H0 : µ1 − µ2 = 0p×1，两样本

Hotelling T 2 检验统计量定义为

T 2 =
n1n2

n1 + n2

(x̄1 − x̄2)
⊤S−1

pooled(x̄1 − x̄2).

另一方面，两样本问题作为多组MANOVA的最简单的情况，其检验也可使用MANOVA
的 Wilks 检验 Λ∗ = |W |/|W +B| (W,B 的定义，第 9 讲 P3)，试验证

−n logΛ∗ = n log(1 + T 2/(n− 2)).

【Solution】
1. 推导：
在两样本 MANOVA 中，组间平方和矩阵为秩 1 矩阵 B = n1n2

n
(x̄1 − x̄2)(x̄1 − x̄2)

⊤。利

用 |A+ uv⊤| = |A|(1 + v⊤A−1u)，可得：

|W +B| = |W |
(
1 +

n1n2

n
(x̄1 − x̄2)

⊤W−1(x̄1 − x̄2)
)

由于组内平方和矩阵 W = (n− 2)Spooled，代入 Hotelling T 2 的定义：

|W +B|
|W |

= 1 +
1

n− 2

[n1n2

n
(x̄1 − x̄2)

⊤S−1
pooled(x̄1 − x̄2)

]
= 1 +

T 2

n− 2

即 Λ∗ = (1 + T 2/(n− 2))
−1。两边取对数并乘以 −n 即得证。

2. 解释：
Wilks Λ∗ 从方差分解的角度出发，衡量的是组内散布度占据总散布度的广义比例。而

Hotelling T 2 的核心部分正是两组样本均值向量在多元空间中的马氏距离（Maha-
lanobis Distance）。这证明了在比较组间差异时，方差的广义几何比率（Λ∗）与标

准化几何距离（T 2）是单调等价的。
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EX 2. 假设 x1, . . . , xn
iid∼ Np(µ,Σ) 我们考虑如下球对称方差假设

H0 : Σ = σ2Ip, σ2 > 0 未知,

记 S 为样本协方差矩阵，似然比统计量 Λ = maxL(µ,γIp)

maxL(µ,Σ)
。

(a) 证明 Wilks 统计量

Λ∗ = Λ2/n =
det(S)

(tr(S)/p)p

(b) 已知 −2 log(Λ) = −n log(Λ∗) → χ2
f，求出自由度 f。

(c) 证明原假设成立时，Λ∗ ⊥⊥ tr(S)。

【Solution】
(a) 推导：无约束条件下的极大似然估计为 Σ̂ = n−1

n
S。在 H0 下 σ2 的 MLE 为 σ̂2 =

(n−1)tr(S)
np

。似然比 Λ = (|Σ̂|/|σ̂2Ip|)n/2，取 2/n次方后，(n− 1)/n等常数项相互抵消，得

到 Λ∗ = det(S)
(tr(S)/p)p。

(b) 自由度：在无约束条件下，均值 µ 有 p 个参数，协方差矩阵 Σ 包含 p(p+1)
2
个独立

参数。H0 : Σ = σ2Ip 的球对称约束下，均值 µ 仍有 p 个参数，但协方差矩阵仅剩 1 个

独立参数（即未知的 σ2）。均值参数的个数在两步中相互抵消，因此多出的限制条件个

数为：

f =
p(p+ 1)

2
− 1

(c) 独立: 在 H0 下，S ∼ Wp(n− 1, σ2Ip)/(n− 1)。根据指数族性质，tr(S) 是未知扰动
方差 σ2 的完备充分统计量。观察 Λ∗ 的结构可知，它本质上是协方差矩阵行列式的几

何平均与算术平均之比，是一个尺度不变的辅助统计量（Ancillary Statistic），其分
布与 σ2 无关。由数理统计中的 Basu 定理可知，完备充分统计量与辅助统计量必然独
立，即得 Λ∗ ⊥⊥ tr(S)。
(c) 证法 2(利用球对称性): Λ∗ = det(S)

(tr(S)/p)p = det
(

S
tr(S)

)
pp，实际上，我们可以证明更

强的结论：
S

tr(S) ⊥⊥ tr(S).

不妨假设 σ2 = 1, 原假设下 S ∼ Wp(m),m = n− 1，故不妨设 S = Z⊤Z, 其中

Z = (z1, ..., zm)⊤ =


z⊤1
...

z⊤m

 ,
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其中 z1, ..., zm iid ∼ Np(0, Ip)。注意到 tr(S) = tr(Z⊤Z) = ∥Z∥2 =
∑m

i=1 ∥zi∥2, 根据 Z 的

球对称性 (参见后面注解), Z
∥Z∥ ⊥⊥ ∥Z∥ =

√
tr(S), 所以

S

tr(S) =
Z⊤Z

∥Z∥2
=

(
Z

∥Z∥

)⊤ (
Z

∥Z∥

)
⊥⊥ ∥Z∥ =

√
tr(S)

注：Z 的球对称性可以这样理解：因为 Z 的所有元素独立且服从 N(0, 1), vec(Z⊤) =
z1
...

zm

 ∼ Nmp(0, Imp), 这是球对称分布，从而 vec(Z⊤)/∥vec(Z)∥ = vec(Z⊤)/∥Z∥ ⊥⊥

∥Z∥, 从而 Z/∥Z∥ 作为 vec(Z⊤)/∥Z∥ 的重排也与 ∥Z∥ 独立。

EX 3. 假设数据矩阵为 Xn×p = (x1, . . . , xn)
⊤ 且 X 已经中心化，假设样本协方差阵

S = X⊤X/(n−1)的谱分解为 S = V ΛV ⊤ 其中 V ⊤V = V V ⊤ = Ip，Λ = diag(λ1, . . . , λp)，

λ1 ≥ · · · ≥ λp ≥ 0。主成分矩阵 Yn×p = XV 的第 j 列为所有 n 个样本点的第 j 个主成

分，j = 1, . . . , p。

(a) 证明 Y 是中心化的矩阵，其样本协方差矩阵为 Y ⊤Y /(n− 1) = Λ，Y 与 X 的样本

协方差矩阵为 Y ⊤X/(n− 1) = ΛV ⊤（即第 k 个变量与第 j 个主成分之间的样本协方差

为 vkjλj，vkj 是 V 的 (k, j) 元）。

(b) 证明第 j 主成分和第 k 个变量的样本相关系数 rjk = vkj

√
λj

skk
，其中 skk 为第 k 个

变量的样本方差，即 S 的 (k, k) 元。

【Solution】
1. 证明：
(a) Y 的均值向量 1⊤Y = (1⊤X)V = 0⊤V = 0⊤，故 Y 已中心化。

Y 的协方差阵 1
n−1

Y ⊤Y = V ⊤
(

X⊤X
n−1

)
V = V ⊤SV = V ⊤V ΛV ⊤V = Λ。

Y 与 X 的交叉协方差阵 1
n−1

Y ⊤X = V ⊤S = V ⊤V ΛV ⊤ = ΛV ⊤。

(b) yj 与 xk 的协方差为 ΛV ⊤ 的第 (j, k) 元，即 λjvkj。代入相关系数公式：

rjk =
Cov(yj, xk)√

Var(yj)Var(xk)
=

λjvkj√
λjskk

= vkj

√
λj

skk

2. 解释：
(a) 问中 Y ⊤Y = Λ 在数学上严格证明了 PCA 实现了特征的完全解耦（去相关）。(b) 问
推导出的 rjk 在因子分析中被称为“主成分载荷（Loading）”，其平方 r2jk 表示第 j 个

主成分能解释第 k 个原变量多少比例的方差。这是下一题进行载荷分析的理论基础。
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EX 4. 假设 x1, . . . , xn ∈ Rp 的样本方差-协方差矩阵具有如下形式

S = σ2Ip + 1p1⊤
p + ee⊤,

其中 1p = (1, 1, . . . , 1)⊤，e = (1,−1, 0, . . . , 0)⊤。求 xi, i = 1, . . . , n 的第一主成分和第二

主成分，以及它们的方差在总方差中所占的累积比例。

【Solution】
1. 求解：
要使第一主成分、第二主成分顺序成立, 应有 p ≥ 3 , 易证 1⊤

p e = 0，即基向量正交。考

察特征方程 Sv = λv：令 v1 = 1p，则 S1p = σ21p + p1p + 0 = (σ2 + p)1p，特征值为

λ1 = σ2 + p。令 v2 = e，则 Se = σ2e+ 0+ 2e = (σ2 + 2)e，特征值为 λ2 = σ2 + 2。总方

差为 tr(S) = pσ2 + p+ 2。当 p ≥ 3 时 λ1 > λ2 > σ2。

因此，第一主成分 y1 =
1√
p

∑p
i=1 xij，第二主成分 y2 =

1√
2
(xi1−xi2)。累积比例为 2σ2+p+2

pσ2+p+2
。

2. 解释：
这个矩阵模拟了心理学数据中常见的结构。1p1⊤

p 导致了各变量的全面正相关（正流形），

产生了全正权重的第一主成分（一般能力因子）。ee⊤ 引入局部对比，受正交约束产生正
负交替的第二主成分（双极/形状因子）。

EX 5. Thurstone (1933)关于 PMA(primary mental abilities)的研究中，对 n = 213进

行了 9 项与语言表达能力有关的测试。9 项测试分别是 Sentences, Vocabulary, Sentence
Completion, First Letters, Four Letter Words, Suffixes, Letter Series, Pedigrees, Letter
group。

上述 9 项测试任务的目的分别是希望测试语言理解能力 (Verbal comprehension, 1-
3)，用词流利程度 (Word fluency, 4-6) 和推理逻辑能力 (Reasoning, 7-9)。因为没有原始
数据，只有相关系数矩阵，我们进行总体主成分分析 (主因子分析)，得到如下输出结果：

Call:
princomp(covmat = Thurstone)
Standard deviations:
Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4 Comp.5 Comp.6 Comp.7 Comp.8 Comp.9
2.202 1.044 1.019 0.690 0.669 0.612 0.567 0.484 0.409

前 3 个主成分的载荷:

Sent. Vocab S.C. F.L. 4.L. Suf. L.S. Ped. L.G.

Comp.1 0.37 0.38 0.36 0.33 0.32 0.30 0.30 0.32 0.29
Comp.2 0.38 0.33 0.36 -0.44 -0.45 -0.33 -0.04 0.23 -0.24
Comp.3 0.15 0.21 0.19 0.21 0.13 0.36 -0.57 -0.33 -0.52
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(a) 试计算前 3 个主成分的方差贡献率。
(b) 试根据成分载荷解释前三个主成分的含义，与 Thurstone 的目标是否一致？

【Solution】
(a) 方差贡献率计算：
由于是对相关系数矩阵做 PCA，总方差为变量数 p = 9。由标准差可求特征值：λ1 =

2.2022 = 4.849, λ2 = 1.0442 = 1.090, λ3 = 1.0192 = 1.038。以总方差 9 为基数，各
PC贡献率分别为：53.9%, 12.1%, 11.5%。前三个主成分的累积方差贡献率为 77.5%。(b)
含义解释与目标一致性分析：
结合前四题推导的理论基础，解读如下：

1. PC1（一般智力因子）：测试项目间存在全面正相关（正流形），根据 Perron-
Frobenius 定理，第一主成分的载荷必然全为正。它代表了测试对象的综合语言基础认
知能力（即 Spearman 的 g 因子）。

2. PC2 与 PC3（双极对比因子）：受限于 PCA 提取成分必须相互正交的数学约
束（如习题 4 所揭示），后续成分的载荷必然呈正负交替状态：

• PC2：语言理解（1-3）为正，用词流利（4-6）为负。这反映了被试在“深度理解”
与“快速提取流利度”之间的差异。

• PC3：推理逻辑（7-9）具有绝对负载荷。这反映了“逻辑推理”与常规语言表现
之间的相对独立性。

与 Thurstone 目标的一致性反思：表面上看，PCA 成功分出了 Thurstone 预设的
三种能力维度特征。然而，这并不完全契合 Thurstone 的最终目标。Thurstone 强烈
反对这种正负交替的“双极对比”，他提出了“简单结构（Simple Structure）”理论。他
认为，真正的基本心理能力应该是相互独立的。因此，直接的主成分分析并非最终结论，

而是需要进一步采用因子旋转（如 Varimax 正交旋转），消除这些此消彼长的负荷，使
得每项测试只在一个纯粹的能力维度上具有高载荷。
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