
作业 5 参考答案 Wishart 分布

1. 假设 2× 2 随机矩阵 W =
(
w11 w12
w21 w22

)
∼W2(m), m ≥ 2。（注：(a),(b),(c) 没有相承关系）

(a) 证明 w11,w22 iid ∼ χ2
m.

(b) 令 ξ = (w11 +w22)/2+w12,η = (w11 +w22)/2−w12, 证明 ξ,η iid ∼ χ2
m.

(c) 证明 2(w11w22−w2
12)

w11+w22−2w12
∼ χ2

m−1.

本题可应用第 8 讲定理 6：

W ∼Wp(m)⇒ t⊤W t ∼ χ2
m, 1/t⊤W−1t ∼ χ2

m−p+1, ∀t ∈ S
m−1.

也可以直接按照 Wishart 分布定义证明。

证明 1:

(a) 取 t = (1,0)⊤。

(b) 取 A = 1√
2

(
1 −1
1 1

)
, AA⊤ = I2, 则由第 8 讲定理 1，

AWA⊤ =
1
2

(
w11 +w22 − 2w12 w11 −w22

w11 −w22 w11 +w22 +2w12

)
=

(
ξ (w11 −w22)/2

(w11 −w22)/2 η

)
∼W2(m)

因此 ξ,η iid ∼ χ2
m。

(c) 因为

W−1 =
(
w11 w12
w12 w22

)−1
=

1

w11w22 −w2
12

(
w22 −w12
−w12 w11

)
取 t = (1,1)⊤, 则有 1/t⊤W−1t = 2(w11w22 −w2

12)/(w11 +w22 − 2w12) ∼ χ2
m−2+1.

证明 2 (Wishart 分布定义):

(b) 设

W =
(
w11 w12
w12 w22

)
=

(
x⊤x x⊤y
x⊤y y⊤y

)
,

其中 x,y iid ∼Nm(0, Im), 则 w11 = x⊤x ∼ χ2
m,

ξ =
1
2
(x⊤x+ y⊤y+2x⊤y) =

1
2
(x+ y)⊤(x+ y) ∆= z⊤z,

其中 u = (x+y)/
√
2 ∼Nm(0, Im),所以 ξ ∼ χ2

m. 同理 η = 1
2 (x−y)

⊤(x−y) ∆= v⊤v,其中 v = (x−y)/
√
2 ∼

Nm(0, Im), 且 u⊥⊥ v, 所以 η ∼ χ2
m 且 η ⊥⊥ ξ。
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(c) 定义 u,v 同 (b)，u,v iid ∼Nm(0, Im). 可以验证

2(w11w22 −w2
12)

w11 +w22 − 2w12
= u⊤u− (v⊤u)2/v⊤v

给定 v,令正交矩阵 H =
(
v⊤/ ||v||
∗

)
即 H 的第一行为 v⊤/ ||v||,以及 z =Hu,则 Hv/ ||v|| = (1,0, ...,0)⊤,

所以给定 v 条件下

u⊤u− (v⊤u)2/v⊤v = z⊤z−
{
[Hv/ ||v||]⊤ z

}2
= z⊤z− z21 = z22 + ...+ z2m ∼ χ2

m−1

该分布与 v 无关，所以上式无条件成立。

2. 假设 W ∼Wp(m),z ∼Np(0, Ip), 两者独立，证明 z⊤z
(
1+ 1

z⊤W−1z

)
∼ χ2

m+1.

证明: 我们已知，给定 z 时，
z⊤z/z⊤W−1z ∼ χ2

m−p+1

该分布与 z 无关，故与 z 独立，进而与 z⊤z ∼ χ2
p 独立, 所以

z⊤z+ z⊤z/z⊤W−1z ∼ χ2
m+1.

3. 假设 W ∼Wp(m,Σ)，Σ > 0.

(a) 证明 E(W ) =mΣ.

(b) 假设 m > p +1，对任何常数向量 t ∈ Sp−1 (即 ||t|| = 1), 求 E(t⊤W−1t)。

(c) 假设 m ≥ p +2，证明 E(W−1) = 1
m−p−1Σ

−1。

证明： (a)按定义W
d=
∑m

i=1 ziz
⊤
i ,其中 z1, ...,zm iid ∼Np(0,Σ),因为 E(ziz

⊤
i ) = Σ,所以 E(W ) =mΣ。

(b) 容易验证 E(1/χ2
k ) = 1/(k − 2), k > 2 (即, 若 r.v. x ∼ χ2

k , 则 E(1/x) = 1/(k − 2))。

首先证明 Σ = Ip 的情形。由第 7 讲定理 1，对于 t ∈ Rp,

t⊤t/t⊤W−1t ∼ χ2
m−p+1⇒ E(t⊤W−1t) = t⊤t/(m− p − 1).

对于一般的 Σ, 令 U = Σ−1/2WΣ−1/2 ∼Wp(m,Ip)，记 s = Σ1/2t, 则

t⊤W−1t = t⊤Σ−1/2−1Σ−1/2t = s⊤U−1s

其中 ||s||2 = s⊤s = t⊤Σ−1t. 由单位阵情形下的结果，

E(s⊤U−1s) = s⊤s/(m− p − 1)⇒ E(t⊤W−1t) = t⊤Σ−1t/(m− p − 1).

(c) 记 A = Σ−1。(b) 中最后一式说明对任何 t ∈ Rp , ||t|| = 1，t⊤At = t⊤Σ−1t/(m − p − 1) ，所以必有
EW −1 = Σ−1/(m− p − 1)。

4. 假设 W ∼Wp(m,Σ), Ak×p 是行满秩常数矩阵，证明 (AW −1A⊤)−1 ∼Wk(m− p + k, (AΣ−1A⊤)−1).
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思路：考虑 Σ = Ip 情形。划分 W =
(
W11 W12
W21 W22

)
, 其中 W11 是 k × k 矩阵，则

W−1 =
(
W−111•2 ∗
∗ ∗

)
,

• 若 A 具有 (最) 简单的形式 A = E1 = (Ik ,0k×(p−k)), 则由第 8 讲定理 4，

AW −1A⊤ =W−111•2 ⇒ (AW −1A⊤)−1 =W11•2 ∼Wk(m− (p − k), Ik)

• 若 A 具有简单形式 A = (C,0), C 是 k × k 可逆矩阵，同样地有 (AW −1A⊤)−1 =
C−1W11•2(C−1)⊤ ∼Wk(m− p + k,C−1(C−1)⊤ = (AA⊤)−1)；

• 对于一般的 A，注意对任何正交矩阵 H,

AW −1A⊤ = AH⊤(HWH⊤)−1HA⊤

其中 HWH⊤
d=W ∼Wp(m), 我们可选取适当的 H 使得 AH⊤ 具有形式 (∗,0)。

证明 1: 先证明 Σ = Ip 情形，即需要证明：W ∼Wp(m)⇒ (AW −1A⊤)−1 ∼Wk(m− p + k, (AA⊤)−1).

令 B = (AA⊤)−1/2A 为 A 的行 “单位化”, 即 BB⊤ = Ik。构造 p × p 正交矩阵

H =
(
(AA⊤)−1/2A

H2

)
,

其中 (AA⊤)−1/2A 的行与 H2 的行正交：(AA⊤)−1/2AH⊤2 = 0⇒ AH2 = 0, 故 HA⊤ =
(
(AA⊤)1/2

0

)
.

记 V =HWH⊤ =
(
V11 V12
V21 V22

)
∼Wp(m), 由第 8 讲定理 4，V11•2 ∼Wk(m− p + k), 所以

AW −1A⊤ = AH⊤(HWH⊤)−1HA⊤ = ((AA⊤)1/2,0)
(
V11 V12
V21 V22

)−1 (
(AA⊤)1/2

0

)
= (AA⊤)1/2V −111•2(AA

⊤)1/2

进而

(AW −1A⊤) = (AA⊤)−1/2V11•2(AA
⊤)−1/2 ∼Wk(m− p + k, (AA⊤)−1).

对 Σ , Ip 情形，令 V = Σ−1/2WΣ−1 ∼ Wp(m,Ip), 则 (AW −1A⊤)−1 = (AΣ−1/2V −1Σ−1/2A⊤)−1 ∆=

(BV −1B⊤)−1, 其中 B = AΣ−1/2, 利用前述已证结论知 (BV −1B⊤)−1 ∼ Wk(m − p + k, (BB⊤)−1) =

Wk(m− p + k, (AΣ−1A⊤)−1).

证明 2: 先证明 Σ = Ip 情形。对于 W ∼Wp(m)，我们需要证

(AW −1A⊤)−1 ∼Wk(m− p + k, (AA⊤)−1)

⇔
(
(AA⊤)−1/2AW −1A⊤(AA⊤)−1/2

)−1
∼Wk(m− p + k, Ik)

⇔
(
BW −1B⊤

)−1
∼Wk(m− p + k, Ik), B = (AA⊤)−1/2A
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因为 B⊤B = A⊤(AA⊤)−1A = PA⊤ 为 A 行空间的投影矩阵，存在 p 阶正交矩阵 H 使得

H⊤B⊤BH =
(
Ik 0
0 0

)
划分 Ck×p = BH = (C1,C2), 其中 C1 是 k × k 方阵，则上式为

C⊤C =
(
C⊤1 C1 C⊤1 C2
C⊤2 C1 C⊤2 C2

)
=

(
Ik 0
0 0

)
故 C2 = 0,C⊤1 C1 = Ik , C1 是 k × k 正交矩阵。令 V =H⊤WH ∼Wp(m), 所以

BW −1B⊤ = BH(H⊤WH)−1H⊤B⊤ = CV −1C⊤ = (C1,0)V
−1

(
C⊤1
0

)
= C1V

−1
11•2C

⊤
1

其中我们划分了 V =
(
V11 V12
V21 V22

)
,V −1 =

(
V −111•2 ∗
∗ ∗

)
, 由 Wishart 矩阵划分定理 3（第 5 讲），

V11•2 ∼Wk(m− (p − k)), 而 C1 是正交矩阵，所以

(BW −1B⊤)−1 = C1V11•2C
⊤
1 ∼Wk(m− (p − k)).

对 Σ , Ip 情形，令 V = Σ−1/2WΣ−1 ∼ Wp(m,Ip), 则 (AW −1A⊤)−1 = (AΣ−1/2V −1Σ−1/2A⊤)−1 ∆=

(BV −1B⊤)−1, 其中 B = AΣ−1/2, 利用前述已证结论知 (BV −1B⊤)−1 ∼ Wk(m − p + k, (BB⊤)−1) =

Wk(m− p + k, (AΣ−1A⊤)−1).

5.（选）假设 W ∼Wp(m), 考虑 (Galton) 相关系数矩阵 R = (rij ), rij =
wij√
wiiwjj

, 试证明 R 的概率密度函

数 (上三角 p(p − 1)/2 个元素的联合分布)

f (R) =
(Γ(m/2))p

Γp(m/2)
|R|(m−p−1)/2.

其中 Γp(x) = πp(p−1)/4∏p
i=1 Γ(x − (i − 1)/2).

证明: 按行排列 W 上三角元素成 p(p − 1)/2× p(p − 1)/2 向量 w, 对角元排列为 p × p 向量 u:

w = (w12, ...,w13, ....,w1p ,w23,w24, ...,w2p , ....,wp−1,p)
⊤, u = (w11, ...,wpp)

⊤, D = diag(u)

记标准 Wishart Wp(m) 的密度

p(W ) =
1

2mp/2Γp(m/2)
|W |(m−p−1)/2 exp

(
−1
2
tr(W )

)
,

则 (R,D) 的联合概率密度为 f (R,D) = p(D1/2RD1/2)× |J |, 其中 Jacobian

J = J(W → R,D) = J(w,u→ r,u) =
∂(w,u)
∂(r,u)

=
(
∂w/∂r ∂w/∂u
∂u/∂r ∂u/∂u

)
=

(
∂w/∂r 0

0 Ip

)
而

∂w/∂r = diag(√u1u2,
√
u1u3, ...,

√
u1up ,

√
u2u3, ...,

√
up−1up)

⊤,

所以

|J | = |∂w/∂r| = (u1u2 · · ·up)(p−1)/2 = |D|(p−1)/2,
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所以 (R,D) 的联合概率密度函数

f (R,D) = p(D1/2RD1/2)× |J | = 1
2mp/2Γp(m/2)

|R|(m−p−1)/2|D|(m−p−1)/2 exp
(
−1
2
tr(D)

)
× |D|(p−1)/2

=
1

2mp/2Γp(m/2)
|R|(m−p−1)/2|D|m/2−1 exp

(
−1
2
tr(D)

)
=

1
2mp/2Γp(m/2)

|R|(m−p−1)/2
p∏

i=1

um/2−1
i exp(−ui /2)

因此 R 与 D 独立，且 R 的边际概率密度函数为

f (R) =
∫

f (R,D)dD =
(Γ(m/2))p

Γp(m/2)
|R|(m−p−1)/2.

评注：

• p = 2 时，r = r12,

f (r) =
Γ(m/2)

√
πΓ((m− 1)/2)

(1− r2)(m−3)/2, |r | ≤ 1.

• p = 3，(r12, r13, r23) 的联合概率密度为

f (R) = f (r12, r13, r23) =
Γ(m/2)2

π3/2Γ((m− 1)/2)Γ((m− 2)/2)
(1− r212 − r

2
13 − r

2
23 +2r12r13r23)

(m−4)/2,

1− r212 − r
2
13 − r

2
23 +2r12r13r23 ≥ 0.
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