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6.1

假设数据矩阵为 Xn×p = (x1, . . . , xn)
⊤, 且 X 已经中心化, 假设样本协方差阵 S = X⊤X/(n− 1) 的谱分解为

S = V ΛV ⊤,

其中 V ⊤V = V V ⊤ = Ip,Λ = diag (λ1, . . . , λp) , λ1 ≥ . . . ≥ λp ≥ 0 。主成分矩阵定义为

Yn×p = XV,

Y 的第 j 列为所有 n 个样本点的第 j 主成分, j = 1, . . . , p 。
(a) 证明 Y 是中心化的矩阵, 其样本协方差矩阵为 Y ⊤Y /(n − 1) = Λ （即各个主成分之间不相关，第 j 主成分的样本方
差为 λj )。
(b) 证明 Y 与 X 的样本协方差矩阵为 Y ⊤X/(n− 1) = ΛV ⊤ （即第 j 主成分与第 k 变量的样本协方差为 vkjλj )。
(c) 基于 (a), (b), 证明第 j 主成分和第 k 个变量的样本相关系数

rjk = vkj

√
λj

skk
,

其中 skk 为第 k 个变量的样本方差, 即 S 的 (k, k) 元。
Solution:
(a) 因为 X 已经中心化，故 X⊤1n = 0, 所以 Y ⊤1n = V ⊤X⊤1n = 0，即 Y 是 (列) 中心化的。另外，

1

n− 1
Y ⊤Y =

1

n− 1
V ⊤X⊤XV

= V ⊤SV

= V ⊤ (V ΛV ⊤)V
= Λ

(b)
1

n− 1
Y ⊤X =

1

n− 1
V ⊤X⊤X

= V ⊤S

= V ⊤V ΛV ⊤

= ΛV ⊤

(c) 由 (b), 第 j 主成分与第 k 个变量之间的样本协方差为 Y ⊤X/(n− 1) = ΛV ⊤ 的 (j, k) 元 λjvjk, 所以样本相关系数

rjk =
vkjλj√
skk
√
λj

= vkj

√
λj

skk
.

6.2

假设 x1, . . . , xn ∈ Rp 的样本方差-协方差矩阵具有如下形式

S = σ2Ip + 1p1⊤
p + ee⊤,

其中 1p = (1, 1, . . . , 1)⊤, e = (1,−1, 0, . . . , 0)⊤. 求 xi, i = 1, . . . , n 的第一主成分和第二主成分, 以及它们的方差在总方差
中所占的累积比例。
Solution:
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S = σ2Ip + 1p1⊤
p + ee⊤

S1p = σ21p + p1p =
(
σ2 + p

)
1p

Se = σ2e+ 2e =
(
σ2 + 2

)
e

对任何满足 v ⊥ 1, v ⊥ e 的向量 v ∈ C(1, e)⊥ (即 1, e 张成空间的正交补空间)，都有

Sv = σ2v

因为 dim(C(1, e)⊥) = p− 2, 所以 σ2 是特征根，重数为 p− 2, 所以 S 的所有特征根为σ2 + p ≥ σ2 + 2 > σ2 = ... = σ2

第一主成分
y1 =

1
√
p

1⊤
p (x1, . . . , xn) =

1
√
p

1⊤
p X

⊤

第二主成分
y2 =

1√
2

e⊤ (x1, . . . , xn) =
1√
2

e⊤X⊤

前 2 个主成分在总方差中所占累积比例为 σ2+p+σ2+2
σ2+p+σ2+2+(p−2)σ2 = 2σ2+p+2

pσ2+p+2

6.3

1988 年汉城奥运会女子七项全能 (heptathlon) 的 25 个运动员的成绩统计如下:

最后一列 score 是运动员得分 (不参与 PCA 分析), 七个项目的相关系数矩阵如下：

对于标准化的数据，主成分分析的主要结果汇总如下：
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(a) 200 米短跑 (run200m) 成绩与跳远成绩的相关系数是多少？是正相关还是负相关？为什么？
(b) 七个项目成绩的相关系数矩阵的最大特征根是多少？
(c) 计算第一、二主成分的方差及其在总方差中的累积比例。
(d) 根据上面给出的载荷矩阵 (loadings, 空白处的值为 0), 结合下面的 PC1-PC2 散点图（特别关注其中比较特殊的运动
员），试解释第一、二主成分的含义。
(e) 试分析奖牌获得者 (score 最大的 3 个运动员) 获胜的原因，你认为她们在哪些方面比较有优势？最后一名 Launa 有什
么特点？

Solution:
(a)-0.817，负相关，跳远成绩越远越好，跑步成绩用时越短越好
(b) 最大特征根为 2.0692 = 4.281.
(c) 第一主成分的方差为 4.281 , 第二主成分的方差为 1.147. 相应的在总方差中的累计比例为

2.0692

2.0692 + 1.0712 + 0.7072 + 0.6622 + 0.4852 + 0.2652 + 0.2172
= 63.7%

1.0712 + 2.0692

2.0692 + 1.0712 + 0.7072 + 0.6622 + 0.4852 + 0.2652 + 0.2172
= 80.8%
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注意：分母上的平方和即总方差可以直接使用相关系数矩阵的 trace，即 7。（但 R 计算出的 standard deviations 的平方
和与 7 略有差异，这可能是因为将 loading 中部分载荷 round 成 0 导致的）。
(d) 第一主成分为除了标枪之外所有项目的总成绩（也可以认为是速度类项目的运动能力）；第二主成分代表（上肢）力量
类运动能力。
(e) 奖牌获得者在 run200m 和 shot 上比较有优势，可能在这两项运动更容易拉开分差。Launa 的跳远、跳高、800 米和跨
栏比较差，与其他几个项目包括标枪、铅球和 200 米等几乎正交即不相关，在这几个项目上表现一般，没有强项。

6.4

我们应用主成分分析方法研究欧洲 23 个国家的首都城市的气温数据集 temperature。23 个首都的信息如下表所示，其中
地理位置 W、E、S、N 分别表示欧洲西、东、南、北部，每个城市记录了历史上 12 个月份 (Jan-Dec) 的平均气温。

对标准化后的数据应用主成分分析方法 (R: princomp)，部分输出结果如下所示（方框内），包括主成分的标准差 (Standard
deviations), 载荷或旋转矩阵 (Loadings) 的前两列，以及主成分分析的双标图 (biplot，左下图）。作为参考，右下图给出
了这 23 个城市的经纬度坐标图。
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(a) 试计算第一、二主成分在总方差中的占比。根据载荷数据解释第一、二主成分的含义，它们与地理位置有什么关系？
(b) 四月份和哪个月份的气温相关系数最大？哪个或哪几个月份的温度最能反映南北差异？
(c) 哪个城市或地区春秋两季 (四月和九月）的温度相对较高？萨拉热窝 (Sarajevo) 是南欧城市，其气温与其它南欧城市
（地图中的绿色标记城市）相差较远，该城市与其它南欧城市在地理环境上有什么差异？

Solution:
(a) 第一、第二主成分在总方差中的占比分别为:

3.162

12
= 0.829,

1.362

12
= 0.154.

第一主成分代表平均温度，平均温度在南北方向上变化较大，所以我们也可以认为第一主成分代表南北或者纬度。
第二主成分代表温差也代表了东西方向。
(b)2 月和 9 月相关性最大（最相似），4、9、10 月接近平行于第一主成分方向 (代表南北), 这几个月份的温度男比差异较
大。
(c)Athens 以及 Roma,Madrid 在 4 月和 9 月温度相对较高。Sarajevo 距离地中海较远

6.5

假设随机向量 x = (x1, x2, x3)
⊤ 的协方差矩阵 (相关系数矩阵) 为

Σ =


1 0.63 0.45

0.63 1 0.35

0.45 0.35 1


假设 x = (x1, x2, x3)

⊤ 由如下单因子模型模型产生

x1 = 0.9F + ϵ1

x2 = 0.7F + ϵ2

x3 = 0.5F + ϵ3
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其中 var(F ) = 1, cov(F, ϵ) = 0, 写出载荷矩阵 L 并求 Ψ = var(ϵ) 。
Solution:

L = (0.9, 0.7, 0.5)T ,Ψ = Σ− LLT =


0.19 0 0

0 0.51 0

0 0 0.75


6.6

假设 x = (x1, . . . , x6)
⊤ 的相关系数矩阵如下

R =



1.000

0.505 1.000

0.569 0.422 1.000

0.602 0.467 0.926 1.000

0.621 0.482 0.877 0.874 1.000

0.603 0.450 0.878 0.894 0.937 1.000


.

对两因子模型, 极大似然法得到如下载荷

变量 F1 F2

x1 0.478 0.417
x2 0.371 0.323
x3 0.593 0.727
x4 0.514 0.855
x5 0.859 0.506
x6 0.735 0.604

试计算
(a) 特殊方差.
(b) 公共方差.
(c) 每个因子解释的方差比例.
(d) 每个变量被 F1, F2 解释的方差的比例.
(e) 残差矩阵 R− LL⊤ −Ψ.
Solution:
(a) 特殊方差 Ψi = σ2

ii − (l2i1 + · · ·+ l2im) , i = 1, · · · , 6 代入数据为 (0.598, 0.759, 0.120, 0.005, 0.006, 0.095)

(b) 公共方差 hi = l2i1 + · · ·+ l2im, i = 1, · · · , 6 代入数据为 (0.402, 0.241, 0.880, 0.995, 0.994, 0.905)

(c) 记 L 的各列: L =
(
l(1), l(2)

)
SSj =

∥∥l(j)
∥∥2 = l21j + · · · + l2pj 为 L 第 j 列的平方和第 j 个因子的方差贡献率率为

SSj/ tr(R), j = 1, 2 代入数据得: (37.63%, 35.98%)

(d) 第 i 个变量被 Fj 解释的方差的比例记为 βij :=
h2
i

σ2
ii
代入数据得

βi1 = (0.228, 0.137, 0.351, 0.264, 0.737, 0.540)

βi2 = (0.174, 0.104, 0.528, 0.731, 0.256, 0.365)
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(e)

R− LLT −Ψ =



0 0.192971 −0.01761 −0.00023 −0.0006 −0.0002

0.192971 0 −0.03282 0.000141 −0.00013 −0.01778

−0.01761 −0.03282 0 −0.00039 −0.00025 0.003037

−0.00023 0.000141 −0.00039 0 −0.00016 −0.00021

−0.0006 −0.00013 −0.00025 −0.00016 0 0.000011

−0.0002 −0.01778 0.003037 −0.00021 0.000011 0


6.7

假设 n× 2 数据矩阵 X = (x1, x2) , ∥x1∥ = a, ∥x2∥ = b, a > b. 假设 x⊤
1 x2 = 0, 求 X 的奇异值分解

Solution:

XTX =

(
xT
1 x1 xT

1 x2

xT
2 x1 xT

2 x2

)
=

(
a2 0

0 b2

)
, 特征根a2, b2�特征向量为(1, 0)⊤, (0, 1)⊤,

XXT = x1xT
1 + x2xT

2 , 特征根a
2, b2�特征向量为x1, x2,

由上可知 X =
(

x1/a x2/b
)( a 0

0 b

)
I2.

6.8

假设 A 是 n×m 矩阵, u ∈ Rn, v ∈ Rm, 假设 Av = αu, A⊤u = βv, 其中实数 α, β ̸= 0 。证明 α 和 β 同号且
√
αβ 是 A 的

一个奇异值。
Solution:

AATu = αβu

ATAv = αβv.

ATA 半正定，所以 αβ ≥ 0，α 和 β 同号。由奇异值分解可知,
√
αβ 是 A 的一个奇异值。

6.9

假设 y 是随机变量, x 是 p× 1 随机向量, 假设它们的协方差矩阵为

Σ = cov
(

x
y

)
=

(
Σxx Σxy

Σyx Σyy

)
> 0

其中 Σyy = σ2
y 是标量（正实数）, Σxy 是 p× 1 向量。

(a) 试求 x, y 的第一典则相关系数
√
λ1 (也是唯一的非 0 典则相关系数) 和第一对 (也是唯一的一对) 典则变量 (ξ1, η1) 。

(b) 假设 y, x 均值都为 0 , 满足线性模型

y = β⊤x + ϵ, ϵ ∼
(
0, σ2

)
, ϵ ⊥⊥ x,

证明该模型等价于
η1 =

√
λ1ξ1 + δ1, δ1 ∼ (0, 1− λ1) , δ1 ⊥⊥ ξ1

(验证: β⊤x =
√
λ1σy × ξ1, y = σy × η1 ).

Solution:
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(a) A = Σ
− 1

2xx ΣxyΣ
− 1

2
yy 是 p× 1 向量

⇒ A⊤A = Σ−1/2
yy ΣyxΣ

−1
xx ΣxyΣ

−1/2
yy =

ΣyxΣ
−1
xx Σxy

Σyy

,

这是一个标量（实数），其唯一非 0 特征根 λ1 是它本身，所以第一典则相关系数

√
λ1 =

√
A⊤A =

√
ΣyxΣ−1

xx Σxy

Σyy

.

标量 A⊤A 的单位长特征向量为 v1 = 1 （或-1）。另外，对于 p× 1 向量 A, AA⊤ 的唯一非 0 特征根为 λ1, 对应的特征向
量为 A, 其模长为

√
A⊤A =

√
λ1, 所以模长为 1 的特征向量为

u1 = A/
√
λ1 = Σ

− 1
2xx Σxy/

√
ΣyxΣ−1

xx Σxy,

综上，A 的 SVD 为 A = u1
√
λ1v1. 故第一典则变量为

ξ1 = u⊤
1 Σ

−1/2
xx x = ΣyxΣ

−1
xx x/

√
ΣyxΣ−1

xx Σxy, η1 = v⊤1 Σ
−1/2
yy y = y/

√
Σyy = y/σy.

(b)
由于 y, x 均值都为 0，βT = ΣyxΣ

−1
xx 两侧同时除以 σy，得到

η1 =
√
λ1ξ1 +

ϵ

σy
=
√
λ1ξ1 + δ1

由于 1− λ1 =
Σyy•x
σ2
y
和 σ2 = Σyy•x 可知

δ1 ∼ (0, 1− λ1)

独立性易得

6.10

(非典型 CCA ) 假设 x, y 分别是 p× 1, q × 1 随机向量, 它们的协方差矩阵

Σ = cov
(

x
y

)
=

(
Σxx Σxy

Σyx Σyy

)
> 0,

假设奇异值分解 Σxy = UDV ⊤ 。求解方向（单位模长的常数向量）u ∈ Rp, v ∈ Rq, ∥u∥ = ∥v∥ = 1, 使得 cov
(
u⊤x, v⊤y

)
最

大 (最优解以 Σ 及 U,D, V 表示)。
注解：典则相关分析 (CCA) 极大化两个随机向量 x, y 的线性组合（投影坐标）之间的相关系数, 第一对典则相关变量最
大可能地保留了两个原始随机向量之间的相关性, 这里“相关性”以相关系数度量。非典型 CCA 是 CCA 的简化版本: 求
解两个最优的方向, 使得随机向量 x, y 在这两个方向上分别投影得到的投影坐标之间的协方差最大, 我们同样要求最优解
能最大可能地保留两个原始随机向量 x, y 之间的相关性, 只不过这里我们以协方差度量“相关性”。
Solution:

cov(uTx, vTx) = uTΣxyv = uTUDV vT

max cov(uTx, vTx) =
√
λ1(UDV TV DUT ) =

√
λ1(UD2UT ) =

√
λ1(D2)

记 U = (u1, · · · , ur), V = (v1, · · · , vr)，在 u = u1, v = v1 时达到 cov(uTx, vTx) 最大值
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