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作业 6链接

� 练习 1.1
假设数据矩阵为Xn×p = (x1, . . . ,xn)

⊤，且X 已经中心化。假设样本协方差矩阵 S = X⊤X/(n− 1)的谱分
解为 S = V ΛV ⊤，其中 V ⊤V = V V ⊤ = Ip，Λ = diag(λ1, . . . , λp)，λ1 ≥ · · · ≥ λp ≥ 0。主成分矩阵 Yn×p = XV

的第 j 列为所有 n个样本点的第 j 主成分，j = 1, . . . , p。
(a) 证明 Y 是中心化的矩阵，其样本协方差矩阵为 Y ⊤Y/(n−1) = Λ。Y 与X的样本协方差矩阵为 Y ⊤X/(n−

1) = ΛV ⊤（即第 k个变量与第 j 个主成分之间的样本协方差为 vkjλj，其中 vkj 是 V 的第 (k, j)元素）。
(b) 证明第 j主成分和第 k个变量的样本相关系数 rjk = vkj

√
λj/skk，其中 skk 为第 k个变量的样本方差，即

S 的第 (k, k)元素。
解
由于 X 已经中心化，故 X⊤1n = 0，所以

Y ⊤1n = V ⊤X⊤1n = 0

即 Y 也是列中心化的矩阵。
(a)计算样本协方差矩阵：

1

n− 1
Y ⊤Y =

1

n− 1
V ⊤X⊤XV = V ⊤SV = V ⊤(V ΛV ⊤)V = (V ⊤V )Λ(V ⊤V ) = Λ.

再计算 Y ⊤X 的样本协方差矩阵：
1

n− 1
Y ⊤X =

1

n− 1
V ⊤X⊤X = V ⊤S = V ⊤V ΛV ⊤ = ΛV ⊤.

因此，第 j 主成分与第 k个变量之间的样本协方差为
(
ΛV ⊤)

jk
= λjvkj。

(b)样本相关系数定义为：

rjk =
Cov(Yj , Xk)√

Var(Yj)
√

Var(Xk)
=

λjvkj√
λj

√
skk

= vkj

√
λj
skk

.

� 练习 1.2
假设 x1, . . . ,xn ∈ Rp 的样本方差-协方差矩阵具有如下形式：

S = σ2Ip + 1p1
⊤
p + ee⊤,

其中 1p = (1, 1, . . . , 1)⊤，e = (1,−1, 0, . . . , 0)⊤。求 xi, i = 1, . . . , n的第一主成分和第二主成分，以及它们的方
差在总方差中所占的累计比例。
解

S = σ2Ip + 1p1
⊤
p + ee⊤

S1p = σ21p + p1p = (σ2 + p)1p

Se = σ2e+ 2e = (σ2 + 2)e

对于任意满足 v ⊥ 1, v ⊥ e的向量 v ∈ C(1, e)⊥（即 1与 e张成空间的正交补空间），都有：

Sv = σ2v

因为 dim(C(1, e)⊥) = p− 2，所以 σ2 是特征值，重数为 p− 2，所以 S 的所有特征值为

σ2 + p, σ2 + 2, σ2, . . . , σ2︸ ︷︷ ︸
p−2个

第一主成分
y1 =

1
√
p
1⊤
p (x1, . . . , xn) =

1
√
p
1⊤
p X

⊤
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第二主成分
y2 =

1√
2
e⊤(x1, . . . , xn) =

1√
2
e⊤X⊤

前两个主成分在总方差中所占的累计比例为
σ2 + p+ σ2 + 2

σ2 + p+ σ2 + 2 + (p− 2)σ2
=

2σ2 + p+ 2

pσ2 + p+ 2

� 练习 1.3 Thurstone（1933）关于 PMA（primary mental abilities，基本心理能力）的研究中，对 n = 213名被试进
行了 9项与语言表达能力有关的测试。9项测试分别是：

Sentences, Vocabulary, Sentence Completion, First Letters, Four Letter Words, Suffixes, Letter Series, Pedigrees, Letter
Group

9项测试的样本相关系数矩阵如下表所示：

上述 9项测试任务的目的是希望分别测量语言理解能力（Verbal comprehension,项目 1–3）、词语流利度（Word
fluency,项目 4–6）和推理能力（Reasoning,项目 7–9）。

由于没有原始数据，只有相关系数矩阵，我们对该矩阵进行主成分分析（PCA）。以下是 R 命令 ‘prin-
comp(covmat = Thurstone)‘的输出结果：

Call:
princomp(covmat = Thurstone)

Standard deviations:
Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4 Comp.5 Comp.6 Comp.7 Comp.8 Comp.9
2.202 1.044 1.019 0.690 0.669 0.612 0.567 0.484 0.409

前 3个主成分的载荷为：

请回答以下问题：
(a) 试计算前 3个主成分的方差贡献率。
(b) 试根据成分载荷解释前三个主成分的含义，并判断是否与 Thurstone的目标一致？
解

(a) 计算前三个主成分的方差贡献率：
根据题目中的输出结果，主成分的标准差如下：

Comp.1 = 2.202,

Comp.2 = 1.044,

Comp.3 = 1.019.
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因此，每个主成分对应的方差为标准差的平方。由于使用的是相关系数矩阵（每个变量的方差为 1），总方
差为 9。因此，前三个主成分的方差贡献率分别为：

贡献率1 =
2.2022

9
≈ 0.5388,

贡献率2 =
1.0442

9
≈ 0.1211,

贡献率3 =
1.0192

9
≈ 0.1154.

累计贡献率为：
0.5388 + 0.1211 + 0.1154 = 0.7753.

(b) 从载荷表分析：
主成分 1：所有变量载荷均为正，且前三项（Verbal）和中间三项（Fluency）略高，说明该主成分代
表一种综合语言能力，结合了理解与流利度。
主成分 2：前三个变量（Verbal）载荷为正，第四至第六个变量（Fluency）载荷为负，说明此主成分
区分语言理解与词语流利度，是一种对立维度。
主成分 3：第七至第九个变量（Reasoning）载荷为负且绝对值较大，说明该主成分主要衡量推理能力。

因此，前三个主成分可以解释为：
Comp.1：语言能力总水平（Verbal + Fluency）
Comp.2：Verbal与 Fluency的区分因子
Comp.3：推理能力因子

这与 Thurstone的理论目标一致，他希望识别出三种心理能力：语言理解、流利度与推理。因此我们可以
认为：主成分分析得到的结果与 Thurstone的目标基本一致。

� 练习 1.4我们应用主成分分析方法研究欧洲 23个国家的首都城市的气温数据集 temperature。23个首都的信息
如下表所示：

其中地理位置W, E, S, N分别表示欧洲西、东、南、北部，每个城市记录了历史上 12个月份（Jan–Dec）的
平均气温。对标准化后的数据应用主成分分析方法（R: princomp），部分输出结果即主成分的标准差（Standard
deviations）如下所示（方框内）：

Call: princomp(x = temperature, cor = T)
Standard deviations:
Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4 Comp.5 Comp.6 Comp.7

3.16 1.36 0.36 0.20 0.13 0.11 0.08
Comp.8 Comp.9 Comp.10 Comp.11 Comp.12

0.05 0.03 0.03 0.02 0.01

前两个主成分的载荷如下：
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Jan Feb Mar Apr May Jun Jul Aug Sep Oct Nov Dec

Comp.1 0.27 0.28 0.30 0.31 0.28 0.26 0.27 0.29 0.31 0.31 0.30 0.28
Comp.2 0.39 0.34 0.21 -0.07 -0.34 -0.40 -0.37 -0.30 -0.11 0.06 0.21 0.35

左下图是主成分分析的双标图，右下图给出了这 23个城市的经纬度坐标图。

(a) 试计算第一、二主成分在总方差中的占比。根据载荷数据解释第一、二主成分的含义，它们与地理位置有
什么关系？

(b) 四月份和哪个月份的气温相关系数最大？哪个或哪几个月份的温度最能反映南北差异？
(c) 哪个城市或地区春秋两季（四月和九月）的温度相对较高？萨拉热窝（Sarajevo）是南欧城市，其气温与其
它南欧城市（地图中的绿色标记城市）相差较远，该城市与其它南欧城市在地理环境上有什么差异？

解
(a) 计算第一、二主成分在总方差中的占比，并解释含义与地理位置的关系：
第一、二主成分的贡献率为：

3.162

12
≈ 0.832,

1.362

12
≈ 0.154

累计解释比例为：

0.832 + 0.154 = 0.986

即前两主成分解释了大约 98.6%的总方差。
根据主成分载荷可知：
第一个主成分对所有月份的载荷均为正且相近（0.26 ∼ 0.31），表示其衡量的是全年平均温度的总体水平。
因此，它主要反映的是南北差异。
第二个主成分在春秋为负，在冬夏为正，表示它衡量的是季节温差的大小，反映的是大陆性和海洋性气候
差异。
因此，第一主成分与南北纬度高度相关，第二主成分则与海陆距离（东西）更相关。

(b) 由载荷信息可知，2月和 9月的温度变化最相似（相关性最大），因为它们在主成分空间中投影方向接近。
此外，4月、9月、10月这几个月在第一主成分方向上接近平行，说明它们在该方向（代表南北差异）上
具有类似的结构。这表明这些月份的气温在南北城市之间差异较大，能较好地反映南北纬度的影响。
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(c) 从数据中可以看出，Athens、Rome、Madrid在 4月和 9月的温度相对较高，表现出典型的南欧地中海型
气候特征，春秋温暖、冬季较湿润。
相比之下，Sarajevo虽然地理上位于南欧，但在主成分图中与南欧其他城市差异明显。其在 4月和 9月的
温度较低，靠近中欧或内陆城市。
这可能是因为 Sarajevo地处高海拔的内陆盆地，气候更偏向大陆性气候，距离地中海较远，海洋调节作用
弱。因此该城市在春秋季与典型南欧城市相比，温差较大，昼夜变化更显著。

� 练习 1.5法国 Decastar巡回赛是世界上最大的国际田联十项全能（decathlon）赛事，比赛次序如下：
第一天：100米、跳远、铅球、跳高、400米；
第二天：110米栏、铁饼、撑杆跳、标枪、1500米。
其中径赛跑步类以时间量度成绩（单位：秒，时间值越小越好），田赛包括跳跃和投掷项目，以高度或距离

量度成绩（单位：米，值越大越好）。对 2004年该赛事前 13名运动员 10项成绩的相关系数矩阵做主成分分析，
前两个主成分 PC1和 PC2的载荷（即主成分方向）如下所示：

100米 跳远 铅球 跳高 400米 110米栏 铁饼 撑杆跳 标枪 1500米

PC1 0.48 -0.37 -0.20 -0.19 0.34 0.50 -0.31 0.03 -0.01 -0.31
PC2 0.03 0.00 -0.43 0.27 -0.33 -0.20 -0.19 -0.53 -0.33 -0.40

请回答下列问题：
(a) 根据上述载荷，解释第一主成分 PC1的含义。
(b) 已知前两个主成分 PC1和 PC2的标准差分别为 1.76, 1.42，计算它们的累计方差贡献率。
(c) 分析运动员的 PC散点图（右图，数字代表运动员，大小代表名次），第一名（数字 1）的投掷类成绩如何
（好、中、差）？他的 4个径赛项目表现各如何（好、中、差）？最后一名（数字 13）有什么特点？

(d) 跳高和撑杆跳是正相关还是负相关？图中跳远和 100米方向相反说明了什么？1500米作为径赛项目与其它
径赛项目类似吗？简单解释原因。

解
(a) 观察载荷表可见：短跑项目的载荷为正（数值越大代表表现越差），大部分田赛项目载荷为负（数值越大
代表表现越好）。而长跑耐力项目的载荷为负（数值越大代表表现越差）。因此，PC1实质衡量了爆发力/耐
力：

(b)

累计贡献率 =
1.762 + 1.422

10
≈ 51.14%.
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(c) 运动员 1投掷项目好，径赛项目除了 1500 m表现较差之外其他都较好。
运动员 13只有撑杆跳，标枪和 1500 m表现较好，其余项目表现都较差。

(d) (i) 跳高 vs. 撑杆跳：箭头几乎相反→负相关。
(ii) 跳远 vs. 100 m：两箭头方向相反。由于 100 m以 “时间”计，箭头正向表示 “慢”。因而箭头相反恰好
体现短跑越快 (时间越小)，往往跳远越远。这说明爆发力项目之间的共通性。

(iii) 1500 m与其他径赛：1500 m与其余径赛没有太大的相似性，更需要耐力。
� 练习 1.6假设随机向量 x = (x1, x2, x3)

⊤ 的协方差矩阵（相关系数矩阵）为：

Σ =


1 0.63 0.45

0.63 1 0.35

0.45 0.35 1


假设 x = (x1, x2, x3)

⊤ 由如下单因子模型产生：

x1 = 0.9F + ε1

x2 = 0.7F + ε2

x3 = 0.5F + ε3

其中 var(F ) = 1, cov(F, ε) = 0。

请写出载荷矩阵 L，并求 Ψ = var(ε)的估计。
解

L = (0.9, 0.7, 0.5)⊤, Ψ = Σ− LLT =


0.19 0 0

0 0.51 0

0 0 0.75


� 练习 1.7

假设 x = (x1, . . . , x6)
⊤ 的相关系数矩阵如下：

R =



1.000

0.505 1.000

0.569 0.422 1.000

0.602 0.467 0.926 1.000

0.621 0.482 0.877 0.874 1.000

0.603 0.450 0.878 0.894 0.937 1.000


对两因子模型，使用极大似然法得到如下因子载荷矩阵：

变量 F1 F2

x1 0.478 0.417
x2 0.371 0.323
x3 0.593 0.727
x4 0.514 0.855
x5 0.859 0.506
x6 0.735 0.604

请试计算：
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(a) 每个变量的特殊方差。
(b) 每个变量的公共方差。
(c) 每个因子解释的总方差比例。
(d) 每个变量被 F1, F2 解释的方差比例。
(e) 残差矩阵：R− LL⊤ −Ψ。
解

(a) 特殊方差 Ψi = σ2
ii − (l2i1 + · · ·+ l2im), i = 1, · · · , 6代入数据为 (0.598, 0.759, 0.120, 0.005, 0.006, 0.095)

(b) 公共方差 hi = l2i1 + · · ·+ l2im, i = 1, · · · , 6代入数据为 (0.402, 0.241, 0.880, 0.995, 0.994, 0.905)

(c) 记 L的各列：L = (l(1), l(2))，SSj =
∥∥l(j)∥∥2 = l21j + · · ·+ l2pj 为 L第 j 列的平方和，第 j 个因子的方差贡

献率率为 SSj/tr(R), j = 1, 2，代入数据得: (37.63%, 35.98%)

(d) 第 i个变量被 Fj 解释的方差的比例记为 βij :=
h2
ij

σ2
ii
代入数据得

βi1 = (0.228, 0.137, 0.351, 0.264, 0.737, 0.540)

βi2 = (0.174, 0.104, 0.528, 0.731, 0.256, 0.365)

(e)

R− LLT −Ψ =



0 0.192971 −0.01761 −0.00023 −0.0006 −0.0002

0.192971 0 −0.03282 0.000141 −0.00013 −0.01778

−0.01761 −0.03282 0 −0.00039 −0.00025 0.003037

−0.00023 0.000141 −0.00039 0 −0.00016 −0.00021

−0.0006 −0.00013 −0.00025 −0.00016 0 0.000011

−0.0002 −0.01778 0.003037 −0.00021 0.000011 0


� 练习 1.8对第 3题 Thurstone数据进行 3因子分析，得到如下载荷（空白处为 0或接近 0）：

Call:
factanal(factors = 3, covmat = Thurstone, rotation = "promax")

Loadings:
Factor1 Factor2 Factor3

Sentences 0.919
Vocabulary 0.901
Sent.Completion 0.842
First.Letters 0.876
Four.Letter.Words 0.756
Suffixes 0.174 0.645 -0.103
Letter.Series 0.893
Pedigrees 0.347 0.494
Letter.Group 0.184 0.675

请回答下列问题：
(a) 三个因子是否与第 3题的主成分的含义相同或接近？
(b) 计算三个因子的累计方差贡献率，它一定小于主成分方法的贡献率，解释原因。
(c) 分别计算前 3个、中间 3个和最后 3个变量的 3因子方差解释比例。

� 练习 1.9
(a) 三个因子与第 3题主成分含义接近：
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因子 1主要载于 Sentences, Vocabulary, Sent.Completion，与主成分 1高度一致。
因子 2主要载于 First.Letters, Four.Letter.Words，与主成分 2结构相符（符号方向可能相反）。
因子 3主要载于 Letter.Series, Pedigrees, Letter.Group，与主成分 3意义相近。

(b)
SS1 = 0.9192 + 0.9012 + 0.8422 + 0.1742 + 0.3472 + (−0.116)2 = 2.52947,

SS2 = 0.8762 + 0.7562 + 0.6452 + 0.1842 = 1.78879,

SS3 = 0.8932 + 0.4942 + (−0.103)2 + 0.6752 = 1.50772.

因子贡献率为
SS1

9
≈ 0.2811,

SS2

9
≈ 0.1988,

SS3

9
≈ 0.1675,

累计贡献率
0.2811 + 0.1988 + 0.1675 = 0.6474

因子分析仅针对各变量的公共方差（剔除了特有方差与误差项）进行提取，而主成分分析则以最大化全部
原始方差（包括公共方差和特有方差）为目标构造主成分，因此其累计方差贡献率必然大于或等于因子分
析法。

(c)

前 3个 : 平均 =
0.9192 + 0.9012 + 0.8422

3
= 0.788.

中 3个 : 平均 =
0.8762 + 0.7562 + 0.1742 + 0.6452 + (−0.103)2

3
= 0.599.

后 3个 : 平均 =
0.8932 + 0.3472 + 0.4942 + (−0.116)2 + 0.1842 + 0.6752

3
= 0.555.
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