
hw7

7.1

假设随机向量
(yq×1

xp×1

)
的协方差矩阵为相关系数矩阵 R = (ρij), 其中 ρii = 1, i = 1, . . . , p+ q 。证明 x 和 y 的第一典则相关

系数
√
λ1 ≥ ρij , i = 1, . . . , q; j = q + 1, . . . ., q + p 。

Solution: √
λ1 = max

a,b
ρ
(
a⊤x, b⊤y

)
⩾ ρ

(
e⊤i x, e

⊤
j y
)

= ρij

7.2

假设随机向量
(yq×1

xp×1

)
的协方差矩阵为 Σ = (1− ρ)Im + ρ1m1⊤

m,m = p+ q, ρ > −1/(m− 1), 试求 x, y 的第一典则相关系数
和典则变量 (其中 Im 是 m 阶单位阵, 1m 是长度为 m 的元素全为 1 的向量)。
Solution:

a⊤Σxyb√
a⊤Σxxa

√
b⊤Σyyb

=
ρ(
∑p

i=1 ai)(
∑q

i=1 bj)√
(1− ρ)

∑p
i=1 a

2
i + ρ(

∑p
i=1 ai)

2
√
(1− ρ)

∑q
i=1 b

2
j + ρ(

∑q
i=1 bj)

2

极大化上式可得第一典则相关系数不妨设 ∥a∥ = ∥b∥ = 1 ∑p
i=1 ai√

(1− ρ) + ρ (
∑p

i=1 ai)
2

=
sign(

∑p
i=1 ai)√

(1− ρ) 1

(
∑p

i=1 ai)
2 + ρ

极小化
∑p

i=1 ai 在
∑p

i=1 a
2
i = 1 条件下

L(a, λ) =

p∑
i=1

ai + λ

(
p∑

i=1

a2i − 1

)
∂L

∂ai
= 1 + 2λai = 0 ⇒ ai = − 1

2λ

∂L

∂λ
=

p∑
i=1

a2i − 1 = 0

⇒ 1

4λ2
=

1

p

⇒ a2i =
1

p

同理⇒ b2j =
1

q

所以第一典则相关系数为 ρ
√
p
√
q√

(1−ρ)+ρp
√

(1−ρ)+ρq
，第一典则变量 (ξ1, η1) = ( 1√

p
1⊤
p x, 1√

q
1⊤
q y)或(− 1√

p
1⊤
p x,− 1√

q
1⊤
q y)

7.3

证明在 p 维欧氏空间中至多存在 p+ 1 个点, 它们两两之间的欧氏距离全相等。
Solution:
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假设 p 维空间存在 p+ 2 个点，它们之间的欧氏距离为 1

D = (dij) =



0 1 1 · · · 1

1 0 1 · · · 1

1 1 0 · · · 1
...

...
... . . . ...

1 1 1 · · · 0


(p+2)×(p+2)

D̃ =

(
−1

2
d2ij

)
= −1

2
D

Jp+2 = Ip+2 − 1p+21⊤
p+2/(p+ 2)

Jp+2D̃Jp+2 = −1

2

(
D − 1p+2

(
p+ 1

p+ 2
1p+2

)⊤

−
(
p+ 1

p+ 2
1p+2

)
1⊤
p+2 +

(p+ 2)(p+ 1)

(p+ 2)2
1p+21⊤

p+2

)
= D̃ − p+ 1

p+ 2
1p+21⊤

p+2

=


−p+1

p+2
1

p+2
· · · 1

p+2
1

p+2
−p+1

p+2
· · · 1

p+2
...

... . . . ...
1

p+2
1

p+2
· · · − p+1

p+2


显然 Jp+2D̃Jp+2 不是半正定矩阵（对角元为负数），根据 lecture19 命题 2，D 不是欧氏距离矩阵

7.4

假设 S = (sij) 是 n× n 对称矩阵, sij ≥ 0, 记 di =
∑n

j=1 sij , D = diag (d1, . . . , dn), 假设 di > 0, i = 1, . . . , n 。令拉普拉斯
矩阵（Laplacian）L ≜ D − S, 令 B = D−1S 。
(a) 证明 L 是双向中心化的（即行和、列和都为 0 ), 且 0 一定是 L 的最小特征根。
(b) 对任何 x = (x1, . . . , xn)

⊤ ∈ Rn,
x⊤Lx =

1

2

∑
1≤i,j≤n

sij (xi − xj)
2

(c) 说明 B 的所有特征根 λ 都是实数, 证明 |λ| ≤ 1, 且 1 是最大特征根。
(d)（选）若 sij > 0, 我们称节点 i, j 是相邻的, 记作 i ∼ j 。证明 λ = −1 是 B 的特征根当且仅当图所有 n 个节点可由两
种颜色染色, 使得相邻的节点不同色。
(e)（选）假设 n× n 对称矩阵 S = (sij) 中 sii = 1, 1 ≤ i ≤ n, si,i+1 = si+1,i = ρ, 1 ≤ i ≤ n− 1, 0 < ρ ≤ 1 。其它元素为 0
。试证明或否定 L 的最小非 0 特征根对应的特征向量的所有分量是单调的。
Solution:
(a)

L = (lij) =


d1

. . .
dn

−


s11 · · · s1n
...

...
sn1 · · · snn


n∑

i=1

lij = dj −
∑
i=1

sij = 0

n∑
j=1

lij = di −
∑
j=1

sij = 0
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所以 L 是双向中心化的。
由于 L 双向中心化，可知

L1 = D1 − S1 = 0

0 为 L 的特征根，再由 (b) 知 L 半正定，所以 0 为 L 的最小特征根。
(b)

∀x =


x1
...
xn

 ∈ Rn×1

x⊤Lx = x⊤(D − S)x

=
n∑

i=1

dix
2
i −

(
n∑

i=1

xisi1, . . . ,
n∑

i=1

xisin

)
x1
...
xn


=

n∑
i=1

n∑
j=1

sijx
2
i −

n∑
j=1

n∑
i=1

xjxisij

=
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

sij (xi − xj)
2

(c)因为对任何方阵 A,B, AB 和 BA有相同的非 0特征根，故 B = D−1S 与 D−1/2SD−1/2 有相同的非 0特征根，后者是
对称矩阵，特征根为实数，所以 B 的特征根全是实数。假设 λ是 B 的一个特征根，对应的特征向量为 x = (x1, ..., xn)

⊤ ̸= 0,
则有特征方程

Bx = D−1Sx = λx,

记 |xk| = max1≤i≤n |xi|, 必定 xj ̸= 0。考察特征方程两边的第 k 个分量

|λxk| = |
n∑

j=1

skjxj/dk| ≤
n∑

j=1

skj |xj |/dk ≤
n∑

j=1

skj |xk|/dk = |xk|

由此得 |λ| ≤ 1 (因为 xk ̸= 0)。另外，由 (a), D1 = S1 ⇒ D−1S1 = 1, 这表明 1 是 B 的特征根。

(d) 若 −1 是 B 的特征根，假设其特征向量为 x, 则有

D−1Sx = −x ⇒ (D + S)x = 0 ⇒ x⊤(D + S)x = 0,

与 (b) 类似，我们有
0 = x⊤(D + S)x =

1

2

∑
i,j

sij(xi + xj)
2

这说明，若 sij > 0 即 i ∼ j, 则 xi = −xj，进一步，若 j ∼ k, 则 xk = −xj = xi。不妨假设所有节点是全连通的即对任何
i, j，存在一条路径连接它们: i ∼ i1 ∼ ... ∼ ik ∼ j）, 路径上的 x 值的绝对值全部相等，相邻的符号相反，这表明节点可
染成两种颜色，相邻的节点不同色。

(e) （still open)

7.5

考虑下图平面方格上的 5 个点 A-F, 计算它们之间的 Manhattan 距离矩阵, 应用单连结层次聚集聚类法进行聚类。画出树
图。
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Solution:
（以下只展示结果，考试时需要写清楚过程）

Manhattan 距离矩阵为： 

0

1 0

3 2 0

4 3 1 0

4 3 3 2 0

4 5 5 4 2 0


树图为：

7.6

假设物件 a − e 的距离矩阵如下: 我们的目标是应用 K-中心方法将 a − e 聚集为 K = 2 类, 假设初始指定两类的中心
(medoids) 各为 a 和 b, 试应用 K-中心 (K-medoid) 方法进行聚类。

Solution:
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（以下只展示结果，考试时需要写清楚过程）
b，d 为 medoids，ab 被分为一类，cde 被分为另一类。
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