
奇异值分解（SVD，singular value decomposition）

Exercise 1. 对任何矩阵 A = (aij)（即 A 的 (i, j) 元为 aij），证明
∑

a2ij =
∑

σ2
i，其中 σ1, σ2, . . . 为

A 的所有奇异值。

证明. 假设 A 为 m 行 n 列，其中 m ≥ n，若 m < n，则取其转置即可. 做奇异值分解，我们有

Am×n = Um×nΛn×nVn×n

其中 V 是一个正交方阵，我们有 V ⊤V = V V ⊤ = E, E 是一个单位方阵. 因此∑
a2ij =tr(A⊤A)

=tr(V ⊤ΛU⊤UΛV )

=tr(V ⊤Λ2V )

=tr(V V ⊤Λ2)

=tr(Λ2)

=
∑

σ2
i

Exercise 2. 说明正定矩阵 A 的奇异值分解与谱分解是一致的（因此 Eckart-Young-Mirsky 奇异值最
佳逼近定理也适用于主成分，参见 lecture15，P16 定理 2 以及 lecture 13，P2）。

证明. 记 An×n 的奇异值分解为 A = PΣQ, 则我们有 A2 = A⊤A = Q⊤Σ2Q, 这表明 Σ2 的对角元是 A2

的特征值. 另一方面，我们又有 A 的谱分解为 A = UΛU⊤, 因此 A2 = UΛ2U⊤. 从而 Λ2 的对角元与
Σ2 的对角元都是 A2 的特征根，因此他们对应相等. 从而我们有 λ2

i = σ2
i , 又由于 σi 与 λi 都是大于 0

的实数，因此 λi = σi, ∀i = 1, ..., n. 因此 A 的奇异值分解和谱分解是一致的.

Exercise 3. 假设 n× 2 数据矩阵 X = (x1, x2)，∥x1∥ = a, ∥x2∥ = b, a > b。假设 x⊤
1 x2 = 0，求 X 的

奇异值分解。

证明. 其一个奇异值分解为

X =
[

x1

a
, x2

b

] [a 0

0 b

]

其中 U =
[

x1

a
, x2

b

]
, V = E2 为二阶单位矩阵

Exercise 4. 假设 A 是 n×m 矩阵，u ∈ Rn, v ∈ Rm，假设 Av = αu, A⊤u = βv，其中实数 α, β ̸= 0。
证明 α 和 β 同号且

√
αβ 是 A 的一个奇异值。

证明. 由于 A⊤Av = A⊤αu = αβv,从而 v是 A⊤A的一个特征向量，对应的特征值为 αβ,又因为 A⊤A

是半正定的矩阵，从而 αβ ≥ 0. 因为 α, β ̸= 0, 从而 α 与 β 是同号的. 因为 αβ 是 A⊤A 的一个特征值,
根据奇异值的定义,

√
αβ 就是 A 的一个奇异值.
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Exercise 5. (普氏分析) 假设 X,Y 都是 n× p 矩阵，假设 p× p 方阵 X⊤Y 的奇异值分解

X⊤Y = UDV ⊤,

其中 U, V 都是 p 阶正交矩阵。证明 Q = UV ⊤ 使得 ∥X − Y Q∥2F 达到最小。

证明. 由于 Q 是一个正交矩阵，我们有:

||X − Y Q||2F
=tr(X⊤X) + tr(Y ⊤Y Q⊤Q)− 2tr(X⊤Y Q⊤)

=tr(X⊤X) + tr(Y ⊤Y )− 2tr(X⊤Y Q⊤)

因此问题转化为最大化 tr(X⊤Y Q⊤). 由奇异值分解，我们有 tr(X⊤Y Q⊤) = tr(UDV ⊤Q⊤) = tr(DV ⊤Q⊤U) =∑
i

Dii(V
⊤Q⊤U)ii. 记 vi 和 ui 分别为 V 和 U 的第 i 列, 我们有 (V ⊤Q⊤U)ii = v⊤

i Q
⊤ui, 从而

(V ⊤Q⊤U)ii ≤ ||Qvi||2||ui||2 = 1, 因此当 Q = UV ⊤ 时，(V ⊤Q⊤U)ii 才会取到最大值为 1.

典则相关分析 (CCA，canonical correlation analysis)：

Exercise 6. 假设 y 是随机变量，x 是 p× 1 随机向量，假设它们的协方差矩阵为

Σcov

(
x

y

)
=

(
Σxx Σxy

Σyx Σyy

)
> 0,

其中 Σyy = σ2
y 是标量（正实数），Σxy 是 p× 1 向量。

(a)试求 x, y的第一典则相关系数
√
λ1 (也是唯一的非 0典则相关系数)和第一对典则变量 (ξ1, η1)。

(b) 假设 y, x 均值都为 0，满足线性模型

y = β⊤x+ ϵ, ϵ ∼ (0, σ2), ϵ ⊥⊥ x,

证明该模型等价于
η1 =

√
λ1ξ1 + δ1, δ1 ∼ (0, 1− λ1), δ1 ⊥⊥ ξ1

(验证：β⊤x =
√
λ1σy × ξ1, y = σy × η1)。

证明. (a)
根据第一典则相关系数的定义，需要寻找 α 和 β 来使得 Cov(α⊤x, by) 最大, 即最大化

α⊤Σxyb√
α⊤Σxxα

√
bσ2

yb

为了使得 Cauchy-Schwarz 不等式，能够取得最大，此时第一典则相关系数为
√
λ1 =

√
ΣyxΣ

−1
xxΣxy

σy
, 第

一对典则变量为 ξ1 =
ΣyxΣ

−1
xxx√

ΣyxΣ
−1
xxΣxy

, η1 = y
σy

.
(b) 对于式子 y = β⊤x + ϵ, 左右两边同时对 x 取相关系数, 我们就可以得到 β = Σ−1

xx Σxy, 从而

β⊤x = ΣyxΣ
−1
xx x =

ΣyxΣ
−1
xx x√

ΣyxΣ−1
xxΣxy

√
ΣyxΣ−1

xxΣxy

σy

σy =
√

λ1σy × ξ1.

由于 η1 =
y
σy

, 从而 y = σy × η1. 又由于 σ2
y = Σyy =

√
ΣyxΣ−1

xxΣxy +σ2, 从而可以得到 λ1σ
2
y +σ2 = σ2

y,
即 δ1 =

ϵ
σy

∼ (0, 1− λ1)
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Exercise 7. 假设随机向量
(

yq×1

xp×1

)
的协方差矩阵为相关系数矩阵 R = (ρij)，其中 ρii = 1, i =

1, ..., p+ q。证明 x 和 y 的第一典则相关系数
√
λ1 ≥ ρij , i = 1, ..., q; j = q + 1, ..., q + p。

证明. 根据第一典则相关系数的定义,
√
λ1 = max

a⊤Σxxa=b⊤Σyyb=1
Cov(a⊤x, b⊤y) = max

a⊤Σxxa=b⊤Σyyb=1
a⊤Σxyb,

由于 Σxx = Ep×p, Σyy = Eq×q, 从而 ||a||2 = ||b||2 = 1. 因此约束优化问题为√
λ1 = max

||a||2=||b||2=1
a⊤Σxyb

当取 a 的第 j 个分量为 1, 其余分量为 0, 取 b 的第 i 个分量为 1, 其余分量为 0 的时候, 右边会等于
ρij . 从而得证.

Exercise 8. 假设随机向量
(

yq×1

xp×1

)
的协方差矩阵为 Σ = (1 − ρ)Im + ρ1m1⊤

m,m = p + q, ρ >

−1/(m− 1)，试求 x, y 的第一典则相关系数和典则变量（其中 Im 是 m 阶单位阵，1m 是长度为 m 的
元素全为 1 的向量）。

证明. 按照定义, 为了求解第一典则相关系数, 我们要求解以下的最大化问题,

max
a⊤Σxxa=b⊤Σyyb=1

a⊤Σxyb

由于 Σxx = (1− ρ)Ip + ρ1p1⊤
p , Σyy = (1− ρ)Iq + ρ1q1⊤

q , Σxy = ρ1p1⊤
q , 带入上式可得优化问题为,

maxρ(1⊤
p a)(1⊤

q b)

subject to:(1− ρ)a⊤a+ ρ(1⊤
p a)

2 = 1

(1− ρ)b⊤b+ ρ(1⊤
q b)

2 = 1

利用拉格朗日乘子法, 拉格朗日函数为

L(a, b, λ, µ) = ρ(1⊤
p a)(1⊤

q b) + λ
[
(1− ρ)a⊤a+ ρ(1⊤

p a)
2 − 1

]
+ µ

[
(1− ρ)b⊤b+ ρ(1⊤

q b)
2 − 1

]
其一阶静止条件为,

∂L

∂a
=ρ(1⊤

q b)1p + λ
[
2(1− ρ)a+ 2ρ(1⊤

p a)1p

]
= 0 (1)

∂L

∂b
=ρ(1⊤

p a)1q + µ
[
2(1− ρ)b+ 2ρ(1⊤

q b)1q

]
= 0 (2)

∂L

∂λ
=(1− ρ)a⊤a+ ρ(1⊤

p a)
2 − 1 = 0 (3)

∂L

∂µ
=(1− ρ)b⊤b+ ρ(1⊤

q b)
2 − 1 = 0 (4)

(5)

对 (1) 求和得到
pρ(1⊤

q b) + λ
[
2(1− ρ)(1⊤

p a) + 2pρ(1⊤
p a)

]
= 0

从而可以得到

1⊤
p a =

−pρ(1⊤
q b)

2λ(1− ρ+ pρ)
(6)

3



将 (6) 代入 (1) 我们可以发现,

ρ(1⊤
q b)1p + λ

[
2(1− ρ)a+ 2ρ

−pρ(1⊤
q b)

2λ(1− ρ+ pρ)
1p

]
= 0

这意味着 a 的各个分量全都相等, 同样的逻辑我们可以得到 b 的各个分量也全都相等, 记 a = a1p, b =

b1q, 从而利用式 (3) 和 (4), 我们可以得到

(1− ρ)pa2 + ρp2a2 = 1

(1− ρ)qb2 + ρq2b2 = 1

解得 a = ± 1√
p(1−ρ+ρp)

, b = ± 1√
q(1−ρ+ρq)

, 为了使得该最大化问题的目标函数最大, a 和 b 应该同号, 从
而该最大化问题的解为

(a, b) = (
1√

p(1− ρ+ ρp)
1p,

1√
q(1− ρ+ ρq)

1q)

或者
(a, b) = (− 1√

p(1− ρ+ ρp)
1p,−

1√
q(1− ρ+ ρq)

1q)

代入 a 和 b, 得到最大值为
ρ
√
pq√

(1− ρ+ ρp)(1− ρ+ ρq)

此为第一典则相关系数. 对应的第一典则变量为,

(ξ1,η1) = (a⊤x, b⊤y) = (± 1√
p(1− ρ+ ρp)

p∑
i=1

xi,±
1√

q(1− ρ+ ρq)

q∑
j=1

yj)

相似度/距离，配列 (seriation), 多维标度法（MDS）

Exercise 9. 证明在 p 维欧氏空间中至多存在 p+ 1 个点，它们两两之间的欧氏距离全相等。

证明. 记 x1, ..., xp+2 ∈ Rp,满足 ||xi−xj || = d, ∀i ̸= j. 令 yi = xi−x1, ∀i = 1, ..., p+2,则我们仍有 ||yi−
yj || = d, ∀i ̸= j, 同时我们还有 ||yi|| = d, ∀i = 2, ..., p + 2, 与 y1 = 0. 记 Y =

[
y1 . . . yp+2

]
p×(p+2)

.

则 G = Y ⊤Y 是一个秩至多为 p 的对称矩阵. 计算可以发现 y⊤
i yj = − ||yi−yj ||22−||yi||22−||yj ||22

2
= d2

2
, ∀i ̸=

j, i, j ≥ 2. 因此我们可以得到,

G =

[
0 0

0 G̃

]
而 G̃ = d2

2
Ip+1 +

d2

2
1p+11⊤

p+1 是一个秩为 p+ 1 的矩阵, 这迫使 G 的秩也为 p+ 1, 这与 G = Y ⊤Y 是相
矛盾的.

Exercise 10. 假设 S = (sij) 是 n× n 对称矩阵，sij ≥ 0，记 di =
∑n

j=1 sij , D = diag(d1, ..., dn)，假
设 di > 0, i = 1, ..., n。令拉普拉斯矩阵（Laplacian）L ≜ D − S，令 B = D−1S。

(a) 证明 L 是双向中心化的（即行和、列和都为 0），且 0 一定是 L 的最小特征根。
(b) 对任何 x = (x1, ..., xn)

T ∈ Rn，
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xTLx =
1

2

∑
1≤i,j≤n

sij(xi − xj)
2.

(c) 说明 B 的所有特征根 λ 都是实数，证明 |λ| ≤ 1，且 1 是最大特征根。
(d) (选) 若 sij > 0，我们称节点 i, j 是相邻的，记作 i ∼ j。证明 λ = −1 是 B 的特征根当且仅

当图所有 n 个节点可由两种颜色染色，使得相邻的节点不同色。

证明. (a)

L = (lij) =


d1

. . .
dn

−


s11 · · · s1n

...
sn1 · · · snn


n∑

i=1

lij = dj −
n∑

i=1

sij = 0

n∑
j=1

lij = di −
n∑

j=1

sij = 0

所以 L 是双向中心化的。由于 L 双向中心化，可知

L1 = D1− S1 = 0

0 为 L 的特征根，再由 (b) 知 L 半正定，所以 0 为 L 的最小特征根。
(b)

∀x =


x1

...
xn

 ∈ Rn×1，我们有

x⊤Lx

=x⊤(D − S)x

=
n∑

i=1

dix
2
i −

(
n∑

i=1

xisi1, . . . ,
n∑

i=1

xisin

)
x1

...
xn


=

n∑
i=1

n∑
j=1

sijx
2
i −

n∑
j=1

n∑
i=1

xjxisij

=
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

sij(xi − xj)
2

(c)
因为对任何方阵 A,B, AB 和 BA 有相同的非 0 特征根，故 B = D−1S 与 D−1/2SD−1/2 有相同

的非 0 特征根，后者是对称矩阵，特征根为实数，所以 B 的特征根全是实数。假设 λ 是 B 的一个特
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征根，对应的特征向量为 x = (x1, ..., xn)
T ̸= 0，则有特征方程

Bx = D−1Sx = λx,

记 |xk| = max1≤i≤n |xi|，必定 xk ̸= 0。考察特征方程两边的第 k 个分量

|λxk| =

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

skjxj

dk

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

j=1

skj |xj |
dk

≤
n∑

j=1

skj |xk|
dk

= |xk|

由此得 |λ| ≤ 1 (因为 xk ̸= 0)。另外，由 (a)，D1 = S1 ⇒ D−1S1 = 1，这表明 1是 B 的最大的特征根。
(d) 如果 λ = −1 是 B 的特征根，我们记其对应的特征向量为 v, 则我们有

Bv = λv

即
Sv = −Dv

从而
(S +D)v = 0

因此 ∀i,
n∑

j=1

sij(vi + vj) = 0, 若 sij > 0, 则必须有 vi = −vj , 这意味着节点 i 和 j 一旦相邻，那么其颜

色必不相同. 在图是全联通的情况下，整个图可以由两种颜色来染色.
如果整个图可以用两种颜色染色，相邻的节点颜色不同，记其中一种颜色的全体节点为 A, 另一种

颜色的全体节点为 B. 我们定义如下向量 vi =

1 i ∈ A

−1 i ∈ B
, 则

(Bv)i =
n∑

j=1

sij
di

vj

如果 sij > 0, 则说明 i 和 j 是相邻的, 此时按照我们对 v 的定义, 必须有 vi = −vj . 因此上式可以写为

(Bv)i =
n∑

j=1

sij
di

vj = −vi

n∑
j=1

sij
di

= −vi

从而我们得到了 Bv = −v. 因此 −1 是 B 的一个特征根.
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