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例5.  随机选取单位圆的一条弦，其长度大于圆内接等边三角形

边长 3的概率是多少？

“随机选取一个点”的含义只要指定该点（随机变量或向量）
就可以确定。但“随机选取一条弦”含义不是特别明确，这里
选取的是几何体，是点的集合，不同的理解可导致三个不同的
计算结果 ,  参见：

• 苏淳,冯群强 (2020) 概率论，P29.

• https://en.wikipedia.org/wiki/Bertrand_paradox_(probability)。

Bertrand 
Paradox

我们以几何概率问题“Bertrand Paradox”为例，回顾与单
位圆有关的均匀性问题（以及球对称分布与径向分布的关系）

单位圆内任意一点的极坐标表示:

𝑥1, 𝑥2 = 𝑟cos 𝜃 , 𝑟sin 𝜃 , 0 ≤ 𝑟 ≤ 1, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋
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解法2：在圆内随机地取一个点（黑点），垂直于径向以该点为中点
得一条弦（绿色）。这条弦如果落在三角形内切圆的内部(半径1/2)，

则弦长大于 3。内切圆面积是单位圆的1/4，故所求概率为1/4。

评注：解法2将随机性分布在整个圆内，概率
值由内切圆的面积占比得到，这实际上假设
了黑点 𝑥1, 𝑥2 ~𝑈 𝐵2 , 即极坐标满足：

• 𝜃~𝑈(0,2𝜋)，

• 𝑟 = 𝑥1
2 + 𝑥2

2~ 𝑈(0,1)

𝑟

3

1

解法1：在圆周上随机地选取两个点构成一个短弧，若弧的长度大

于
2𝜋

3
，则对应的弦长大于 3。故所求概率为1/3.

评注：解法1将随机性局限于圆周上，实际
上假设了随机选取的点服从圆周上的均匀分
布： 𝑥1, 𝑥2 ~𝑈(𝑆1),
• 𝜃~𝑈(0,2𝜋)
• 𝑟 ≡ 1
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解法3：在圆内随机地取一个点（黑点），同上得到绿色弦。旋转三

角形使得弦平行于等边三角形的一条边（蓝），该边平分红色线段，

若黑点落在蓝线上方，则弦长大于 3。黑点落在蓝线上下方的概率
都是1/2，故所求概率为1/2

评注：解法3假设极坐标满足

• 𝜃~𝑈 0,2𝜋 ，
• 𝑟~𝑈(0,1)，其密度𝑝 𝑟 = 1(0<𝑟<1)
由此可得 𝑥1, 𝑥2 的密度

𝑓 𝑥1, 𝑥2 =
1

2𝜋 𝑥1
2 + 𝑥2

2
, 𝑥1

2 + 𝑥2
2 ≤ 1

𝑟}

上面𝐱的概率密度𝑓 𝐱 由 𝐱 的分布 𝑝(𝑟)求得：

𝑓 𝐱 =
Γ

𝑛

2

2𝜋
𝑛
2 𝐱

𝑛−1
𝑝 𝐱 =

1

2𝜋 𝐱
𝑝 𝐱

解法3：𝑝 𝑟 = 1(0<𝑟<1) ⇒ 𝑓 𝐱 =
1

2𝜋 𝑥1
2+𝑥2

2
1(𝑥12+𝑥22≤1),

解法1：𝑝(𝑟) = 𝛿1(𝑟),在1处退化 ⇒ 𝑓 𝐱 =
1

2𝜋
𝛿1( 𝐱 )

𝑛 = 1
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总之，上述三种解法对于点 𝑥1, 𝑥2 = 𝑟cos 𝜃 , 𝑟sin 𝜃 的随机性都
假设了方向均匀：𝜃~𝑈 0,2𝜋 , 模长𝑟的随机性却有不同：

𝜃 𝑟 𝑓 𝑥1, 𝑥2

解法1 𝑈 0,2𝜋 1 𝑟=1 或𝛿1(𝑟) 1/2𝜋𝛿1(𝑥1
2 + 𝑥2

2)

解法2 𝑈 0,2𝜋 𝑈(0,1) 1/𝜋1(𝑥12+𝑥22≤1)

解法3 𝑈 0,2𝜋 𝑈(0,1) 1/[2𝜋 𝑥1
2 + 𝑥2

2 ] 1(𝑥12+𝑥22≤1)

注：橙色是三种解法所做的均匀性假设，都假设了角度/方向均匀，且

解法3假设了𝑟均匀：𝑟~𝑈 0,1 ，𝑝 𝑟 = 1, 即Beta(1,1)
解法2假设圆盘均匀，实际上假设了𝑟2~𝑈 0,1 , 𝑝 𝑟 = 2𝑟,即Beta(2,1)
解法1假设圆周上均匀 𝑟 ≡ 1 , 理解为Beta(∞,1)

从解法3到解法1， 𝑟 = 𝐱 在1附近的概率质量越来越大，解法1中𝑟在1处概率为
1，（广义）密度无穷大。

Beta(𝛼,1)的密度

𝑝𝛼 𝑟 = 𝛼𝑟𝛼−1, 0 < 𝑟 < 1,

如右图，𝛼 → ∞时，𝑝𝛼 𝑟 → 𝛿1 𝑟 .

𝛿1 𝑟 :广义函数,在1处非0，其它地方为0，积分为1
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至此，我们对球对称分布的半径/模长分布有了一些认
识，特别地，我们介绍了球对称随机向量 𝐱 的分布与
其模长 𝐱 的 分布之间的互相决定的关系。

对于方向𝐱/ 𝐱 的分布，即球面均匀分布在第一讲定理
1做了介绍，下面给出证明。

分布。）分布或多元（

迪里赫莱义迪利克雷面均匀分布。为此先定我们借助该表示研究球

，的表示：给出了第二讲定理

betaDirichlet

/

),,0(~||||/)(~4 1

nn

n INSU xxxuu 

−𝑓 𝑥1, 𝑥2 = −1/[2𝜋 𝑥1
2 + 𝑥2

2 ] 1(𝑥12+𝑥22≤1)
0点是奇点
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Dirichlet
分布

定义1：若随机向量𝐱 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛)
⊤的概率密度函数为

𝑝 𝐱 =
Γ(𝛼1 +⋯+ 𝛼𝑛+1)

Γ 𝛼1 ⋯Γ(𝛼𝑛+1)
ෑ

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖
𝛼𝑖−1 1 −෍

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖

𝛼𝑛+1−1

,

0 < 𝑥𝑖 < 1, 0 < 𝑥1 +⋯+ 𝑥𝑛 < 1,
我们称𝐱~Dirichlet(𝛼1, … , 𝛼𝑛; 𝛼𝑛+1).

注1：beta分布是𝑛 = 1时的Dirichlet分布：

𝑝 𝑥 =
Γ(𝛼1+𝛼2)

Γ 𝛼1 Γ(𝛼2)
𝑥
𝛼1−1(1 − 𝑥)𝛼2−1，0 < 𝑥 < 1, 

记作𝑥~Beta 𝛼1, 𝛼2 或𝑥~Dirichlet(𝛼1; 𝛼2).

镜像对称：𝑥~Beta 𝛼1, 𝛼2 ⇒ 1 − 𝑥~Beta 𝛼2, 𝛼1 。

注2：定义1 中若记𝑥𝑛+1 = 1 − σ𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖 ,则密度具有完美的对称

形式,因为σ𝑖=1
𝑛+1𝑥𝑖 = 1，𝑥𝑖 > 0，所以D分布是比率变量的分布。

狄利克雷(Dirichlete)分布

分号表示地位不同
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密度）。用上页的定义（有概率算时我们一般还是习惯没有概率密度，实际计

中在中间不再用分号），它和算简单（注意这里在形式上有对称性，计定义

。则称

度：中勒贝格测度有概率密关于：若定义

）。分布如下（参见形上定义带约束的上的退化分布。在单纯

）中单纯形（分布的定义实际上是注解：上页
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。使用定义的约束）考虑问题，即的空间上（去掉和为

维按照习惯，我们在低一射到单纯形上的分布。的时候将把球面分布映

面分布对应关系。我们考虑球分布与球面上的分布有所以

那么如果令
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命题5.  假设𝑧1, … , 𝑧𝑛, 𝑧𝑛+1独立，𝑧𝑖~Gamma 𝛼𝑖 , 𝛼𝑖 > 0,
𝑖 = 1,… , 𝑛 + 1. 令𝑡 = 𝑧1 +⋯+ 𝑧𝑛 + 𝑧𝑛+1，

𝑥𝑖= 𝑧𝑖/𝑡 = 𝑧𝑖/(𝑧1+⋯+ 𝑧𝑛+1), 𝑖 = 1, … , 𝑛，

则𝐱 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛)
⊤与𝑡独立， 𝑡~Gamma(σ𝑖=1

𝑛+1𝛼𝑖)且
𝐱~Dirichlet(𝛼1, … , 𝛼𝑛; 𝛼𝑛+1).

证明：容易验证Jacobi  𝐽 = 𝐽 𝑧1, … , 𝑧𝑛, 𝑧𝑛+1 → 𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑡 = 𝑡𝑛.

注意𝑧𝑖 = 𝑥𝑖𝑡, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑧𝑛+1 = 𝑡 − 𝑡 σ𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖, 所以𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑡的联合密度

𝑝(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑡)

= ς𝑖=1
𝑛 1

Γ 𝛼𝑖
(𝑥𝑖𝑡)

𝛼𝑖−1𝑒−𝑥𝑖𝑡
1

Γ 𝛼𝑛+1
(𝑡 − 𝑡 σ𝑖=1

𝑛 𝑥𝑖)
𝛼𝑛+1−1𝑒−(𝑡−𝑡 σ𝑖=1

𝑛 𝑥𝑖) × 𝐽

=
Γ(σ𝑖=1

𝑛+1𝛼𝑖)

Γ 𝛼1 ⋯Γ(𝛼𝑛+1)
ෑ

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖
𝛼𝑖−1 1 −෍

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖

𝛼𝑛+1−1 1

Γ(σ𝑖=1
𝑛+1𝛼𝑖)

𝑡𝛼1+⋯+𝛼𝑛+1−1𝑒−𝑡

所以𝑡 = 𝑧1 +⋯+ 𝑧𝑛+1~Gamma(σ𝑖=1
𝑛+1𝛼𝑖)， 𝑡与𝑥1, … , 𝑥𝑛独立，且 𝐱 =

(𝑥1, … , 𝑥𝑛)
⊤ ~Dirichlet(𝛼1, … , 𝛼𝑛; 𝛼𝑛+1).
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推论1.  假设𝑧1, … , 𝑧𝑛, 𝑧𝑛+1独立，𝑧𝑖~𝜒𝑑𝑖
2 , 𝑖 = 1, … , 𝑛 + 1. 令

𝑡 = 𝑧1 +⋯+ 𝑧𝑛 + 𝑧𝑛+1, 𝑥𝑖~
𝑧𝑖

𝑡
=

𝑧𝑖

𝑧1+⋯+𝑧𝑛+1
, 𝑖 = 1, … , 𝑛，

则𝐱 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛)
⊤与𝑡独立，且𝐱~Dirichlet(𝑑1/2, … , 𝑑𝑛/2; 𝑑𝑛+1/2).

.)2/(2/  2 分布，所以有如下推论因为 kGamma
d

k 

特别地，𝑛 = 1时，
𝜒𝑛
2

𝜒𝑛
2+𝜒𝑚

2 ~Dirichelet(𝑛/2;𝑚/2) = Beta(𝑛/2,𝑚/2)

(两个卡方r.v.独立)

推论2.  假设𝐱 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛)
⊤~Dirichlet(𝛼1, … , 𝛼𝑛; 𝛼𝑛+1),则对任何1 ≤

𝑘 ≤ 𝑛, (𝑥1, … , 𝑥𝑘)
⊤~Dirichlet(𝛼1, … , 𝛼𝑘; 𝛼𝑘+1 +⋯+ 𝛼𝑛+1),

特别地，𝑥𝑖~Dirichlet 𝛼𝑖; 𝛼 − 𝛼𝑖 = Beta(𝛼𝑖 , 𝛼 − 𝛼𝑖), 其中𝛼 = σ𝑗=1
𝑛+1𝛼𝑗
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证：假设 𝑧1, … , 𝑧𝑛, 𝑧𝑛+1独立，𝑧𝑖~Gamma 𝛼𝑖 , 𝛼𝑖 > 0, 𝑖 = 1,… , 𝑛 + 1，记

𝑥𝑖 = 𝑧𝑖/(𝑧1 +⋯+ 𝑧𝑛 + 𝑧𝑛+1), 𝑖 = 1, … , 𝑛

𝐱 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛)
⊤ = (𝑧1, … , 𝑧𝑛)

⊤ /(𝑧1 +⋯+ 𝑧𝑛 + 𝑧𝑛+1)

则

𝐱 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛)
⊤~Dirichlet(𝛼1, … , 𝛼𝑛; 𝛼𝑛+1),

记 ǁ𝑧𝑘+1 = 𝑧𝑘+1 +⋯+ 𝑧𝑛+1~Gamma(σ𝑖=𝑘+1
𝑛+1 𝛼𝑖)，则

(𝑥1, … , 𝑥𝑘)
⊤ = (𝑧1, … , 𝑧𝑘)

⊤ /(𝑧1 +⋯+ 𝑧𝑘 + ǁ𝑧𝑘+1) ,

对𝑧1, … , 𝑧𝑘 , ǁ𝑧𝑘+1再次应用命题5，

(𝑥1, … , 𝑥𝑘)
⊤ = (𝑧1, … , 𝑧𝑘)

⊤/(𝑧1 +⋯+ 𝑧𝑘 + ǁ𝑧𝑘+1) ~Dirichlet(𝛼1, … , 𝛼𝑘;

𝛼𝑘+1 +⋯+ 𝛼𝑛+1),

 ,)()1()var(,)(/

,...,),...,(),  ;,...,(~

1

111111

T

T

θθθxθxαθ

αx


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球面均匀分布的边际分布

为了研究𝐮~𝑈(𝑆𝑛−1)的边际分布，我们可以采用两种策略

 通过𝐮的球坐标计算；

 利用𝐮的随机表示以及Dirichlete分布的性质。

我们首先以𝑛 = 3情形为例，利用球坐标方法计算𝑈(𝑆2)的一元边际
分布。更高维情况下，球坐标方法求解多元边际分布较为复杂，我
们将采用第二种方法。

例6(参见hw2.2). 假设 𝑥, 𝑦, 𝑧 ~ 𝑈 𝑆2 ，其极坐标表示(下图)：

𝑥 = 𝑟cos(𝜃),
𝑦 = 𝑟sin(𝜃)cos(𝜑),
𝑧 = 𝑟sin(𝜃)sin(𝜑),
0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋, 0 ≤ 𝜑 < 2𝜋,

𝐽 𝑥, 𝑦, 𝑧 → 𝑟, 𝜃, 𝜑 = 𝑟sin(𝜃).

𝑟 = 1
𝑧

𝑦

𝑥

球坐标
方法
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由第二讲定理2，(𝜃, 𝜑)的概率密度函数:

𝑞 𝜃, 𝜑 =
𝐽

|𝑆2|
=

1

4𝜋
sin 𝜃 =

1

2
sin 𝜃 ×

1

2𝜋

所以

𝜑~𝑈 0,2𝜋 , 𝜃~𝑓 𝜃 =
1

2
sin 𝜃 ，0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋，

⇒ 𝑥 = cos 𝜃 ~𝑈 −1,1 ⇒ 𝑦, 𝑧~𝑈 −1,1 ，但𝑥, 𝑦, 𝑧不独立。

𝑅

阿基米德定理：半径为𝑅的三维球中，径向高度为ℎ的球冠
的表面积𝑆 = 2𝜋ℎ𝑅（ 𝑆是ℎ的线性函数）。

证明：因为球面上服从均匀分布的点(𝑥, 𝑦, 𝑧)的坐标
𝑥~𝑈(−𝑅, 𝑅), 该点落在高度为ℎ的球冠上的概率

𝑃 𝑅 − ℎ < 𝑥 < 𝑅 = ℎ/2𝑅 = 𝑆/(4𝜋𝑅2) ⇒ 𝑆 = 2𝜋ℎ𝑅

这也是任何径向高度为ℎ的球台的表面积。

二元边际 𝑥, 𝑦 = (cos 𝜃 , sin(𝜃)cos(𝜑)) 的分布？

𝑞 𝛉 =
Γ(𝑛/2)

2𝜋𝑛/2
sin𝑛−2(𝜃1) sin

𝑛−3(𝜃2)⋯ sin(𝜃𝑛−2)
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定理5（第一讲定理1）. 假设 𝐮 = (𝑢1, … , 𝑢𝑛)
⊤~𝑈(𝑆𝑛−1)，则对

任何1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1, 𝐮1 = (𝑢1, … , 𝑢𝑘)
⊤的概率密度：

𝑓𝑛,𝑘 𝐮1 =
Γ(𝑛/2)

𝜋𝑘/2Γ((𝑛−𝑘)/2)
(1 − 𝐮1

2)(𝑛−𝑘−2)/2, 𝐮1 ≤ 1.

大致思路如下：𝐮~𝑈(𝑆𝑛−1)可以随机表示为标准正态随机向
量的单位化：

𝐮 = 𝐱/ 𝐱 ， 𝐱 ~𝑁𝑛(𝟎, 𝐼𝑛),

其“平方(诸分量平方)”

𝐮𝟐 = (𝑢1
2, … , 𝑢𝑛

2)⊤ =
𝐱𝟐

𝐱 𝟐~Dirichlete，

而Dirichlete的边际可由推论2得到。反变换（开平方）即可
得到𝐮的边际。

下面利用𝐮~𝑈(𝑆𝑛−1)的随机表示证明。

随机表
示方法
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证明：不妨假设𝐮 = 𝐱/ 𝐱 ,其中𝐱 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛)
⊤~𝑁𝑛(𝟎, 𝐼𝑛),

所以𝑢𝑖 = 𝑥𝑖/ 𝑥1
2 +⋯+ 𝑥𝑛

2,  令 𝑦𝑖 = 𝑢𝑖
2 = 𝑥𝑖

2/(𝑥1
2+⋯+ 𝑥𝑛

2)，

则𝐲 = (𝑦1, … , 𝑦𝑘)
⊤~Dirichlet

1

2
, … ,

1

2
;
𝑛−𝑘

2
,概率密度函数为

𝑓 𝐲 =
Γ

𝑛
2

Γ
𝑛
2

𝑘
Γ

𝑛 − 𝑘
2

𝑦1
−1/2

⋯𝑦𝑘
−1/2

1 − (𝑦1+⋯+ 𝑦𝑘)
(𝑛−𝑘)/2−1

𝐲 = (𝑦1, … , 𝑦𝑘)
⊤到𝐮1 = (𝑢1, … , 𝑢𝑘)

⊤的变换不是一一映射：

𝐮1 = (± 𝑦1, … , ± 𝑦𝑘)
⊤，

因为对称性，我们仅考虑一种情况： 𝐮1 = ( 𝑦1, … , 𝑦𝑘)
⊤

（共 2𝑘种），其Jacobi 𝐽+ 𝐲 → 𝐮1 = 2𝑘𝑢1⋯𝑢𝑘, 所以𝐮1的概率密度

𝑓𝑛,𝑘 𝐮1 = 𝑓 𝑢1
2, … . , 𝑢𝑘

2 × 𝐽+(𝐲 → 𝐮1)/2
𝑘

=
Γ(𝑛/2)

𝜋𝑘/2Γ((𝑛−𝑘)/2)
(1 − 𝐮1

2)(𝑛−𝑘−2)/2, 𝐮1 ≤ 1.
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推论1. 𝑈(𝑆𝑛−1)的一元边际分布称为Wigner球对称
分布：

𝑓𝑛,1 𝑢1 =
Γ(𝑛/2)

𝜋1/2Γ((𝑛−1)/2)
(1 − 𝑢1

𝟐)(𝑛−3)/2, |𝑢1| < 1.

换言之，
1

2
(𝑢1 + 1)~𝐵𝑒𝑡𝑎

𝑛−1

2
,
𝑛−1

2
,

𝑓𝑛,1 𝑢1

高维球面
的面积大
部分集中
于赤道带

• 对任何𝑛 > 1, 𝐸(𝑢1) = 0, var 𝑢1 = 1/𝑛.

• 一元边际𝑢1集中于0附近, 由切比雪夫不等式(concentration inequality)

𝑃(|𝑢1 < 𝜀 > 1 −
1

𝑛𝜀2

当𝑛 → ∞时, 𝑃(|𝑢1 < 𝜀 → 1,高维球面面积大部分在赤道带附近.

• 𝑛 = 2时, 𝑢1~𝑓2,1 𝑢1 =
1

𝜋 1−𝑢1
2
, |𝑢1| < 1 (arcsin law).

• 𝑛 = 3时, 𝑢1~𝑓3,1 𝑢1 = 1/2, |𝑢1| < 1 (阿基米德)；

• 当𝑛 → ∞时， 𝑛𝑢1 ⟶𝑁 0, 1 ，𝑢1近似服从𝑁 0, 𝑛−1𝑑

𝑅3特殊！

推论2. (降2个维度仍然均匀) 𝑈 𝑆𝑛−1 的𝑘 = 𝑛 − 2元边际分布 :

𝑓 𝐮𝟏 =
Γ(𝑛/2)

𝜋(𝑛−2)/2
， 𝐮1 = 𝐮 1: 𝑛−2 ∈ 𝐵𝑛−2

是𝑅𝑛−2中单位球内的均匀分布𝑈 𝐵𝑛−2

推广的阿
基米德定
理
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  有分量独立。服从球对称分布，且所

定理：

xx  ,0~ 

Hershell-Maxwell

2 nn IN 

证明参见 M.Bilodeau, D.Brenner （1999）P51

球对称分
布随机向
量的生成

多元球对称分布正交变换不变，概率密度仅与模长有关，即模长
𝐱 的一元分布𝑝(𝑟)唯一决定了𝐱的多元球对称分布𝑓(𝐱)。不同的一

元分布 𝑝 𝑟 , 𝑟 > 0 (比如beta, gamma, 𝜒等分布）导致不同的球分布。

其中𝑁𝑛(0, 𝐼𝑛)分布由𝜒𝑛（以及球面均匀分布）生成。

但我们更为熟悉的多元标准正态随机向量的生成方式是：

𝑥1, … . , 𝑥𝑛 iid ~𝑁(0,1) ⇒ (𝑥1, … . , 𝑥𝑛)
⊤~𝑁𝑛 0, 𝐼𝑛

问题：其它球对称分布是否也可以由𝑛个独立同分布的一元随机变
量拼接得到？

Maxwell-Hershell定理说明正态是唯一的：
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椭球分布

假设𝐱服从球对称分布，密度函数为𝑓(𝐱) = ℎ( 𝐱 ), 𝐱 ∈ 𝑅𝑛。给定常数
向量𝛍 ∈ 𝑅𝑛和 𝑛阶正定矩阵Σ，则𝐲 = Σ1/2 𝐱 + 𝛍的分布称为椭球分布：

𝐲 = Σ1/2 𝐱 + 𝛍 ~ 𝐸𝑝(𝛍, Σ)

其概率密度函数为

𝑔 𝐲 = |Σ|−1/2 ℎ((𝐲 − 𝛍)⊤Σ−1(𝐲 − 𝛍))

𝐸𝑝(𝛍, Σ)的均值为𝛍，协方差为Σ。

假设𝐱服从标准的多元正态分布𝑓 𝐱 =
1

(2𝜋)𝑛/2
exp (− 𝐱 2/2), 则𝐲 = Σ1/2

𝐱 + 𝛍的概率密度函数为

𝑔 𝐲 =
1

(2𝜋)𝑛/2|Σ|1/2
exp(−(𝐲 − 𝛍)⊤Σ−1(𝐲 − 𝛍)/2)

这称为多元（椭球）正态分布， 𝐲~𝑁𝑛(𝛍, Σ).

同样，由标准的多元Cauchy分布 𝑝 𝐱 =
Γ((𝑛+1)/2)

𝜋(𝑛+1)/2
(1 + 𝐱 𝟐)−

𝑛+1

2 ，

我们可生成一般的多元(椭球) Cauchy分布：

𝑔 𝐲 =
Γ((𝑛 + 1)/2)

𝜋(𝑛+1)/2
|Σ|−1/2(1 + (𝐲 − 𝛍)⊤Σ−1(𝐲 − 𝛍))−

𝑛+1
2
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球对称分布总结：

 多元标准正态分布是正交不变 或球对称 的

𝐱 ~𝑁𝑛(0, 𝐼𝑛) ⇒ 𝐻𝐱 ~𝑁𝑛(0, 𝐼𝑛)

其中𝐻是正交矩阵。𝐱的分布由其模长𝑟=|| 𝐱 ||的分布即χ分布(根
号卡方)和球面均匀分布唯一决定：

𝐱 = 𝐮𝑟，𝐮~𝑈 𝑆𝑛−1 , 𝑟~𝜒𝑛, 𝑟 ⫫ 𝐮

 任何球对称分布满足𝐱 = 𝐻𝐱 (𝐻正交), 都有表示

𝐱 = 𝐮𝑟，𝐮~𝑈 𝑆𝑛−1 ，𝑟 ⫫ 𝐮

它由𝑟的分布唯一决定（考虑到球面均匀分布的唯一性）。

 对球对称随机向量做仿射变换𝐲 = 𝐴𝐱 + 𝛍, 则我们得到一大类
椭球分布（包括𝑁𝑛(𝛍, 𝐴𝐴

⊤)）。

𝑑

𝑑

𝑑
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（第二讲）引理1：若随机向量 𝐱 = 𝐲，则𝑔 𝐱 = 𝑔 𝐲 ,其中
𝑔是任一（可测）向量函数。

𝑑𝑑

注：函数𝑔几乎没有任何限制（但需可测），该引理的关键是：

等号两边的随机向量内部做同样的运算/函数，分布依旧相同。

例子：已知 𝐱 = 𝐲，何时 𝐱 + 𝐳 = 𝐲 + 𝐳？
𝑑 𝑑

𝑑

𝑑

由引理1，一个充分条件是

𝐱
𝐳

=
𝐲
𝐳

在两边同时应用函数𝑔 𝐚, 𝐛 = 𝐚 + 𝐛, 得𝐱 + 𝐳 = 𝐲 + 𝐳
特别地，当𝐳与𝐱, 𝐲都独立时成立。

𝑑
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第二讲命题3的证明本质上应用了下述引理（参见Bilodeau&Brenner P21-22）

引理2 (Cramer-Wold定理) 假设随机向量𝐱，𝐲 ∈ 𝑅𝑛 ，则

𝐱 = 𝐲⇔ 𝐭⊤𝐱 = 𝐭⊤𝐲, ∀ 𝐭 ∈ 𝑆𝑛−1。𝑑𝑑

证明:(⇒)由引理1立得。
(⇐)对任何∀ 𝐭 ∈ 𝑅𝑛, 𝐭/ 𝐭 ∈ 𝑆𝑛−1, 𝐭⊤𝐱/ 𝐭 = 𝐭⊤𝐲/ 𝐭

⇒ 𝐭⊤ 𝐱 = 𝐭⊤𝐲 ⇒ 特征函数 𝐸 exp 𝑖 𝐭⊤𝐱 = 𝐸 exp 𝑖 𝐭⊤𝐲 ⇒ 𝐱 = 𝐲

𝑑

𝑑𝑑

注：原始的Cramer-Wold定理是关于依分布收敛的

Cramer-Wold定理：

假设 𝐱𝑛, 𝐱 ∈ 𝑅𝑛,则 𝐱𝑛→
𝑑
𝐱 ⟺ 𝐭⊤𝐱𝑛→

𝑑
𝐭⊤𝐱, ∀ 𝐭 ∈ 𝑆𝑛−1或∀ 𝐭 ∈ 𝑅𝑛.
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补充说明：𝜒𝑛的渐近分布

证1(delta方法):  首先将条件(𝜉𝑛 − 𝑛)/ 2𝑛 ⟶ 𝑁(0,1)改写成标准形式

(𝜉𝑛−𝑛)/ 𝑛 = 𝑛(𝜉𝑛/𝑛 − 1)⟶𝑁(0,2)

应用delta方法𝑔(𝑥) = 𝑥, 𝑔′ 1 = 1/2,

𝑛 𝑔 𝜉𝑛/𝑛 − 𝑔 1 = 𝑛( 𝜉𝑛/𝑛 − 1)⟶ 𝑁(0,2 × 1/4)

即 𝜉𝑛 − 𝑛⟶ 𝑁(0,1/2).
𝑑

𝑑

𝑑

Delta方法：若 𝑛(𝑋𝑛 − 𝜃)⟶ 𝑁 0, 𝜎2 , 则

𝑛(𝑔(𝑋𝑛) − 𝑔(𝜃))⟶ 𝑁 0, 𝜎2𝑔′ 𝜃 2 .

𝑑

𝑑

第二讲P9：假设𝜉𝑛~𝜒𝑛
2，我们已知𝑛 ⟶ ∞时，

(𝜉𝑛 − 𝑛)/ 2𝑛 ⟶ 𝑁(0,1)，

或近似地𝜉𝑛~𝑁 𝑛, 2𝑛 ,则一定有 𝜉𝑛 − 𝑛⟶ N(0,1/2)

𝑑

𝑑

𝑑
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证2： 𝜉𝑛 − 𝑛 =
𝜉𝑛−𝑛

𝜉𝑛+ 𝑛
=

(𝜉𝑛−𝑛)/ 𝑛

𝜉𝑛/𝑛+1
,

因为
𝜉𝑛−𝑛

𝑛
⟶𝑁(0,2)，而𝜉𝑛可表示为𝑛个独立标准正态随机变量

平方和，由大数律 𝜉𝑛/𝑛⟶1 ，

由Slusky引理， 𝜉𝑛 − 𝑛 ⟶ 𝑁(0,1/2).

𝑑

𝑃

Slusky引理: 𝑋𝑛 ⟶𝑋, 𝑌𝑛⟶ c,则

𝑋𝑛+ 𝑌𝑛⟶ 𝑋+ c, 𝑋𝑛𝑌𝑛 ⟶ 𝑐𝑋, 𝑋𝑛/𝑌𝑛 ⟶ 𝑋/𝑐

𝑑

𝑑

𝑃

𝑑 𝑑

𝑑
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