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许宝騄（Pao-Lu Hsu, 1910年9月1日－1970年12月18日），字闲

若，浙江省杭州府仁和县人，生于北京，中国现代数学家，概
率论、数理统计学科的开创者。中央研究院院士。

幼年经历

许宝騄出身于浙江杭州的名门世家，生于北京。幼年随父亲赴任，曾经寓居
天津、杭州等地，10岁起学作文言文。1928年考入燕京大学理学院。 1929

年，转入清华大学数学系。当时，他的老师有熊庆来、孙光远、杨武之等人，
共同学习的有华罗庚、柯召等人。1933年，许宝騄毕业获得理学士学位，经
考试录取赴英国留学，但在体检时发现他体重太轻而不合格，故未能成行。

1934年，许宝騄出任北京大学数学系助教，担任正在北京大学访问的美国哈
佛大学教授奥斯古德的助教，任职两年至1936年。在此两年中，许宝騄做了
许多数学分析方面的习题，并掌握了矩阵这一工具，精于分块演算。

1936年，许宝騄再度考取赴英国留学，派赴伦敦大学学院统计系，师从奈曼和皮
尔逊，学习数理统计并攻读博士学位。从1936年至1940年，许宝騄一直是伦敦大
学学院的研究生。1938年，许宝騄发表了3篇论文。当时，伦敦大学学院规定数
理统计方向取得哲学博士学位，必须寻一新的统计量，编制一张统计量的临界值
表，但许宝騄成绩优异，研究成果突出，成为首位破格采用统计实习的口试代替
统计量临界值表的学生。1938年，许宝騄获哲学博士学位。

留学英国
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西南联大、哥大和北卡罗莱纳

抗日战争爆发后，许宝騄决定回国，1940年抵达昆明，成为北京大学数
学系教授，任教于西南联合大学，一直任至1945年。钟开莱、王寿仁、
徐利治等人都是他的学生。

1938年，系主任耶日·内曼应聘赴美国加州大学伯克利分校执教，内曼推荐许宝騄升为
伦敦大学学院讲师，接替他在伦敦大学学院授课。1939年，许宝騄发表两篇论文，
1940年发表3篇论文。其中两篇论文是数理统计学的重要文献，为多元统计分析以及
内曼-皮尔逊理论中的奠基性工作，由此许宝騄于1940年获得科学博士学位。

文革期间

此次回国后不久，许宝騄发现自己已经患肺结核。文革开始许宝騄与他的同事都遭大巨

大的折磨，他的学生张尧庭表示，文革中期，许宝騄老师仍在研究组合数学中的问题。
1966年开始，许宝騄拖着病躯，一步三歇应命前往指定地点接受批斗，如是三年。捱至
1970年底终于不支死去。其兄许宝骙著文回忆：“文化大革命中，宝騄身蒙灾难，兢兢

自克。亲属往访，辄闭门不纳；偶或遥遥一望，便挥手令去，不交一言，其精神痛苦可
想见矣！宝騄偶染肺炎，不数日，竟在家属毫无所闻情况下溘然长逝。……数页写着未竞
的残稿散落在地，见之凄然掩涕，怆然神伤而已！”

1945年秋，许宝騄应邀赴美国加州大学伯克利分校及哥伦比亚大学担任访问教授，
各授课一个学期，学生中包括T. W. Anderson、Erich Leo Lehmann等人。1946年，
许宝騄来到北卡罗莱纳大学任教。1947年许宝騄回到北京大学。
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多元正态分布

随机向量/相依随机变量的概率模型（即多元分布）不太丰富，
最常见的是多元正态分布。误差正态的时间序列、纵向数据模型
实际上是具有特殊结构的多元正态模型。 其它多元分布还有球
对称分布、椭球分布、马氏随机场、 Copula等。

第二讲我们通过仿射变换，从球对称的多元标准正态分布得到了
椭球多元正态分布，这其实是多元正态分布的一种定义方式：

。记作

的多元正态分布，，服从参数为常数向量，则称

是常数矩阵，是。假设密度为

的联合即：假设随机向量（多元正态，许宝騄）定义
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定义1最常见的情况是取𝑞 = 𝑝, 𝐴 = Σ1/2, 其中Σ > 0，此时

𝐱 = Σ1/2𝐳 + 𝛍~𝑁𝑝(𝛍, Σ)

由此由𝐳的分布立得（非退化） 𝐱的密度如定义2所示

（Jacobi 𝐽 𝐳 → 𝐱 = Σ−1/2 = 1/|Σ|1/2）。

非退化的多元正态分布一般基于该密度定义：

 。记作

元正态分布，服从正定矩阵，则称为，其中参数

，

的概率密度函数为维随机向量若非退化多元正态定义
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非退化情形下定义1和定义2等价。

多元正
态定义2

下面除非特别声明，总假设Σ > 0.
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定义1这种生成方式或者表示方式使得我们很容易地从标准多元正态的
性质推导出一般多元正态的性质。上述密度求解即是一例。再如：

证：由𝐸 𝐳 = 𝟎, var 𝐳 = 𝐼𝑝, 容易得到𝐱的均值和方差

𝐸 𝐱 = 𝛍，var 𝐱 = var Σ1/2𝐳 = Σ

性质1：𝑁𝑝(𝛍, Σ)的均值和方差为𝛍， Σ

证：Σ12 = 0时，
𝐱1
𝐱2

= Σ1/2𝐳 + 𝛍 =
Σ11
1/2

𝐳1

Σ22
1/2

𝐳2
+𝛍

性质2： 𝐱~𝑁𝑝(𝛍, Σ)，划分𝐱 =
𝐱1
𝐱2

， Σ =
Σ11 Σ12
Σ21 Σ22

，则

𝐱1 ⫫ 𝐱2⇔ Σ12= 0，
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注：这当然也可作为多元正态的一个等价定义。

P7-9的内容已熟知，可略过。
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  。，其中

布：依然是（多元）正态分则边际分布和条件分布长度为其中

，，，划分若定理
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第二式

第一式

证：由

表述：）也可由逆矩阵的是，条件分布（定理我们（可能）不太熟悉 13 
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P9之后的内容是定理3的重新表述，即高斯图模型



11

的哪些分量为零。只需考察向量

，分量等于那些是标量，因而为了判断时，当

，的另一种表达：给出了推论

之后才能判定。的逆，以及计算乘积矩阵计算

？这包含了哪些分量为无关即的哪些分量与中

））（定理回归函数的情形我们尤其关心
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推论1.  假设 𝐱~𝑁𝑝 𝜇, Ω−1 , 记𝐱−𝑖为𝐱中除了第𝑖个分量之外的

其它分量组成的向量：𝐱−𝑖 = (𝑥1, … , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, … , 𝑥𝑛)
⊤, 记

Ω = 𝜔𝑖𝑗 , 则

𝑥𝑖|𝐱−𝑖~𝑁1 𝜇𝑖 − σ𝑗≠𝑖𝜔𝑖𝑗 𝑥𝑗 − 𝜇𝑗 /𝜔𝑖𝑖 , 1/𝜔𝑖𝑖 ，

特别地，𝜔𝑖𝑗 = 0 ⇔ 𝑥𝑖 ⫫ 𝑥𝑗|𝐱−(𝑖,𝑗) （条件独立/马氏性）

这是定理3*的直接推论，其中需要说明的是：
𝜔𝑖𝑗 = 0 ⇒ 𝑥𝑖|𝐱−𝑖 = 𝑥𝑖|𝑥𝑗 , 𝐱−(𝑖,𝑗)的分布与𝑥𝑗无关，这表明在给定

𝐱−(𝑖,𝑗)的条件下， 𝑥𝑖与𝑥𝑗条件独立。

下一讲我们将使用更简单的方式得到这个结果。
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