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局部马氏性:

𝑝 𝑥𝑖 𝐱−𝑖 = 𝑝 𝑥𝑖 𝐱𝑛𝑒(𝑥𝑖)

给定𝑥𝑖的邻域𝑛𝑒(𝑥𝑖)，𝑥𝑖与不相邻的蓝点独立.
蓝点通过邻域𝑛𝑒(𝑥𝑖)对𝑥𝑖发生影响。
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利用分块矩阵的逆，上一讲定理3*及其推论1将多元正态分布的条
件分布用协方差矩阵Σ的逆矩阵Ω = Σ−1表达了出来，但从Σ到Σ−1

的转换看起来并不自然。

从多元正态概率密度函数的形式来看，这是比较显然的。记Ω =
Σ−1 = 𝜔𝑖𝑗 ,则我们可以展开二次型：

Recap:从Σ到Σ−1

𝑓 𝐱 = 𝐶 exp −
𝐱⊤Σ−1𝐱

2
= 𝐶exp −

𝐱⊤Ω𝐱

2

= 𝐶 exp −
1

2
σ𝑖,𝑗𝜔𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 ,    

不妨设𝛍 = 𝟎

例如，如果系数𝜔𝑖𝑗 = 0，上述二次型中没有交叉项𝑥𝑖𝑥𝑗，则

可分拆概率密度，得到独立或条件独立性质。

Σ−1称为精度矩阵(precision matrix)

𝐶 =
1

(2𝜋)𝑛/2|Σ|1/2
=

|Ω|1/2

(2𝜋)𝑛/2
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条件独立。与时，则给定

得联合概率密度函数（未必是概率密度）使，若存在函数

独立。和，则得（未必是概率密度）使

，，若存在函数的联合概率密度函数和假设随机向量

引理
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我们将会用到独立性、条件独立性的如下简易证明或计算方法：

独立与条
件独立
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注：(1),(3)说明，对于多元正态，条件独立⇔条件不相关

这里我们通过展开多元正态密度函数中的二次型，再次得到第4
讲定理3*的推论1，并得到更多结论。
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条件独立。可分解为所以

，时，二次型无交叉项当
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分布是二元正态分布。二次型，因此上述条件正定的指数上是

的一次项或

的条件概率密度为条件下，给定
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，即方差阵为协方差矩阵，假设该协下面只需确定该分布的
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高斯图模型基于精度矩阵或偏相关系数矩阵的0元素，将变
量之间的关系以无向图(undirected graph/network)表达出来。
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等价性不平凡。

马氏随机场的定义：
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例2.   88个学生5门数学成绩相关系数矩阵如下, 

我们关心的问题比如有：统计课成绩与力学成绩的相关系数是
0.39， 学好力学对学好统计有帮助吗？我们假设5门课程成绩联合
服从多元正态分布。

Mechanics Vectors Algebra Analysis Stat

Mechanics 1.00 0.55 0.55 0.41 0.39

Vectors 0.55 1.00 0.61 0.49 0.44

Algebra 0.55 0.61 1.00 0.71 0.66

Analysis 0.41 0.49 0.71 1.00 0.61
Stat 0.39 0.44 0.66 0.61 1.00



Mechanics Vectors Algebra Analysis Stat

Mechanics 1.00 0.32 0.24 -0.01 0.02
Vectors 0.32 1.00 0.28 0.09 0.03

Algebra 0.24 0.28 1.00 0.43 0.34
Analysis -0.01 0.09 0.43 1.00 0.26

Stat 0.02 0.03 0.34 0.26 1.00

12

条件相关性系数矩阵如下：

高亮部分认为是0

给定Algebra时, (Analysis, Stat) 
与 (Vectors, Mechanics) 独立

图表示：
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附录1：GLASSO - Graphical lasso

例2中我们将接近于0的偏相关系数当成0，推断除了图模型的结构。
Friedman et al. (2007) 提出graphical lasso 方法，通过在多元正态似然函
数基础上惩罚精度矩阵的L1模，将较小的样本偏相关系数自动估计为
0. 极大化惩罚似然：

参见：Friedman, J., Hastie, T. and Tibshirani, R. (2007). Sparse inverse covariance 
estimation with the graphical lasso, Biostatistics 9: 432-441.

𝑙𝑜𝑔 det Ω − 𝑡𝑟 𝑆Ω − 𝜆 Ω 1

其中𝑆为样本协方差矩阵， Ω 1 = σ |𝜔𝑖𝑗|.

细节：
基于数据𝐱1, … , 𝐱1 iid ~𝑁𝑛 𝜇, Σ ,极大似然法求解Σ归结于极大化

𝑙𝑜𝑔 det Ω − 𝑡𝑟 𝑆Ω , Ω = Σ−1

其中𝑆为样本协方差矩阵。极大似然估计为෠Σ = 𝑆。GLASSO在此
基础上增加了一个惩罚。
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(无向)图由节点(node,vertex)和它们之间的连线(边,edge)组成。
图𝐺 = (𝑉, 𝐸)，节点集合𝑉, 边集合𝐸。
节点𝑖, 𝑗 ∈ 𝑉之间有边，记作(𝑖, 𝑗) ∈ 𝑉, 或 𝑖~𝑗.

图模型/

马氏随
机场

图graph

𝑥𝑖 ⫫ 𝐱−𝑛𝑒 𝑖 |𝐱𝑛𝑒 𝑖 ⇔ 𝑝 𝑥𝑖 𝐱−𝑖 = 𝑝 𝑥𝑖 𝐱𝑛𝑒(𝑖)

图模型(graphical model)或马氏随机场(Markov random fields, MRF)
以无向图(graph) 表示多个变量之间的条件相依或条件独立关系。
图的节点是随机变量，条件不独立的节点/变量之间连线，构成图
的边, 条件独立变量之间不连线。

附录2：一般的图模型/马氏随机场

这里以及后面，𝑝(⦁)表示概率密度(连续)或概率函数(离散).

对任一节点𝑖 (或𝑥𝑖)，定义其领域为所有与𝑖有连结的节点集合

𝑛𝑒 𝑖 = 𝑗: 𝑗~𝑖 , 

即所有与𝑥𝑖条件不独立的随机变量的集合。换言之，图模型用
不连线的方式表示条件独立（马氏性质）：

当节点变量服从多元正态分布，称为高斯图模型或高斯马氏随机场
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𝑥1 𝑥2 𝑥3

例如，随机变量𝑥1, 𝑥2, 𝑥3，假设 𝑥1 ⫫ 𝑥3|𝑥2 ⇔ 𝑃(𝑥3|𝑥1, 𝑥2) = 𝑃(𝑥3|𝑥2),

图表示如下：

 当下标无次序时（比如空间位置）称为马氏随机场

𝑥1

𝑥2

𝑥3

第一天 第二天 第三天

黑龙江

吉林

辽宁

 当下标有次序时（比如时间）称为马氏链：
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。互斥中的某些节点之间的连结路径都通过即

和分离节点集合

）：整体马氏性质（

或

）：局部马氏性质（

连线）之间没有边（节点

）：，定义两两马氏性质（

下述三个性质等价，对应的图模型为假设定理
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证明. 参见Koller, Friedman (2009), Probabilistic Graphical Models 

与定义3等价的定义方式还有局部马氏性和整体马氏性。
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反问题：Hammersley-Clifford定理

前面的例1-2是从精度矩阵推断高斯图模型结构。更常见的反问题，

即根据实际问题建立一系列局部条件分布，最终形成整个系统的联
合模型（即联合密度）：

例3（1）我们考虑最简单情形：假设两个随机变量𝑥, 𝑦,

𝐸 𝑥 = 𝐸 𝑦 = 0,满足

𝑦|𝑥~𝑁(𝑎𝑥, 𝜎2), 𝑥|𝑦~𝑁(𝑏𝑦, 𝜏2), 

它们是否矛盾，何时(𝑥, 𝑦)服从二元正态？

𝑎𝑏 < 1, 𝑎/𝜎2=b/𝜏2.

依据实际背景（时间或空间结构）假设局部马氏性

𝑝 𝑥𝑖 𝐱−𝑖 = 𝑝 𝑥𝑖 𝐱𝑛𝑒(𝑖) , 𝑖 = 1,2, …

问题是，指定所有局部条件分布，比如假设上述条件分
布是一元正态，所有这些一元条件分布是否构成了一个
相容、自洽的马氏随机场或多元分布？

𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝜀1,  𝜀1~𝑁 0, 𝜎2 , 𝜀1 ⫫ 𝑥

𝑥 = 𝑏𝑦 + 𝜀2, 𝜀2~𝑁 0, 𝜏2 , 𝜀2⫫ 𝑦
⇔
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例3（2）. 假设三个随机变量𝑥1, 𝑥2, 𝑥3（均值都为0）的关
系如下（东北三省的GDP）：

假设它们满足3个线性模型：

𝑥1 = 𝛽12𝑥2 + 𝜀1,   𝜀1~𝑁 0, 𝜅1
−1 ，

𝑥2 = 𝛽21𝑥1 + 𝛽23𝑥3 + 𝜀2, 𝜀2~𝑁 0, 𝜅2
−1 ,

𝑥3 = 𝛽32𝑥2 + 𝜀3,  𝜀3~𝑁 0, 𝜅3
−1 ,

何时这些模型是合理的/相容的（可唯一确定一个多元正态）？

𝑥1 𝑥2 𝑥3

由Hammersley − Clifford定理，条件是

Ω =

𝜅1 −𝜅1𝛽12 0
−𝜅2𝛽21 𝜅2 −𝜅2𝛽23

0 −𝜅3𝛽32 𝜅3

> 0（对称正定），

对称性要求𝜅1𝛽12 = 𝜅2𝛽21等等。 Ω > 0时， 𝐱~𝑁3(𝟎, Ω
−1)。

吉林 辽宁黑龙江
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定理3 (Hammersley-Clifford定理的特殊情形).  假设𝐱 = (𝑥1, … , 𝑥𝑝)
⊤ 服从边

际正态回归模型（条件正态）：

𝑥𝑖|𝐱−𝑖 ~𝑁 𝜇𝑖 − ෍

𝑗:𝑗~𝑖

𝛽𝑖𝑗 (𝑥𝑗 − 𝜇𝑗)，𝜅𝑖
−1 , 𝑖 = 1, … , 𝑝

若𝑗~𝑖，则令𝛽𝑖𝑗 = 𝛽𝑗𝑖 = 0. 记Ω = 𝜔𝑖𝑗 ,其中𝜔𝑖𝑖 = 𝜅𝑖, 𝜔𝑖𝑗 = 𝜅𝑖𝛽𝑖𝑗,𝑖 ≠ 𝑗。

如果Ω > 0（正定）,则 𝐱~𝑁𝒑 (𝛍, Ω
−1) .

一般地，假设局部正态线性回归模型如下，这些模型是否相容？

𝑥𝑖|𝐱−𝑖 ~𝑁 𝜇𝑖 − ෍

𝑗:𝑗~𝑖

𝛽𝑖𝑗 (𝑥𝑗 − 𝜇𝑗)，𝜅𝑖
−1 , 𝑖 = 1, … , 𝑝

Ω = Κ−1𝐵

回归系数：𝐵 =

1 𝛽12 ⋯ 𝛽1𝑝

𝛽12 1 ⋯ 𝛽2𝑝
⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝛽𝑝1 𝛽𝑝2 ⋯ 1

，误差方差Κ = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1/𝜅1, … 1/𝜅𝑝)
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定理4 (Hammersley-Clifford定理). 若马氏随机场的联合分布𝑝 𝐱 > 0
（未必正态）,则具有如下形式

𝑝 𝐱 =
1

𝑍
exp −෍

𝐶

𝜙C(𝐱𝐶)

其中𝐶是最大的全连通节点子集(Clique),   𝑍 : partition归一化常数.

HC定理给出了MRF的联合分布形式

例如，如果𝐱 = (𝑥𝑖 , 𝑖 = 1,2, . . )的分布是马氏随机场，下标𝑖代表格
点（下左图），则clique如右图

难点在于验证条件𝑝 𝐱 > 0 ,即何时这才是一个正在的分布？参见例3，定理3

联合分布具有形式

𝑝 𝐱 =
1

𝑍
exp −෍

𝑖~𝑗

𝜙𝑖𝑗(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗)

其中𝑖~𝑗代表水平或竖直方向相邻
的两个格点

⇒
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如果前述格点图中每个𝑥𝑖只取两个值，比如1, −1, 则二元函数
𝜙𝑖𝑗(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗)一定具有形式

𝜙𝑖𝑗 𝑥𝑖 , 𝑥𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑥𝑖 + 𝑐𝑗𝑥𝑗 + 𝑑𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗，

这是Ising模型, 其中系数参数𝑑𝑖𝑗代表了相邻格点交互作用程度。

若假设一致性(homogeneous), 即系数a,b,c,d没有下标，比如
𝑑𝑖𝑗 ≡ 𝑑 ，代表相邻节点交互作用处处相同（homegeneous）。

对统计学来说， Ising模型𝑝 𝐱 是多个二值随机变量的联合分布（统计
中也称为loglinear 模型）。它描述联合概率

𝑃 𝑋1 = 𝑥1, … , 𝑋𝑛 = 𝑥𝑛 =
1

𝑍
exp −𝑎 − σ𝑖 𝑏𝑖𝑥𝑖 − σ𝑖~𝑗 𝑑𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 , 𝑥𝑖 = ±1

显然𝑝 𝐱 是一个恰当的多元分布（与正态相像）。
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对物理学家来说，Ising模型是一个物理模型，用于描述
磁化等物理现象。以二维空间为例，平面晶格上有𝑥𝑖 =
− 1 𝑜𝑟 1（小磁针,每个磁针有两个自旋状态spin），其中
每个格点的邻域𝑛𝑒(𝑖)由与其直接连结的4个点组成。假设
(𝑥1, … . , 𝑥𝑛)

⊤是一个马氏随机场：

𝑥𝑖 ⫫ 𝐱−𝑛𝑒(𝑖)|𝐱𝑛𝑒(𝑖)

伊辛模型 Ising model

𝑛𝑒(𝑖)

所有格点的联合分布（一致性假设下）在物理中
通常表述为：

𝑝 𝐱 =
1

𝑍
exp −𝐻(x)/𝑇 , 

其中H(x)=−𝐽σ𝑖~𝑗 𝑥𝑖𝑥𝑗 − ℎσ𝑖 𝑥𝑖为能量函数

(Hamiltonian),𝐽代表交互作用，ℎ代表外部磁场，
𝑇代表温度。当𝐽 > 0, 相邻磁针趋于同号，能量较
低，若温度较低，显现磁性。当温度升高导一定
程度，磁性突然消失，称为相变。

𝒙𝒊



24

Partition（配分） 𝑍是归一化常数，

𝑍 = 𝑍(𝐽, ℎ) = σ𝐱∈{−1,1}𝑛 exp −𝐻(x)/𝑇 .

𝑍包含了概率分布所有的性质（参见指数族）。 𝑍的零点的极限性
质与相变性质有关，Lee-Yang circle theorem证明了零点在复平面
单位圆上（模型不局限于Ising），当温度趋于极限状态时，复零
点趋于实数，在该点发生相变或突变。

1d Ising: 有精确解没有相变

2d Ising: 有精确解有相变（Onsager,1944; Yang CN, 1952）

3d Ising: open

指数族分布：

𝑓 𝑥, 𝜃 = ℎ 𝑥 exp 𝜂 𝜃 𝑥 − 𝐴 𝜃 =
1

𝑍(𝜃)
exp 𝜂 𝜃 𝑥 − 𝐵(𝑥)

𝑍(𝜃)包含了𝑓的所有信息：

矩母函数：Eexp 𝑡𝑥 =
𝑍 𝜃+t

𝑍 𝜃
= exp 𝐴 𝜃 + 𝑡 − 𝐴 𝜃

比如，𝐸 𝑥 = 𝐴′ 𝜃 = 𝜕 log 𝑍 𝜃 /𝜕𝜃。

一般，𝑍(𝜃)作为光滑函数没有实数零点，也不包含突变信息，但
其虚数根在极限情况下，却有实际意义（包含了相变信息）。

𝑍(𝜃)=exp(𝐴 𝜃 )
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一个著名的例子：应用Ising模型研究社会意见的趋同和分裂。

再强调一下，𝐽 > 0时，可磁化，临近的磁针趋向于同向，温度低于某
个阈值 𝑇𝑐时，呈现磁性（不混乱），当温度高于 𝑇𝑐时会发生相变
(phase transition), 磁性消失（混乱）。

磁性

磁性
消失

相变
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