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Σ = var
𝐱1
𝐱2

=
var(𝐱1) ∗

∗ ∗
,  

Σ−1 = (var(𝐱1|𝐱2) )
−1 ∗

∗ ∗



内容

• 多元生成分布：球对称正态、Boltzmann分布

• 椭球分布

• 多元正态分布

• 高斯图模型

• 概率图模型：马氏随机场

• Hammersley-Clifford定理
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取球对称多元正态密度（略去常数）：

𝑝 𝐱 = 𝑒− 𝐱 2
= ς𝑖=1

𝑝
𝑒−𝑥𝑖

2

下面用两种方式计算其积分𝑝 𝐱 𝑑𝐱，注意𝑝 𝐱 有两个特点：

⇒ Γ 𝑛/2 𝑆𝑛−1 /2 = 𝜋𝑛/2 ⇒ 𝑆𝑛−1 = 2𝜋𝑛/2/Γ(𝑛/2)

(1) 球对称：𝑝 𝐱 仅依赖于模长， 利用球坐标可把径向与球面分离开来：

𝑝 𝐱 𝑑𝐱 = −𝑒 𝐱 2
𝑑𝐱 = 𝑆𝑛−1×(∞,0)

𝑒−𝒓
2
𝑟𝑛−1𝑑𝑟𝑑𝜎

=  𝑒−𝒓
2
𝑟𝑛−1𝑑𝑟 𝑆𝑛−1× 𝑑𝜎 =

1

2
Γ(𝑛/2) |𝑆𝑛−1|

(2) 分量独立：𝑝 𝐱 可分解，多重积分转化为𝑛个一重积分

𝑝 𝐱 𝑑𝐱 = 𝑒−𝑥1⋯
2−⋯−𝑥𝑛

2
𝑑𝑥1… 𝑑𝑥𝑛 =  𝑒−𝑥1

2
𝑑𝑥1

𝑛
= 𝜋𝑛/2

Recap 高斯积分方法计算球表面积（参见第一讲P27定理1的证明2 ）
及其与Mawell-Hershell定理的关系

注意不能应用任何与球面积或体积有关的先验知识，比如不能使用球内均匀分布等

同时具有球对称和分量独立两个性质的分布只有球对称多元正态
分布(Mawell-Hershell定理), 故𝑝 𝐱 取球对称正态是唯一的选择。
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第4讲性质6，6*：假设 𝐱~𝑁𝑝 𝜇, Σ , Σ > 0, Ω = Σ−1 ，划分

𝐱 =
𝐱1
𝐱2

, 𝛍 =
𝛍1
𝛍2

,Σ =
Σ11 Σ12
Σ21 Σ22

, Ω =
Ω11 Ω12
Ω21 Ω22

其中𝐱1, 𝛍1是𝑞 × 1向量，Σ11, Ω11是𝑞 × 𝑞方阵，则

• 𝐱1~𝑁𝑞 𝛍1, Σ11 ；

• 𝐱1|𝐱2~𝑁𝑞 𝛍1 + Σ12Σ22
−1 𝐱2 − 𝛍2 , Σ11⦁2

= 𝑁𝑞 𝛍1 − Ω11
−1Ω12 𝐱2 − 𝛍2 , Ω11

−1 .

Σ =
Σ11 ∗
∗ ∗

,   Σ−1 = Ω =
Ω11 ∗
∗ ∗

var(𝐱1) (var(𝐱1|𝐱2) )
−1

var(𝐱1 𝐱2 = Ω11
−1

← var(𝐱1)为Σ的子矩阵Σ11

← var(𝐱1 𝐱2 为Ω子矩阵Ω11的逆

正态变量相依性与协方差矩阵有关，条件相依性与协方差矩阵的逆有关
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高斯图模型

记号约定

当关注条件相依和条件独立时，多元正态分布
称为高斯图模型（并以无向图表示）
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条件独立：与时，则给定

得联合概率密度函数（未必是概率密度）使，若存在函数

独立。和，则得（未必是概率密度）使

，，若存在函数的联合概率密度函数和假设随机向量

引理
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是常数注意：z

我们将会用到独立性、条件独立性的如下简易证明或计算方法：

独立与条
件独立

𝐱⫫𝐲|𝒛

视作常数中的，

常用技巧：

SSSSSS ppppp   xxxxxxxx )()()(/),()|(

条件分布
∝联合分布

有关的常数倍数。，但相差一个仅与条件概率密度

固定），即得到的函数（看作是将联合密度
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𝑓 𝐱 = 𝐶 exp −
𝐱⊤Σ−1𝐱

2
= 𝐶 exp −

1

2
σ𝑖,𝑗𝜔𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 ,    

性质6*将多元正态分布的条件分布用逆矩阵Ω = Σ−1表达了出来。
从多元正态概率密度函数的形式来看，这是比较自然的：记Ω =
Σ−1 = 𝜔𝑖𝑗 ,则我们可以展开𝐱~𝑁𝑝 0, Σ 指数上的二次型：

则我们可以利用引理1方便地研究𝑓 𝐱 的分解和条件独立性质，再
次得到性质6*(𝑞 = 1情形)，并得到条件相关系数的表达

定理1. 假设 𝐱~𝑁𝑝 𝜇, Σ ,记Ω = Σ−1= 𝜔𝑖𝑗 , 则

(1) 𝑥𝑖|𝐱−𝑖~𝑁1 𝜇𝑖 − σ𝑗≠𝑖𝜔𝑖𝑗 𝑥𝑗 − 𝜇𝑗 /𝜔𝑖𝑖 , 1/𝜔𝑖𝑖 ，

(2) 给定𝐱−(𝑖,𝑗)条件下，𝑥𝑖 与 𝑥𝑗的条件相关系数

𝜌𝑥𝑖,𝑥𝑗|𝐱−(𝑖,𝑗) = −
𝜔𝑖𝑗

𝜔𝑖𝑖𝜔𝑗𝑗
, 𝑖 ≠ 𝑗.

特别地， 𝜔𝑖𝑗 = 0 ⇔ 𝑥𝑖 ⫫ 𝑥𝑗|𝐱−(𝑖,𝑗) （条件独立 ⇔ 条件不相关）

注: 非正态情形下，偏相关系数𝜌𝑖𝑗⦁− 𝑖𝑗 = −
𝜔𝑖𝑗

𝜔𝑖𝑖𝜔𝑗𝑗
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系数为，的系数为指数项中平方项

的密度函数
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定理1的证明:  

(1).不妨假设𝛍 = 0，给定𝐱−𝑖条件下，𝑥𝑖的条件概率密度

𝑝(𝑥𝑖|𝐱−𝑖) ∝ 𝑝(𝐱) ∝ exp −
1

2
𝜔𝑖𝑖𝑥𝑖

2 − σ𝑗≠𝑖𝜔𝑖𝑗𝑥𝑗 𝑥𝑖

指数上是𝑥𝑖的二次函数⇒ 𝑥𝑖|𝐱−𝑖~𝑁1 −σ𝑗≠𝑖𝜔𝑖𝑗𝑥𝑗/𝜔𝑖𝑖 , 1/𝜔𝑖𝑖 。

(2). 给定𝐱−(𝑖,𝑗) = 𝑥𝑢, 𝑢 ≠ 𝑖, 𝑗 时，𝑥𝑖和𝑥𝑗的联合密度

𝑝 𝑥𝑖 , 𝑥𝑗 𝐱− 𝑖,𝑗 ∝ 𝑝(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗, 𝐱− 𝑖,𝑗 ) = 𝑝(𝐱)

∝ exp −
1

2
𝜔𝑖𝑖𝑥𝑖

2 −
1

2
𝜔𝑗𝑗𝑥𝑗

2 − 𝜔𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 + 𝑎𝑥𝑖 + 𝑏𝑥𝑗 + 𝑐 （*）

其中一次项的系数𝑎, 𝑏, 𝑐只与𝐱− 𝑖,𝑗 有关，是常数。
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将(*)指数上以矩阵向量表示

𝑝 𝑥𝑖 , 𝑥𝑗 𝐱− 𝑖,𝑗 ∝ exp −
1

2
(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗)

𝜔𝑖𝑖 𝜔𝑖𝑗

𝜔𝑗𝑖 𝜔𝑗𝑗

𝑥𝑖
𝑥𝑗

+ 𝑎𝑥𝑖 + 𝑏𝑥𝑗 + 𝑐

⇒
𝑥𝑖
𝑥𝑗

|𝐱− 𝑖,𝑗 ~𝑁2 ∗,
𝜔𝑖𝑖 𝜔𝑖𝑗

𝜔𝑗𝑖 𝜔𝑗𝑗

−1

，

该正态分布的协方差矩阵

𝜔𝑖𝑖 𝜔𝑖𝑗

𝜔𝑗𝑖 𝜔𝑗𝑗

−1

=
1

𝜔𝑖𝑖𝜔𝑗𝑗 − 𝜔𝑖𝑗
2

𝜔𝑗𝑗 −𝜔𝑖𝑗

−𝜔𝑗𝑖 𝜔𝑖𝑖

𝑥𝑖 , 𝑥𝑗的相关系数（给定𝐱− 𝑖,𝑗 条件下）𝜌𝑥𝑖,𝑥𝑗|𝐱−(𝑖,𝑗) = −
𝜔𝑖𝑗

𝜔𝑖𝑖𝜔𝑗𝑗
.

若𝜔𝑖𝑗 = 0,则𝜌𝑥𝑖,𝑥𝑗|𝐱−(𝑖,𝑗) = 0, 𝑥𝑖 , 𝑥𝑗条件独立。

这也可以从(*)容易看出：当𝜔𝑖𝑗 = 0，（*）中二次型无交叉项，

从而 𝑝 𝑥𝑖 , 𝑥𝑗 𝐱− 𝑖,𝑗 = φ1(𝑥𝑖)φ2(𝑥𝑗) ⇔ 𝑥𝑖 , 𝑥𝑗条件独立。证毕
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例4. 88个学生5门数学成绩相关系数矩阵如下,我们关心：统计课
成绩与力学成绩的相关系数是0.39，学习力学对统计有帮助吗？我
们假设5门课程成绩联合服从多元正态分布。

Mechanics Vectors Algebra Analysis Stat

Mechanics 1.00 0.55 0.55 0.41 0.39
Vectors 0.55 1.00 0.61 0.49 0.44

Algebra 0.55 0.61 1.00 0.71 0.66
Analysis 0.41 0.49 0.71 1.00 0.61
Stat 0.39 0.44 0.66 0.61 1.00

Mechanics Vectors Algebra Analysis Stat

Mechanics 1.00 0.32 0.24 -0.01 0.02
Vectors 0.32 1.00 0.28 0.09 0.03
Algebra 0.24 0.28 1.00 0.43 0.34

Analysis -0.01 0.09 0.43 1.00 0.26

Stat 0.02 0.03 0.34 0.26 1.00

高亮部分认为是0

相关性系数矩阵

图表示5门课的关系：

给定Algebra时, (Analysis, Stat) 
与 (Vectors, Mechanics) 独立

条件相关性系数矩阵
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图由节点(node,vertex)和它们之间的连线(边,edge)组成。节点
𝑖, 𝑗之间有边，记作𝑖~𝑗或𝑖 → 𝑗。

概率图
模型

图graph

概率图模型(probabilistic graphical model)或图模型是一种概率模
型（多元概率分布），它用图（graph）表示随机变量之间的条
件相依性。图模型主要包括
• 马氏随机场(MRF, Markov random fields) 
• 贝叶斯网络(BN, Bayesian network)。

概率图模型：马氏随机场

定义3.贝叶斯网络用有向图的节点表示相依随机变量𝑥1, … , 𝑥𝑛,
(即随机向量𝐱),每个节点的分布仅依赖于其上一级父节点(parents 
nodes), 代表因果传递关系。所有变量的联合分布：

𝑝 𝐱 = 𝑝 𝑥1, … , 𝑥𝑛 = ς𝑖=1
𝑛 𝑝(𝑥𝑖|𝑝𝑎 𝑥𝑖 )

贝叶斯
网络

𝑝(𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷) = 𝑝 𝐴 𝑝 𝐵 𝐴 𝑝 𝐶 𝐴 𝑝(𝐷|𝐴, 𝐶)

𝑝(⦁)表示概率密度(连续)或概率 (离散).
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定义4. 马氏随机场MRF用无向图(graph) 表示多个变量之间的条

件相依和条件独立关系。图的节点是随机变量，条件相依的节
点/变量之间连线构成图的边，条件独立的变量之间不连线。

高斯图模型是最重要的连续马氏随机场。

马氏随
机场

联合分布仅与cliques有关（HC定理）：

𝑝 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 = 𝑓1(𝐴𝐵) 𝑓2(𝐴𝐶) 𝑓3(𝐴𝐷)

例如，下图表示给定变量𝐴时，变量𝐵, 𝐶, 𝐷条件独立

Cliques 是全联通的最大子集：
{𝐴, 𝐵}, {𝐴, 𝐶}, {𝐴, 𝐷}

BN主要应用条件概率计算公式，与一般的概率计算无异。
下面我们主要考虑MRF
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对任一节点𝑖 (或𝑥𝑖)，定义其邻域为所有与𝑖有连结的节点集合

𝑛𝑒 𝑖 = 𝑗: 𝑗~𝑖 , 

即所有与𝑥𝑖条件不独立的随机变量的集合。换言之，MRF图模
型表达了局部马氏性质：

𝑥𝑖 ⫫ 𝐱−(𝑖,𝑛𝑒 𝑖 )|𝐱𝑛𝑒 𝑖 ⇔ 𝑝 𝑥𝑖 𝐱−𝑖 = 𝑝 𝑥𝑖 𝐱𝑛𝑒(𝑖)

局部马
氏性

例如，假设随机变量𝑥1, 𝑥2, 𝑥3图表示如下：

𝑥1 𝑥2 𝑥3 ⇔ 𝑥1 ⫫ 𝑥3|𝑥2 ⇔ 𝑃(𝑥3|𝑥1, 𝑥2) = 𝑃(𝑥3|𝑥2)

一般，这种直线链状图表示适用于下标有次序的情形（比如下
标是时间），这称为马氏链；

𝑝 𝑥𝑖 𝐱−𝑖 = 𝑝 𝑥𝑖 𝐱𝑛𝑒(𝑥𝑖)

给定𝑥𝑖的邻域𝑛𝑒(𝑥𝑖)，𝑥𝑖与不相邻的𝐱−(𝑖,𝑛𝑒 𝑖 )

蓝点独立, 蓝点通过邻域 𝑛𝑒(𝑥𝑖)对 𝑥𝑖发生影响。
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前面的例1-2是从精度矩阵推断高斯图模型结构。更常见的是反问题：

例5（1）我们考虑最简单情形：假设两个随机变量𝑥, 𝑦,

𝐸 𝑥 = 𝐸 𝑦 = 0,满足

𝑦|𝑥~𝑁(𝑎𝑥, 𝜎2), 𝑥|𝑦~𝑁(𝑏𝑦, 𝜏2), 

它们是否矛盾， (𝑥, 𝑦)是否有一个恰当的二元分布？

由HC定理，如果𝑎𝑏 < 1, 𝑎/𝜎2=b/𝜏2，则(𝑥, 𝑦)服从二元正态

依据实际背景（时间或空间结构）假设局部马氏性

𝑝 𝑥𝑖 𝐱−𝑖 = 𝑝 𝑥𝑖 𝐱𝑛𝑒(𝑖) , 𝑖 = 1,2, …

问题是，指定所有局部条件分布，比如假设上述条件分
布是一元正态，所有这些一元条件分布是否构成了一个
相容、自洽的马氏随机场或多元分布？

𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝜀1,  𝜀1~𝑁 0, 𝜎2 , 𝜀1 ⫫ 𝑥

𝑥 = 𝑏𝑦 + 𝜀2, 𝜀2~𝑁 0, 𝜏2 , 𝜀2⫫ 𝑦⇔

Hammersley-Clifford定理
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例5（2）. 假设三个随机变量𝑥1, 𝑥2, 𝑥3（均值都为0）的关
系如下（东北三省的GDP）：

假设它们满足3个线性模型：

𝑥1 = 𝛽12𝑥2 + 𝜀1,   𝜀1~𝑁 0, 𝜅1
−1 ，

𝑥2 = 𝛽21𝑥1 + 𝛽23𝑥3 + 𝜀2, 𝜀2~𝑁 0, 𝜅2
−1 ,

𝑥3 = 𝛽32𝑥2 + 𝜀3,  𝜀3~𝑁 0, 𝜅3
−1 ,

何时这些方程是合理的/相容的（可唯一确定一个MRF）？

𝑥1 𝑥2

𝑥3

由Hammersley − Clifford定理，条件是

Ω =

𝜅1 −𝜅1𝛽12 0
−𝜅2𝛽21 𝜅2 −𝜅2𝛽23

0 −𝜅3𝛽32 𝜅3

> 0（对称正定），

对称性要求𝜅1𝛽12 = 𝜅2𝛽21等等。 Ω > 0时， 𝐱~𝑁3(𝟎, Ω
−1)。

吉林

辽宁

黑龙江
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定理2 (Hammersley-Clifford定理的特殊情形).  假设𝐱 = (𝑥1, … , 𝑥𝑝)
⊤ 服从边

际正态回归模型（条件正态）：

𝑥𝑖|𝐱−𝑖 ~𝑁 𝜇𝑖 − 

𝑗:𝑗~𝑖

𝛽𝑖𝑗 (𝑥𝑗 − 𝜇𝑗)，𝜅𝑖
−1 , 𝑖 = 1, … , 𝑝

若𝑗~𝑖，则令𝛽𝑖𝑗 = 𝛽𝑗𝑖 = 0. 记Ω = 𝜔𝑖𝑗 ,其中𝜔𝑖𝑖 = 𝜅𝑖, 𝜔𝑖𝑗 = 𝜅𝑖𝛽𝑖𝑗,𝑖 ≠ 𝑗。

如果Ω > 0（正定）,则 𝐱~𝑁𝒑 (𝛍, Ω
−1) .

一般地，假设局部正态线性回归模型如下，这些模型是否相容？

𝑥𝑖|𝐱−𝑖 ~𝑁 𝜇𝑖 − 

𝑗:𝑗~𝑖

𝛽𝑖𝑗 (𝑥𝑗 − 𝜇𝑗)，𝜅𝑖
−1 , 𝑖 = 1, … , 𝑝

回归系数：𝐵 =

1 𝛽12 ⋯ 𝛽1𝑝

𝛽12 1 ⋯ 𝛽2𝑝
⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝛽𝑝1 𝛽𝑝2 ⋯ 1

，误差方差 𝛫 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1/𝜅1, … 1/𝜅𝑝 )，

Ω = 𝛫−1𝐵
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定理3 (Hammersley-Clifford定理). 若马氏随机场的联合分布𝑝 𝐱 > 0
（未必正态）,则具有如下Boltzmann分布形式

𝑝 𝐱 =
1

𝑍
exp −𝐻(𝐱) , 𝐻(𝐱) = σ𝐶𝜙C(𝐱𝐶)

其中𝐶是最大的全连通节点子集(Clique),   𝑍 : partition归一化常数.

HC定理给出了MRF的联合分布形式

例如，如果𝐱 = (𝑥𝑖 , 𝑖 = 1,2, . . )的分布是马氏随机场，下标𝑖代表格
点（下左图），则clique如右图

难点在于验证条件𝑝 𝐱 > 0 ,即何时这才是一个真正的分布？参见例3，定理3

联合分布具有形式

𝑝 𝐱 =
1

𝑍
exp −

𝑖~𝑗

𝜙𝑖𝑗(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗)

其中𝑖~𝑗代表水平或竖直方向相邻
的两个格点

⇒
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如果前述格点图中每个𝑥𝑖只取两个值，比如1, −1, 则二元函数
𝜙𝑖𝑗(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗)一定具有形式

𝜙𝑖𝑗 𝑥𝑖 , 𝑥𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑥𝑖 + 𝑐𝑗𝑥𝑗 + 𝑑𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗，

这称为Ising模型, 其中系数参数𝑑𝑖𝑗代表了相邻格点交互作用程度。

若假设一致性(homogeneous), 即系数a,b,c,d没有下标，比如𝑑𝑖𝑗 ≡ 𝑑，代

表相邻节点交互作用处处相同（homegeneous）。

对统计学来说， Ising模型𝑝 𝐱 是多个二值随机变量的联合分布（统计
中也称为loglinear 模型）。它描述联合概率

𝑃 𝑋1 = 𝑥1, … , 𝑋𝑛 = 𝑥𝑛 =
1

𝑍
exp −𝑎 − σ𝑖 𝑏𝑖𝑥𝑖 − σ𝑖~𝑗 𝑑𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 , 𝑥𝑖 = ±1

显然𝑝 𝐱 是一个恰当的多元分布（与正态相像）。
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Ising模型是一个物理模型，用于描述磁化等物理现象。以二维空
间为例，平面晶格上有若干小磁针,每个磁针有两个自旋状态spin：
𝑥𝑖 = −1 𝑜𝑟 1，其中每个格点的邻域𝑛𝑒(𝑖)由与其直接连结的4个点
组成。假设每个磁针只受临近磁针影响，即 (𝑥1, … . , 𝑥𝑛)

⊤是一个
马氏随机场：

伊辛模
型 Ising
model

𝑛𝑒(𝑖)

一致性假设下, 所有磁针的联合分布(Boltzmann分布、Gibbs分布):

𝑝 𝐱 =
1

𝑍
exp −𝐻(x)/𝑇 , 

其中H(x)=−𝐽σ𝑖~𝑗 𝑥𝑖𝑥𝑗 − ℎσ𝑖 𝑥𝑖为能量函数(Hamiltonian), 𝐽代表相

互作用，ℎ代表外部磁场， 𝑇代表温度。 𝐽 > 0时可磁化：

• 若温度较低，相邻磁针趋于同号（能量低，概率大），显现磁性。
• 当温度升高，到一定程度时磁性会突然消失，称为相变。

𝒙𝒊
𝑥𝑖 ⫫ 𝐱−𝑛𝑒(𝑖)|𝐱𝑛𝑒(𝑖)



22

一个著名的例子：应用Ising模型研究社会意见的趋同和分裂。

磁性

磁性
消失

相变
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𝑍的零点的极限性质与相变性质有关，Lee-Yang 单位圆定理（ circle 
theorem）证明了零点在复平面圆周上（模型不局限于Ising），当温
度趋于极限状态时，复零点趋于实数，在该点发生相变或突变。

1d Ising: 有精确解没有相变；

2d Ising: 有精确解有相变（Onsager,1944; Lee&Yang, 1952）；

3d Ising: open

配分与
相变

Ising模型是一个多元二值分布，考虑简单情形(𝜃 =
𝐽

𝑇
, ℎ = 0)：

𝑝 𝑥1, … , 𝑥𝑛 =
1

𝑍
exp(𝜃 σ𝑖~𝑗 𝑥𝑖𝑥𝑗) , 𝑥𝑖= −1,1

其中配分函数(partition) 

𝑍 = σ𝐱∈{−1,1}𝑛 exp(𝜃 σ𝑖~𝑗 𝑥𝑖𝑥𝑗) = σ𝐱∈{−1,1}𝑛ς𝑖~𝑗(… )

是2𝑛项之和。 𝑍包含了概率分布所有的性质（参见指数族）。

Lee, T. D.; Yang, C. N.(1952), Statistical Theory of Equations of State and Phase 

Transitions. II. Lattice Gas and Ising Model, Physical Review, 87 (3): 410–419.

Yang, C. N. (1952), "The spontaneous magnetization of a two-dimensional Ising

model", Physical Review, Series II, 85 (5): 808–816.

简化版单
位圆定理
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