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第六讲 Wishart分布
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随机矩阵的分布

http://staff.ustc.edu.cn/~ynyang/vector 
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Recap

假设所有𝑛个晶格点的 spin (±1或0/1)联合分布为Boltzman分布：

𝑝 𝐱 =
1

𝑍
exp −𝐻(x)/𝑇 , 𝑇温度

其中𝐻(x)是能量函数，(homogeneous) Ising 模型假设

H(x)= − 𝐽σ𝑖~𝑗 𝑥𝑖𝑥𝑗 − ℎσ𝑖 𝑥𝑖， 𝑖~𝑗表示近邻

这实际上假设了局部马氏性即相邻的格点存在直接交互作用（HC定理）。

注：统计学的指
数族分布尝试以
Boltzman分布统
一概率分布

简言之，Ising模型是一个多元伯努利（或二值）分布：

𝑝 𝑥1, … , 𝑥𝑛 =
1

𝑍
exp 𝐽 σ𝑖~𝑗 𝑥𝑖𝑥𝑗 + ℎσ𝑖 𝑥𝑖 /𝑇 , 𝑥𝑖= −1,1

其中配分函数(partition) 

𝑍 = σ𝐱∈{−1,1}𝑛 exp 𝐽 σ𝑖~𝑗 𝑥𝑖𝑥𝑗 + ℎσ𝑖 𝑥𝑖 /𝑇 = σ𝐱∈{−1,1}𝑛ς𝑖~𝑗(… )

是2𝑛项之和，每一项是乘积（多项式），如下式

简化版单位
圆定理
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𝑛 = 1情形： 𝑝 𝑥 = 𝑒𝜃𝑥/Z 𝜃 , 𝑥 = 0,1

𝑝 0 + 𝑝 1 = 1 ⇒配分函数Z 𝜃 = 1 + 𝑒𝜃,

𝑝 𝑥 =
1

1+𝑒𝜃
𝑒𝜃𝑥 =

𝑒𝜃

1+𝑒𝜃

𝑥
1

1+𝑒𝜃

1−𝑥
= 𝑝𝑥(1 − 𝑝)𝑥, 𝑝 =

𝑒𝜃

1+𝑒𝜃

这是伯努利分布。 Z 𝜃 = 0 ⇒ 𝜃 = 𝑖𝜋

𝑛 = 2： 𝑝 𝑥1, 𝑥2 =
exp 𝜃1 𝑥1+𝑥2 +𝜃2𝑥1𝑥2

Z 𝜃
, 𝑥1 , 𝑥2 = 0,1

0 1

0 1/Z 𝑒𝜃1/Z

1 𝑒𝜃1/Z 𝑒2𝜃1+𝜃2/Z

𝑥1

𝑥2

配分函数Z 𝜃 = 1 + 2𝑒𝜃1 + 𝑒2𝜃1+𝜃2 = 1 + 2𝑧1 + 𝑧1
2𝑧2

只有一本离散多元统计的专著(基本限于n=2,3情形):
Bishop , Fienberg, Holland (1974) Discrete Multivariate Analysis: Theory and Practice.

我们只考察𝑛 = 1,2情况
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我们以后将考虑多元正态总体的统计推断，其中需要样本均值和样本
方差矩阵的概率分布, 以及涉及两者的二次型的分布。

其中的关键是

𝑛 − 1 𝑆 = 𝑋𝑐
⊤ 𝑋𝑐~ Wishart分布

这是今天的主要内容。
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回忆卡方定义：若𝑧1, … , 𝑧𝑚 iid ~𝑁(0, 𝜎2)，则 σ𝑖=1
𝑚 𝑧𝑖

2~𝜎2𝜒𝑚
2

等价地，记𝑚 × 1向量 𝐳 = (𝑧1, … , 𝑧𝑚)
⊤~𝑁𝑚(𝟎, 𝜎

2𝐼𝑚)，则其模长平方

𝐳⊤𝐳 = 𝐳 2~𝜎2𝜒𝑚
2

对多元情形我们可以问类似的问题：

若𝐳1, … , 𝐳𝑚 iid ~𝑁𝑝(0, Σ)，则它们的“平方和” σ𝑖=1
𝑚 𝐳𝑖 𝐳𝑖

⊤服从什么分布？

等价地，记𝑚 × 𝑝矩阵𝑍 = (𝐳1, … , 𝐳𝑚)
⊤ =

𝐳1
⊤

⋮
𝐳𝑚
⊤

, 其“模长平方”

𝑍⊤𝑍 =෍

𝑖=1

𝑚

𝐳𝑖 𝐳𝑖
⊤服从什么分布？

𝑍⊤𝑍 = σ𝑖=1
𝑚 𝐳𝑖 𝐳𝑖

⊤ 作为一个𝑝 × 𝑝对称随机矩阵,它的概率分布指的是
其所有𝑝(𝑝 + 1)/2个不同元素（对角线+上三角）的联合分布。苏格
兰数学家John Wishart在1928年求出了该分布的密度函数，后被称为
Wishart分布，是卡方或gamma分布的多元拓展。
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统计物理、概率论中一般称随机矩阵或其分布为ensemble(系综、集成)，
最著名的是GOE: Gaussian orthogonal ensemble (另外还有GUE,GSE)。

一个𝑛 × 𝑛对称实随机矩阵𝐻~GOE ⇔ 𝐻 = (𝐺 + 𝐺⊤)/ 2𝑛，其中𝐺 =
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     ),0(

),0(,00
0

00

0

00

0
0),(

000

0

00

0

   ,)(  ,  ,

  ,,,
00

0
SVD,,

~
    

~
,

~
   

222

2

1

2

211

1

2

1

21

1

1

2

1

2121

2

1

2/1




























































































































T
T

T

T
TTT

T

T

T

独立。则，且列数都是若矩阵

假设命题

BZAZABmBA

ZN mpm

,,0,

,),....,(),,(~,...,    .4 11





T

T
zz0zz

⫫

𝑍所有元素 iid ~𝑁 0,1
⇒ 𝑌 = 𝐻⊤𝑍也是。

⫫

命题4已更新，
不要求A对称和
Σ = 𝐼𝑝。
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。，

则对称幂等的常数矩阵，是一个若

。假设）（定理

)(),(~            

  

),....,(),,(~,...,  .I2 11

ArankrrWAZZ

mmA

ZN

p

mpmpm





 

T

T
zz0zz

).1,0(~),,(~

,,),...,(

),...,(,...,1),,(~)(  

2/12/12/12/1

1

2/1

1

2/1

NiidYIrWAYY

AYYAXXX

YmiIN

pp

m

mpii

的所有元素其中下面只需证明

所以

。记令证明：

T

TTT

T









zz

yy0μzy

也是。，故的所有元素

。其中所以

，使得交矩阵的对称幂等阵，存在正是秩为因为

YNiidY

YHYY
I

YYH
I

HYAYY

H
I

HAHrA

rr

r

mmnn

~
)1,0(~

~
,

~

00

0~

00

0

00

0

TTTTT

T






























Cochran
定理I

。证毕）（则

矩阵，是是，其中划分

),(~
~~

~

~

00

0~
,

~~

00

0~

)(
~

,
~

~

~
~

11

2

1
21

21

2

1

pp

rr
IrWYY

Y

YI
YYY

I
YAYY

prmYprY
Y

Y
Y

TTTTT 















































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引入Wishart分布的目的是为了考察样本协方差矩阵的分布，由
Cochran定理可得（hw3.4）：

  。则设推论 ),1(~)1(,,,~  ,...,  :2 1  nWSnWNiid ppn μxx

证明：令𝐳𝑖 = 𝐱𝑖 − 𝛍~𝑁𝑝(𝟎, Σ)

𝑋 = (𝐱1, … , 𝐱𝑛)
⊤，𝑍 = (𝐳1, … , 𝐳𝑛)

⊤ = 𝑋 − 𝟏𝛍⊤

𝑛 − 1 𝑆 = 𝑋⊤ 𝐼𝑛 − 𝑃𝟏 𝑋 = 𝑍⊤ 𝐼𝑛 − 𝑃𝟏 𝑍

因为𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐼𝑛 − 𝑃𝟏 = 𝑡𝑟(𝐼𝑛 − 𝑃𝟏) = 𝑛 − 1,

由Cochran定理， 𝑛 − 1 𝑆~𝑊𝑝 𝑛 − 1, Σ .
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?

Wishart)(,

Cochran

?/

~)(,~        

)(,~),0(~     

Fisher

22

2

幂等矩阵吗

必须是分布，都是对于多元情形，若

问题：

投影矩阵吗必须是幂等卡方二次型中间的矩阵

，

，且对任何投影阵

我们已知：

问题：

AZAIZAZZ

AIAA

rArankAIN

m

rmmr

mm









TT

TTTT

T





zzzzzzzz

zzz

.)()(rank mAIrankA m 

反问题
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mAIrankArankAIAA

mA

mm  )()(  0)(

Cochran

幂等

阶对称矩阵，则是假设

定理的矩阵版本：

.0

0)(

,
0

0

0),,...,(,
00

0

),(,)()(

1












 
















ABBA

IIrmBrank

H
I

I
HAIB

diagHHHAA

ArankrmAIrankArank

rr

rm

r

ir

m

也是，且是幂等矩阵，所以

，，必为，所以因为

则

正交，有谱分解假设

设证明：假设

T

T 

Cochran定
理II 的矩
阵版本
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。，

对称幂等

则对称常数矩阵

是一个，若）假设（定理

),(~)(),(~          

)(               

          

),(,

),....,(),,(~,...,II2 11









rmWZAIZrWAZZ

ZAIZAZZ

A

Arankr

mmAZN

pmp

m

mpm

TT

TT

T
zz0zzCochran

定理II

⫫

定理可证。类似于代数版本的Cochran
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Wishart分布𝑊2(𝑚, 𝐼2)的概率密度

为了求Wishart概率密度，首先介绍三个引理

).()(

),()(),(  ,,

,

tyPtxPt

tyPsxPtysxPts

gf





，同分布：对任何

独立性：对任何

了，即取任何示性函数就足够对于通常的随机变量，

)()(,  )2(

).()()()(

,(,)(  )1(

)13.2n Propositio,27,2009,Brenner&Bilodeau(1

yEfxEffyx

yEgxEfygxEf

gfyx

P

d







对任何可测函数

可积）函数对任何可测独立随机向量、随机矩阵随机元

参见引理
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.|)(|)(

|   .2

vuvuvv

vuvu

d

 有关，则的某个函数与

的条件分布仅是两个随机变量，若，引理

将条件期望/条件分布看作投影，若𝑢在𝑣空间上的投
影𝑃(𝑢|𝑣)恰好落在𝑣的子空间𝜑(𝑣)上，则𝑃 𝑢 𝑣 可看
成是𝑢直接在𝜑(𝑣)上的投影，即𝑃 𝑢 𝑣 = 𝑃 𝑢 𝜑 𝑣 .

.|)(|))(|)(()|)((

)|)(())(()](|))(([)](|)|)(([*

)),(()|)(()()|)((

)(

(*)                ))(|)(()](|)|)(([          

tower/ 

vuvuvufEvufE

vufEvhvvhEvvufEE

vhvufEvvufE

vuv

vufEvvufEE

fu

d



















，即所以

。）时右端（

有关，记作仅与

有关，所以的条件分布仅与时，但因给定

性质，质，由条件期望的平滑性的函数对任何给定的证明：
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引理3. 若 𝑥 ⫫ 𝑦 | 𝑧,  且𝑥 ⫫ 𝑧，则 𝑥 ⫫ 𝑦

证明：任取𝑓, 𝑔。由𝑥 ⫫ 𝑧 ⇒ 𝐸 𝑓 𝑥 𝑧 = 𝐸𝑓(𝑥)

由𝑥 ⫫ 𝑦 | 𝑧 ⇒ 𝐸(𝑓 𝑥 𝑔 𝑦 |𝑧) = 𝐸(𝑓 𝑥 |𝑧) × 𝐸(𝑔 𝑦 |𝑧)。

所以𝐸𝑓 𝑥 𝑔 𝑦 = 𝐸 𝐸𝑓 𝑥 𝑔 𝑦 𝑧 = 𝐸 𝐸𝑓 𝑥 𝑧 [𝐸𝑔(𝑦)|𝑧]

= 𝐸 𝐸𝑓(𝑥) [𝐸𝑔(𝑦)|𝑧] = 𝐸𝑓 𝑥 𝐸 𝐸𝑔(𝑦)|𝑧 = 𝐸𝑓 𝑥 𝐸𝑔 𝑦 ⇒ 𝑥 ⫫ 𝑦.

注：也可如下形式化地证明（𝑝表示概率或分布）：

𝑝 𝑥, 𝑦 = 𝑝׬ 𝑥, 𝑦|𝑧 𝑝 𝑧 d𝑧 = 𝑝׬ 𝑥|𝑧 𝑝 𝑦|𝑧 𝑝 𝑧 d𝑧

= න𝑝 𝑥 𝑝 𝑦|𝑧 𝑝 𝑧 d𝑧 = 𝑝 𝑥 න𝑝 𝑦|𝑧 𝑝 𝑧 d𝑧 = 𝑝 𝑥 𝑝 𝑦
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2,2:

),(

Ip

WmWp





我们下面考虑简单情况

的联合概率）？的对角元和上三角元素的概率密度（即如何求

𝑊2(𝑚)的
概率密度

。，

的联合概率密度为

则假设命题

)2/)1(()2/(2/1  )(
2

1
exp||             

)(
2

1
exp)( ),,()(   

),(~

),(0,~ iid  1,...,,  .5

2/)3(

2211

2/)3(2

122211221211

22

2221

1211

1

2

1

11

2

1

22













































































mmcWtrWc

wwwwwcwwwpWp

IpW
ww

ww

yyx

yxx

WINni
y

x

m

m

m

m

m

m

m

i

i

m

i

ii

m

i

ii

m

i

i

m

i

ii

i

i

i



T
zzz

分布。但这还不足以导出联合

容易知道，

不独立。，与，两者独立，但评注：显然，

引理

),0(~|),0(),0(~|

~    ,~

111112

1

11

1

2

1

12

221112

2

22

2

11

wNwwwNxNyxw

wwwww

m

i

i

m

i

ii

mm

 


x


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，

记

的证明：命题

          

),,0(~),...,(   ),,0(~),...,(

5

1

2

1

11

2

2221

1211

11






















































yyyx

yxxx

yx

TT

TT

TT

m

i

i

m

i

ii

m

i

ii

m

i

i

nnnnnn

yyx

yxx

ww

ww
W

INyyINxx

也独立。与下面证明

独立。进而与独立与故

无关，该分布与则

则

，正交化：令做对向量

12211

22211

2

1211

21121

1

221211

1

,

~|)(|

ˆ)()(

)(Schmidt

ww

ww

PIw

wwwwwPI

PI

mm

m

m





















yyy

yyxxy

xyyyyxxxxxxx

xxyx

y

y

y

T

T

TTTTTT



},,{

},,{

},,{

221211

2212211

221211

www

www

www

回

换容易求出分布，然后转，它们几乎相互独立，

首先将它们转换为三个元素不独立，我们





25

因为 𝐼𝑚 − 𝑃𝐲 𝐲 = 0, 𝐱~𝑁𝑚 0, 𝐼𝑚 ,以及𝐱 ⫫ 𝐲，由命题3，

在𝐲给定时， 𝐼𝑚 − 𝑃𝐲 𝐱与𝑤12 = 𝐲⊤𝐱条件独立，进而

𝑤11⦁2 = 𝐱⊤ 𝐼𝑚 − 𝑃𝐲 𝐱与𝑤12 条件独立：

𝑤11⦁2 ⫫ 𝑤12 |𝐲

但因

𝑤11⦁2|𝐲 = 𝐱⊤ 𝐼𝑚 − 𝑃𝐲 𝐱|𝐲~𝜒𝑚−1
2 , 

𝑤12|𝐲 = 𝐲⊤𝐱 |𝐲~𝑁𝑚(𝟎, 𝐲
⊤𝐲) = 𝑁𝑚(𝟎, 𝑤22), 

条件分布仅与𝑤22有关，所以由引理2

𝑤11⦁2 ⫫ 𝑤12 | 𝑤22，

其中𝑤11⦁2 ⫫ 𝑤22，再由引理2，𝑤11⦁2 ⫫ 𝑤12。

...)()|()(),()(),,()(

),0(~|~,~

2222122112212211221211

222212

2

221222

2

1211

 



wfwwpwpwwpwpwwwpWp

W

wNwwwwww mm

的联合概率密度：所以

，，独立，与 
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.~
1

1                              

 Galton5 .2

1
2

2211

12








mt
r

r
m

ww

w
r ，则样本相关系数，定义条件同命题推论

.~
)1/(

/

/

/
1

1

1
1

1

)1,0(~/

)1,0(~|/

)0(~|

,~ 5

1

211

2212
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2

1211

2212

2211

2

12

2211

12

2

2212

222212

222212

1222

2

1211






















m

m

t
mw

ww

www

ww
m

ww

w

ww

w

m
r

r
m

Nww

Nwww

wNww

www

所以，该分布与条件无关，

，，

独立。，且与，证明：由命题 
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