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第七讲 Wishart分布II

2024.3.25

http://staff.ustc.edu.cn/~ynyang/vector 

 数据矩阵𝑋𝑛×𝑝每一行分布可能复杂，但每一

列都是球对称的（由于样本的独立性）。
 矩阵乘积 𝐴𝐵中𝐴作为线性变换, 它作用在𝐵的

每一列上
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：逐行排列而成数据矩阵样本假设

多元正态数据矩阵：

 按行看：每一个行向量都是椭球正态分布

𝐱𝑖~𝑁𝑝(𝛍, Σ), 𝑖 = 1,… , 𝑛

= (𝐱 1 , … , 𝐱 𝑝 )
按列

 按列看：每一个列向量都是球对称正态分布

𝐱(𝑗)~𝑁𝑛(𝟏𝑛𝜇𝑗 , 𝜎𝑗𝑗𝑰𝑛),  𝑗 = 1, … , 𝑝

数据矩阵𝑋𝑛×𝑝所有元素联合服从𝑛𝑝元的多元正态。虽然每一行都是

椭球正态（结构复杂），但每一列都是球对称正态（简单，由于样
本的独立性）。

Recap: 逐行排列数据，数据矩阵的列有简单结构
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投影矩阵，则是一个若

。假设定理：
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与卡方有关？么不是球对称正态，为什

如何投影是投影阵，问题：
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。，是球对称正态，

，的列，组成的各列投影后按列排列即

的各列记

需要逐列看待矩阵按行排列而成，但我们是样本虽然
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矩阵乘积 𝐴𝐵中𝐴作为线性变换, 它作用在𝐵的每一列上。
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其概率密度函数随机矩阵作为一个

的联合概率密度，
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元素之间的协方差但如何表达

。作服从矩阵多元正态，记，我们称其中

的联合概率密度的概率密度即
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多元正态+矩阵拉直和Kronecker乘积
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其中乘积的矩阵

向量化：拉直矩阵

乘积）：（矩阵拉直和定义

aa


































































nn

n

nn

IXXE

XX













00

00

00

  ))( var(vec  ))((vec

),...,(vec)(  vec),...,(

1

11

TT

TT

，则

拉直：将
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𝑋各行的联
合分布

附录列举了若干Kronecker乘积的性质，此处略过。
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矩阵，则是任一。若其中

，假设引理

引理4.

1 对任何 𝐴𝑘×𝑛, 𝑋𝑛×𝑝, vec 𝐴𝑋 = 𝐼𝑝⨂𝐴 vec 𝑋 .

2 vec(𝐴𝑋𝐵) = (𝐵⊤⨂𝐴)vec(𝑋).

(3) 𝐴⨂𝐵 𝐶⨂𝐷 = 𝐴𝐶 ⨂ 𝐵𝐷 .
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注2：𝑍 = (𝒛(1), … , 𝒛(𝑝)), Σ = 𝜎𝑖𝑗 。 𝑍的每列球对称：

𝒛(𝑗)~𝑁𝑚(0, 𝜎𝑗𝑗𝐼𝑚), 𝒛(𝑗)
2
~𝜎𝑗𝑗𝜒𝑚

2 , 𝑗 = 1,… , 𝑝

每两列𝒛(𝑗)，𝒛(𝑘)的协方差矩阵也是球形的:

𝑐𝑜𝑣(𝒛(𝑗), 𝒛(𝑘)) = 𝐸 𝒛(𝑗)𝒛(𝑘)
⊤ = 𝜎𝑗𝑘𝐼𝑚

Wishart矩阵𝑊:

𝑊 = 𝑍⊤𝑍 =

𝒛(1)
⊤ 𝒛(1) ⋯ 𝒛(1)

⊤ 𝒛(𝑝)
⋮ ⋱ ⋮

𝒛(𝑝)
⊤ 𝒛(1) ⋯ 𝒛(𝑝)

⊤ 𝒛(𝑝)

=
𝜎11𝜒𝑚

2 ⋯
⋮ ⋱ ⋮

⋯ 𝜎𝑝𝑝𝜒𝑚
2

理解为对角线上是若干相关的scaled 𝜒𝑚
2 随机变量的集成(assemble) 。

Wishart
分布

注1：由引理6，𝑊 = (𝑛 − 1)𝑆, 𝑆是基于𝐱1, … , 𝐱𝑛 𝑖𝑖𝑑~𝑁𝑝 𝛍, Σ

的样本方差矩阵，𝑚 = 𝑛 − 1。

𝑑

Wishart分布
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引理6.  若𝐱1, … , 𝐱𝑛 𝑖𝑖𝑑~𝑁𝑝(𝛍, Σ), 则𝑆 =
1

𝑛−1
σ𝑖=1
𝑛 (𝐱𝑖 − ത𝐱)(𝐱𝑖 − ത𝐱)⊤

可以表示为

𝑆 =
1

𝑛−1
σ𝑖=1
𝑛−1 𝐳𝑖𝐳𝑖

⊤ =
1

𝑛−1
𝑍⊤𝑍,  

其中𝒛1, … , 𝐳𝑛−1 𝑖𝑖𝑑~𝑁𝑝(𝟎, Σ), 𝑍 = (𝒛1, … , 𝐳𝑛−1)
⊤.

证：首先 𝑛 − 1 𝑆 = σ𝑖=1
𝑛 𝐱𝑖𝐱𝑖

⊤ − 𝑛ത𝐱ത𝐱⊤, 𝑋 = (𝐱1, … , 𝐱𝑛)
⊤.

令𝐻是一个𝑛 × 𝑛正交阵，𝐻 =
𝐻1
1

𝑛
𝟏𝑛
⊤ ,  注意𝐻𝟏𝑛 = (0,… , 0, 𝑛)⊤，

则𝑌 = 𝐻𝑋 =
𝐻1
1

𝑛
𝟏𝑛
⊤ 𝑋 =

𝐻1𝑋

𝑛ത𝐱⊤
≜

𝐲1
⊤

⋮
𝐲𝑛
⊤

, 𝐲𝑛 = 𝑛ത𝐱, 则一定有

𝐲1, … . , 𝐲𝑛−1 iid ~𝑁𝑝(𝟎, Σ), 𝐲𝑛~𝑁𝑝( 𝑛𝛍, Σ), （*）

样本协方
差矩阵

这是因为由引理5， 𝑣𝑒𝑐 𝑋 ~𝑁𝑛𝑝 𝛍⨂𝟏𝑛, Σ⨂𝐼𝑛 ，

𝑣𝑒𝑐 𝑌 = 𝑣𝑒𝑐 𝐻𝑋 ~𝑁𝑛𝑝(𝛍⨂𝐻𝟏𝑛, Σ⨂𝐻𝐻⊤)=𝑁𝑛𝑝(𝛍⨂𝐻𝟏𝑛, Σ⨂𝐼𝑛)

注意𝐻𝟏𝑛 = (0,… , 𝑛)⊤ ⇒ 𝐲1, … . , 𝐲𝑛−1 iid ~𝑁𝑝(𝟎, Σ), 𝐲𝑛~𝑁𝑝( 𝑛𝛍, Σ).
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（*）也可直观得到：观察𝑌的列

(1) 𝑌 = (𝐲(1), … , 𝐲(𝑝)) = (𝐻𝐱(1), … , 𝐻𝐱(𝑝))联合正态；

2 𝐱(𝑗)~𝑁𝑛 𝟏𝑛𝜇𝑗 , 𝜎𝑗𝑗𝐼𝑛

⇒ 𝐻𝐱(𝑗)~𝑁𝑛(𝐻𝟏𝑛𝜇𝑗 , 𝜎𝑗𝑗𝐼𝑛),

其中均值𝐻𝟏𝑛𝜇𝑗 = (0, … , 0, 𝑛𝜇𝑗)
⊤;

(3) cov(𝐻𝐱(𝑗), 𝐻𝐱(𝑘))= 𝐻cov(𝐱(𝑗), 𝐱(𝑘))𝐻
⊤=𝐻 𝜎𝑗𝑘𝐼𝑛 𝐻⊤ = 𝜎𝑗𝑘𝐼𝑛.

(1)-(3)表明𝑌的各行都是𝑝元正态，协方差矩阵都是Σ；前𝑛 − 1
行均值都是0 ，最后一行的均值为 𝑛𝛍，这就是(*)

另外，𝑌⊤𝑌 = 𝑋⊤𝐻⊤𝐻𝑋 = 𝑋⊤𝑋，所以

𝑛 − 1 𝑆 = σ𝑖=1
𝑛 𝐱𝑖𝐱𝑖

⊤ − 𝑛ത𝐱ത𝐱⊤ =𝑋⊤𝑋 − 𝐲𝑛𝐲𝑛
⊤ = 𝑌⊤𝑌 − 𝐲𝑛𝐲𝑛

⊤

= σ𝑖=1
𝑛 𝐲𝑖𝐲𝑖

⊤ − 𝐲𝑛𝐲𝑛
⊤ = σ𝑖=1

𝑛−1𝐲𝑖𝐲𝑖
⊤

令𝑍 = (𝒛1, … , 𝐳𝑛−1)
⊤ = (𝐲1, … , 𝐲𝑛−1)

⊤即可。
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我们熟知（第6讲命题3）:

若𝐴对称幂等，向量 𝐱~𝑁𝑚(0, 𝜎
2𝐼𝑚),则 𝐴𝐱 2 = 𝐱⊤𝐴𝐱~𝜎2𝜒𝑟

2

Cochran定理与此类似：

以列向量表示𝑍: 𝑍 = (𝒛(1), … , 𝒛(𝑝)), 𝒛(𝑗)~𝑁𝑚(0, 𝜎𝑗𝑗𝐼𝑚),由第6讲命题3

对任一秩𝑟投影矩阵𝐴

𝐴 𝒛(𝑗)~𝑁𝑚(0, 𝜎𝑗𝑗𝐴), 𝐴 𝒛(𝑗)
2
~𝜎𝑗𝑗𝜒𝑟

2

𝐴𝑍 = (𝐴𝒛(1), … , 𝐴𝒛(𝑝))是𝑍的各列的投影变换，每列都是球对称正态，

每列模长平方都服从卡方分布。

。，

则对称幂等的常数矩阵，是一个若

。假设）：（讲定理第

)(),(~            

  

),....,(),,(~,...,   I26 11

ArankrrWAZZ

mmA

ZN

p

mpmpm





 

T

T
zz0zzCochran

定理
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（hw3.4, 第六讲P16新增了如下推论）：

证明1：由引理6立得。

证明2： 令𝐳𝑖 = 𝐱𝑖 − 𝛍~𝑁𝑝(𝟎, Σ)

𝑋 = (𝐱1, … , 𝐱𝑛)
⊤，𝑍 = (𝐳1, … , 𝐳𝑛)

⊤ = 𝑋 − 𝟏𝛍⊤

𝑛 − 1 𝑆 = 𝑋⊤ 𝐼𝑛 − 𝑃𝟏 𝑋 = 𝑍⊤ 𝐼𝑛 − 𝑃𝟏 𝑍

因为𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐼𝑛 − 𝑃𝟏 = 𝑡𝑟(𝐼𝑛 − 𝑃𝟏) = 𝑛 − 1,

由Cochran定理， 𝑛 − 1 𝑆~𝑊𝑝 𝑛 − 1, Σ .

  ),1(~)1(,,~  ,...,  :26 1  nWSnNiid ppn 则若讲推论第 μxx
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独立。则，且列数都是若矩阵

假设讲命题第

BZAZABmBA

ZN mpm

,,0,

,),....,(),,(~,...,    .46 11





T

T
zz0zz

⫫

正态随机
矩阵的独
立性

)()(

)()()()(

)1()1()1()1(

)1()1()1()1(

1

       

0),cov(),cov(

,036

),,...,(),...,(          

),,...,(),...,(          

Z

,...,,

jj

jkkjkj

m

BA

ABBABA

AB

BBBBZ

AAAAZ

ZBZAZ

zz

zzzz

zzzz

zzzz

zz











TT

T



（向量情形），讲命题由第

的各列的线性变换：而是

的线性变换，的变换，并不是样本作为直观解释：

这解释了为什么
不必要求Σ = 𝐼𝑝

是单位阵。也不要求

都是对称且幂等），对称（虽然具体应用中注：不要求



AA
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。有关，所以仅与

，由划分

BZAZYYC
Y

Y
CBVYBZ

CBVCC
C

U

C

C
UBVUABCCBV

r

r

rr

     ),0(

),0(,00
0

00

0

00

0
0),(

222

2

1

2

211

1

2

1

21


























































T
T

T

T
TTT

有关。，仅与

独立，与则为为记

对角可逆。正交

：的秩假设

）。只需证（否则令不妨假设证明：

1

1

2

1

2121

2

1

2/1

000

0

00

0

   ,)(  ,  ,

  ,,,
00

0
        

SVD

~
    

~
,

~
   

Y
Y

U
Y

Y
UZVUAZ

YYprmYprY
Y

Y
ZVY

VUVUA

rA

ZBZAZZI

rrr

rmmkk

mk

r

mk

p



































































T

T

T

⫫

⫫

𝑍所有元素 iid ~𝑁 0,1
⇒ 𝑌 = 𝐻⊤𝑍也是(引理5)
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Wishart分布的概率密度（一般情形）

.1)0(,),(~  7.  WPpmmWW p 则，若假设引理

 

  独立。与因为

线性相关

个都线性相关中任取

不可逆则

其中

，证明：假设

ppp

p

m

mpm

p

m

i

ii

LPE
p

m

P
p

m

pP

pZrankPpWrankPWP

ZNiid

mWZZW

zzzzzzzz

zz
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zz0zz
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,...,,0),...,|),...,((
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21221
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





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


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








 


T
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)(1 (4)

),(~|1 )3(

,  ),(~ )2(
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   ,)()(,   ,,

,,                    

 , ,0),,(~:3

2112222

1

2212)(2221

2122

211

22

2221

1

222212221

212221121121

1

221211211

22221111

22221111

2221

1211

2221

1211


























































WWvecNWWvec

qpqWWq

WWNWWq

WWWqpmWWWWWW

mWWmWW

qpqpWqqW

WW

WW
W

pmmWW

qpq

p

q

qpq

p

T

元正态：所有元素联合服从时，时，给定

。，时，

独立。与且，

。，

则矩阵为矩阵为其中

划分假设定理



18

.97n Propositio,92,2009,Brenner&Bilodeau P参见

Wishart
分块
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XPIXXYYYYXXXWWWWW

YYXY

YXXX
YX

Y

X

WW

WW
W

YXZ

Ym

iiii

iiii

)()(

),(   

),,(

1

21

1

221211211

2221

1211






























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
















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


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








TTTTT

TT

TT

TT

TT

T

T

yyxy

yxxx

得由

。但均值和方差都有变化各行的分布仍是正态，的条件下，

给定时的情形。给定考虑不是常数矩阵，故下面

定理，这是因为应用不能直接对

X

YYPI

XPIXW

Ym

Ym



 Cochran)(211

T

 

。划分划分

。，其中假设

。，则由定理取证：

),(  ,
1)(

1

),...,(,~  ,...,  , (2)

),(~1),0,()1(  

)(

111

11

1111

qpmqm

mmm

pm

i

i

i

mpm

d

qq

YXZ
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q
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
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z

y

x
z

zz0zz



),(~|        0,~ 211

1

2212

2221

1211



 

































 iqiip

i

i

i NN yyx
y

x
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.

,),,(~

),(~|)(|           

2

)(rank)(      

,),0( iid     

22

211211

211211

211

也独立与

独立与无关，故上述分布与给定的

）定理（定理所以由

，是对称幂等常数矩阵，时，给定

独立；与随机向量各行为

因为

YYW

YqpmWWY

qpmWYVPIVYW

Cochran

qpmPIPIY

YNV

q

qYm

YmYm

q

T

T

















。

所以记

独立与，且

则，记去相关化

VPIV

YVPIYVXPIXW

YVXYXV

N

N

Ym

YmYm

m

iiqi

iiiiqii
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
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


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







T
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条件独立与

时，给定

21

1

2221211 )(])[( 





 YYVYWVPIVPIW

Y

YmYm

TTT

即𝑊11⦁2⫫{ 𝑊12, 𝑊22 } | 𝑌,   但𝑊11⦁2 ⫫ 𝑌, 
⇒ 𝑊11⦁2⫫ { 𝑊12, 𝑊22 } （引理3 ）

独立。与时，给定，由上一讲命题

独立，与注意

，且都是常数矩阵和时，给定

，而

改写

独立与下面证明

VYVPIY

YV

YPIYPIY

VPIVW

YYVYYVYXYW

WWW

Ym

YmYm

Ym

T

T

TTTT

)(  4

0)(    ,)(

)(

)(

},{
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


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


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所以

有关，仅与

，则

即独立随机向量，且与

，其各行为

情形需要可忽略，后面我们将只情形）一般（

vv

。，所以由引理

有关，仅与则

，

。因为即独立且与

，向量，各分量为

矩阵。为向量为情形：）（
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。

时，，则当系数

矩阵，定义决定为，为标量其中

，划分：假设推论
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独立），所以与两者独立（因为

，由定理

证明：







T
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注1：𝑝 = 2时， 𝑅2 =
𝑤12

𝑤11𝑤22
= 𝑟2(相关系数平方),

𝑚 − 1 ×
𝑟2

1−𝑟2
~𝐹1,𝑚−1 ⇔ 𝑚− 1

𝑟

1−𝑟2
~𝑡𝑚−1,

这是推论2 的结果。

注2：若𝑊 = σ𝑖=1
𝑚 𝒛𝑖 𝒛𝑖

⊤, 𝒛1, . . . , 𝒛𝑚 𝑖𝑖𝑑 ~𝑁𝑝(𝟎, Σ).

记𝒛𝑖 = (𝑧𝑖1, 𝑧𝑖2,…., 𝑧𝑖𝑝)
⊤, 考虑线性回归

𝑧𝑖1~𝑧𝑖2 +…. +𝑧𝑖𝑝

其决定系数𝑅2 =
𝐰12𝑊22

−1𝐰21

𝑤11
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细节参见附录

的密度。，得到。进一步，通过变换可推导出

密度的递归表达，结合和因此我们得到了

的密度所以

，由定理

为其中划分证明大概：首先假设
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布的概率
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第6讲命题5和习题3.5求出了 𝑊2(𝑚, 𝐼2)的 密度，一般情况类似。
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 矩阵𝑌 = (𝐲1, …, 𝐲𝑛)拉直 : vec 𝑌 =

𝐲1
⋮
𝐲𝑛

,

 矩阵𝐴, 𝐵的Kronecker乘积：𝐴⨂𝐵 = 𝑎𝑖𝑗𝐵 .

 𝑋 =
𝐱1
⊤

⋮
𝐱𝑛
⊤

= (𝐱1, …, 𝐱𝑛)
⊤ = (𝐱(1), …, 𝐱(𝑛))

𝐱1, …, 𝐱𝑛 iid ~ 𝑁𝑝 𝛍, Σ

⇔ vec(𝑋⊤)~𝑁𝑛𝑝(𝟏⨂𝛍, 𝐼𝑛⨂Σ)

⇔ vec(𝑋)~𝑁𝑛𝑝(𝛍⨂𝟏, Σ ⨂𝐼𝑛)

 常用性质：

vec(𝐴𝑋𝐵) = (𝐵⊤⨂𝐴)vec(𝑋)，

𝐴⨂𝐵 𝐶⨂𝐷 = (𝐴𝐶)⨂(𝐵𝐷)

附：矩阵拉直/向量化
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.6.1 Lemma,74,Brenner&Bilodeau P参见
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