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第八讲 Wishart分布III

2025.3.26

http://staff.ustc.edu.cn/~ynyang/vector 

𝑍

𝑃𝑍

(𝐼𝑚 − 𝑃)𝑍

Cochran定理 𝑍 = (𝐳1, … , 𝐳𝑚)
⊤,

𝐳1, … , 𝐳𝑚 iid ~𝑁𝑝(𝟎, Σ)

𝑍⊤𝑍 = 𝑍⊤𝑃𝑍 + 𝑍⊤(𝐼𝑚 − 𝑃)𝑍

𝑊𝑝 𝑚, Σ = 𝑊𝑝 𝑟, Σ + 𝑊𝑝 𝑚 − 𝑟, Σ
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（不需要概率密度）。

性质都可以从定义导出分布的一些性质，这些我们下面讨论Wishart

Wishart 分布的性质
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引理2. 𝐳1, … , 𝐳𝑚 iid ~𝑁𝑝(𝟎, Σ)，𝑍 = (𝐳1, … , 𝐳𝑚)
⊤，常数矩阵𝐴, 𝐵都

是𝑚列，若𝐴𝐵⊤ = 0, 则𝐴𝑍⫫𝐵𝑍。

推论2 (𝑝 = 1)：假设𝐳~𝑁𝑚 0, 𝜎2𝐼𝑚 ，若𝐴𝐵⊤ = 0,则𝐴𝐳 ⫫ 𝐵𝐳。
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证明思路：𝐴𝐵⊤ = 0说明 𝐴, 𝐵的行向量正交。若𝐴, 𝐵具有 形式:

𝐴 = 𝐴1, 0 , 𝐵 = 0, 𝐵1 ,    (*)

划分𝑍 =
𝑍1
𝑍2

，𝑍1⫫𝑍2，则𝐴𝑍 = 𝐴1, 0
𝑍1
𝑍2

= 𝐴1𝑍1 ⫫ 𝐵𝑍 = 𝐵1𝑍2

否则，我们总可以寻找一组正交基，使得𝐴, 𝐵在新坐标基下具有形式(*)。

证明1 (Schmidt)：对 𝐴𝑘×𝑚 的行向量(假设行满秩)实施Schmidt正交化：

𝐴𝑘×𝑚 = 𝑇1𝑘×𝑘𝐻1𝑘×𝑚,其中𝑇1是可逆下三角矩阵，𝐻1𝐻1
⊤ = 𝐼𝑘 , 

将𝐻1补成正交方阵𝐻 =
𝐻1
𝐻2

⇒ 𝐴 = (𝑇1, 0)
𝐻1
𝐻2

。

𝑑
记𝑌 = 𝐻𝑍 = 𝑍, 𝑌的行向量 iid ~𝑁𝑝(𝟎, Σ), 划分𝑌 =

𝑌1
𝑌2

, 𝑌1⫫𝑌2.

𝐴𝑍 = 𝑇1, 0 𝑌 = 𝑇1, 0
𝑌1
𝑌2

= 𝑇1𝑌1, 仅与𝑌1有关；

𝐵𝑍 = 𝐵𝐻⊤𝑌 ≜ 𝐶𝑌 = 𝐶1, 𝐶2
𝑌1
𝑌2

,其中𝐶 = 𝐵𝐻⊤

由 0 = 𝐴𝐵⊤ = 𝑇1, 0 𝐻𝐻⊤𝐶⊤ = 𝑇1, 0
𝐶1
⊤

𝐶2
⊤ = 𝑇1𝐶1

⊤⇒ 𝐶1= 0

⇒ 𝐵𝑍 = 𝐶1, 𝐶2
𝑌1
𝑌2

= 𝐶2𝑌2仅与𝑌2有关，故与𝐴𝑍 = 𝑇1𝑌1独立。
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证明2 (svd)：假设rank 𝐴𝑘×𝑚 = 𝑟,其奇异值分解(svd):

𝐴 = 𝑈𝐷𝑉⊤, 𝑈 ∈ 𝒪 𝑘 , 𝑉 ∈ 𝒪 𝑚 ,𝐷𝑘×𝑚 =
Λ𝑟 0
0 0

记𝑌 = 𝑉⊤𝑍 =
𝑌1
𝑌2

与𝑍同分布，𝑌1⫫𝑌2

(1)  𝐴𝑍 = 𝑈𝐷𝑉⊤𝑍 = 𝑈𝐷𝑌 = 𝑈
Λ𝑟𝑌1
0

；

(2) 𝐵𝑍 = 𝐵𝑉𝑌 ≜ 𝐶𝑌 = (𝐶1, 𝐶2)
𝑌1
𝑌2

= 𝐶1𝑌1 + 𝐶2𝑌2, 其中𝐶 = 𝐵𝑉，

由0 = 𝐴𝐵⊤ = 𝑈𝐷𝑉⊤𝐵⊤ = 𝑈𝐷𝐶⊤ = 𝑈
Λ𝑟 0
0 0

𝐶1
⊤

𝐶2
⊤ = 𝑈 Λ𝑟𝐶1

⊤

0

⇒ 𝐶1
⊤ = 0 ⇒ 𝐵𝑍 = 𝐶1𝑌1 + 𝐶2𝑌2 = 𝐶2𝑌2

所以𝐴𝑍⫫ 𝐵𝑍。
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Cochran
定理

引理4. 假设 𝐱~𝑁𝑚 0, 𝐼𝑚 ，𝑃是秩为𝑟的𝑚 ×
𝑚投影矩阵(对称幂等矩阵)，则𝐱⊤𝑃𝐱~𝜒𝑟

2，
𝐱⊤ 𝐼𝑚 − 𝑃 𝐱~𝜒𝑚−𝑟

2 , 两者独立

Cochran定理是第7讲引理4的多元版本：

定理2（Cochran) 假设𝐳1, … , 𝐳𝑚 iid ~𝑁𝑝(𝟎, Σ)，𝑍 = (𝐳1, … , 𝐳𝑚)
⊤，

若𝑃是𝑚 ×𝑚对称幂等常数矩阵，𝑟 = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑃),则

𝑍⊤𝑃𝑍 ~𝑊𝑝(𝑟, Σ)，𝑍⊤ 𝐼𝑚 − 𝑃 𝑍~𝑊𝑝(𝑚 − 𝑟, Σ)，

且两者独立。

Cochran定理图示

𝑍

𝑃𝑍

(𝐼𝑚 − 𝑃)𝑍

𝑍 = 𝑃𝑍 + (𝐼𝑚 − 𝑃)𝑍

𝑍⊤𝑍 = 𝑍⊤𝑃𝑍 + 𝑍⊤(𝐼𝑚 − 𝑃)𝑍

𝑊𝑝 𝑚, Σ = 𝑊𝑝 𝑟, Σ + 𝑊𝑝 𝑚 − 𝑟, Σ

𝑃𝑍 ⫫ (𝐼𝑚 − 𝑃)𝑍
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证明：因为 𝑃是对称幂等矩阵，存在正交矩阵𝐻 ∈ 𝒪(𝑚)

𝑃 = 𝐻
𝐼𝑟 0
0 0

𝐻⊤ ⇒ 𝐼𝑚 − 𝑃 = 𝐻
0 0
0 𝐼𝑚−𝑟

𝐻⊤

记𝑌 = 𝐻⊤𝑍,它与𝑍同分布，其行向量 iid ~𝑁𝑝(𝟎, Σ)，划分𝑌 =
𝑌1
𝑌2

, 𝑌1⫫𝑌2,

𝑍⊤𝑃𝑍 = 𝑌⊤
𝐼𝑟 0
0 0

𝑌 = 𝑌1
⊤𝑌1~𝑊𝑝(𝑟, Σ)

𝑍⊤(𝐼𝑚 − 𝑃)𝑍 = 𝑌⊤
0 0
0 𝐼𝑚−𝑟

𝑌 = 𝑌2
⊤𝑌2~𝑊𝑝(𝑚 − 𝑟, Σ)

且 𝑍⊤𝑃𝑍 ⫫ 𝑍⊤(𝐼𝑚 − 𝑃)𝑍。
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证明：令𝐳𝑖 = 𝐱𝑖 − 𝛍~𝑁𝑝(𝟎, Σ)

𝑋 = (𝐱1, … , 𝐱𝑛)
⊤，𝑍 = (𝐳1, … , 𝐳𝑛)

⊤ = 𝑋 − 𝟏𝛍⊤

𝑛 − 1 𝑆 = 𝑋⊤ 𝐼𝑛 − 𝑃𝟏 𝑋 = 𝑍⊤ 𝐼𝑛 − 𝑃𝟏 𝑍

因为𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐼𝑛 − 𝑃𝟏 = 𝑡𝑟(𝐼𝑛 − 𝑃𝟏) = 𝑛 − 1,

由Cochran定理， 𝑛 − 1 𝑆~𝑊𝑝 𝑛 − 1, Σ .

定理3. 假设𝐱1, … , 𝐱𝑛 iid ~𝑁𝑝 𝝁, Σ , 𝑆为样本协方差矩阵，

则𝑊 = 𝑛 − 1 𝑆~𝑊𝑝 𝑛 − 1, Σ

引入Wishart分布的目的是为了考察样本协方差矩阵𝑆的分布,
由Cochran定理可知(𝑛 − 1)𝑆服从Wishart分布。

样本协方
差矩阵的
分布

样本：𝐱1, … , 𝐱𝑛 ∈ 𝑅𝑝

样本矩阵：𝑋 = (𝐱1, … , 𝐱𝑛)
⊤

样本协方差矩阵: 

𝑆 =
1

𝑛−1
σ𝑖=1
𝑛 (𝐱𝑖 − ത𝐱)(𝐱𝑖 − ത𝐱)⊤ = 𝑋⊤ 𝐼𝑛 − 𝑃𝟏 𝑋
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矩阵向量化将矩阵拉直成向量，方便处理一些复杂运算，主要方便
于描述随机矩阵的方差和协方差。但拉直会失去（打乱）矩阵的结
构，因此我们只在描述随机矩阵的协方差结构时才使用该记号。

矩阵向量化
和Kronecker

乘积

 矩阵𝑌 = (𝐲1, …, 𝐲𝑛)拉直 : vec 𝑌 =

𝐲1
⋮
𝐲𝑛

,

 矩阵𝐴, 𝐵的Kronecker乘积：𝐴⨂𝐵 = 𝑎𝑖𝑗𝐵 .

 𝑋 =
𝐱1
⊤

⋮
𝐱𝑛
⊤

= (𝐱1, …, 𝐱𝑛)
⊤ = (𝐱(1), …, 𝐱(𝑛))

𝐱1, …, 𝐱𝑛 iid ~ 𝑁𝑝 𝛍, Σ

⇔ vec(𝑋⊤)~𝑁𝑛𝑝(𝟏⨂𝛍, 𝐼𝑛⨂Σ)

⇔ vec(𝑋)~𝑁𝑛𝑝(𝛍⨂𝟏, Σ ⨂𝐼𝑛)

 常用性质:

vec(𝐴𝑋𝐵) = (𝐵⊤⨂𝐴)vec(𝑋), 𝐴⨂𝐵 𝐶⨂𝐷 = 𝐴𝐶 ⨂ 𝐵𝐷

参见附录
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Wishart
分块

.97n Propositio,92,2009,Brenner&Bilodeau P参见

注：为什么考察𝑊11⦁2？这是由生成𝑊的多元正态随机向量条件化/
去相关化所需的。我们可应用定理4递归求𝑊，det(𝑊)的分布。

定理4. 假设𝑊~𝑊𝑝 𝑚, Σ ,𝑚 ≥ 𝑝,划分

𝑊 =
𝑊11 𝑊12

𝑊21 𝑊22
， Σ =

Σ11 Σ12
Σ21 Σ22

其中𝑊11，Σ11是𝑞 × 𝑞方阵，1 ≤ 𝑞 < 𝑝

(1) 𝑊11~𝑊𝑞 𝑚, Σ11 , 𝑊22~𝑊𝑝−𝑞 𝑚, Σ22 ; 

(2) 𝑊11⦁2 = 𝑊11 −𝑊12𝑊22
−1𝑊21~𝑊𝑞 𝑚 − 𝑝 + 𝑞, Σ11⦁2 ,

且𝑊11⦁2 ⫫ {𝑊12,𝑊22}.

(3)   当𝑞 = 1时

𝑊12|𝑊22~𝑁𝑝−1 Σ12Σ22
−1𝑊22,𝑊22𝜎

2 , 𝜎2 = Σ11⦁2

𝑞 > 1时，给定𝑊22时，𝑊12所有元素服从𝑞 𝑝 − 𝑞 -元正态分布：

𝑣𝑒𝑐 𝑊12 |𝑊22~𝑁𝑞(𝑝−𝑞) 𝑣𝑒𝑐 Σ12Σ22
−1𝑊22 ,𝑊22⨂Σ11⦁2
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的分布会有变化。给定时的情形，但此时考虑不是常数矩阵，故下面

定理，这是因为应用不能直接对

XY

PIXPIXW YmYm  Cochran)(211

T

(2)假设𝑊 = 𝑍⊤𝑍, 𝑍 =
𝐳1
⊤

⋮
𝐳𝑚
⊤

, 𝐳1, … , 𝐳𝑚 𝑖𝑖𝑑~𝑁𝑝 𝟎, Σ , 

划分𝐳𝑖 =
𝐱𝑖
𝐲𝑖

，其中𝐱𝑖是𝑞 × 1的，则

𝑍𝑚×𝑝 =
𝐳1
⊤

⋮
𝐳𝑚
⊤

=
𝐱1
⊤ 𝐲1

⊤

⋮ ⋮
𝐱𝑚
⊤ 𝐲𝑚

⊤
≜ (𝑋𝑚×𝑞 , 𝑌𝑚×(𝑝−𝑞) )

证明：

(1)取𝐴 = 𝐼𝑞 , 0 , 由定理1，𝑊11 = 𝐴𝑊𝐴⊤~𝑊𝑞 𝑚, Σ11 .

⇒ 𝑊 =
𝑊11 𝑊12

𝑊21 𝑊22
= 𝑍⊤𝑍 = 𝑋⊤

𝑌⊤
𝑋, 𝑌 = 𝑋⊤𝑋 𝑋⊤𝑌

𝑌⊤𝑋 𝑌⊤𝑌
,

⇒ 𝑊11⦁2 = 𝑊11 −𝑊12𝑊22
−1𝑊21 = 𝑋⊤𝑋 − 𝑋⊤𝑌(𝑌⊤𝑌)−1𝑌⊤𝑋

= 𝑋⊤ 𝐼𝑚 − 𝑌(𝑌⊤𝑌)−1𝑌⊤ 𝑋 = 𝑋⊤ 𝐼𝑚 − 𝑃𝑌 𝑋

𝑊11与𝑊22未必独
立，除非Σ12 = 0
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由 𝐳𝑖 =
𝐱𝑖
𝐲𝑖

~𝑁𝑝 𝟎,
Σ11 Σ12
Σ21 Σ22

⇒ 𝐱𝑖|𝐲𝑖~𝑁𝑞 Σ12Σ22
−1𝐲𝑖 , Σ11⦁2

记𝐯𝑖 = 𝐱𝑖 − Σ12Σ22
−1𝐲𝑖, 𝐯𝑖|𝐲𝑖~𝑁𝑞 𝟎, Σ11⦁2 不依赖于𝐲𝑖，故 𝐯𝑖⫫𝐲𝑖. 记

𝑉 =
𝐯1
⊤

⋮
𝐯𝑚
⊤

=
𝐱1
⊤

⋮
𝐱𝑚
⊤

−
𝐲1
⊤

⋮
𝐲𝑚
⊤

Σ22
−1Σ21 = 𝑋 − 𝑌Σ22

−1Σ21

所以

𝑊11⦁2 = 𝑋⊤ 𝐼𝑚 − 𝑃𝑌 𝑋 = 𝑉 + 𝑌Σ22
−1Σ21

⊤ 𝐼𝑚 − 𝑃𝑌 𝑉 + 𝑌Σ22
−1Σ21

= 𝑉⊤ 𝐼𝑚 − 𝑃𝑌 𝑉

显然， 𝑊11⦁2⫫ 𝑌 ⇒ 𝑊11⦁2⫫𝑌
⊤𝑌 = 𝑊22

注意𝑉⫫𝑌（给定𝑌时不改变𝑉的分布）, 由Cochran定理,

𝑊11⦁2 𝑌 = 𝑉⊤ 𝐼𝑚 − 𝑃𝑌 𝑉 𝑌~𝑊𝑞(𝑚 − 𝑝 − 𝑞 , Σ11⦁2)，

该分布与𝑌无关，所以𝑊11⦁2⫫ 𝑌, 且

𝑊11⦁2~𝑊𝑞 𝑚 − 𝑝 − 𝑞 , Σ11⦁2 .
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3 𝑉 = 𝑋 − 𝑌Σ22
−1Σ21, 其各行𝐯𝑖 iid ~𝑁𝑞 𝟎, Σ11⦁2 ,

给定𝑌时，𝑊12 = 𝑋⊤𝑌 = (𝑉 + 𝑌Σ22
−1Σ21)

⊤𝑌 = 𝑉⊤𝑌 + Σ12Σ22
−1𝑌⊤𝑌一定服

从多元正态，但具体形式用矩阵拉直和Kronecker乘积比较容易描述：

改写 𝑊12 = 𝑋⊤𝑌 = (𝑉 + 𝑌Σ22
−1Σ21)

⊤𝑌 = 𝑉⊤𝑌 + Σ12Σ22
−1𝑌⊤𝑌

给定𝑌时，𝐼𝑚 − 𝑃𝑌，𝑌, 𝑌⊤𝑌都是常数矩阵，且(𝐼𝑚−𝑃𝑌)𝑌 = 0,由引理

2，𝑌⊤𝑉 ⫫ 𝐼𝑚 − 𝑃𝑌 𝑉|𝑌, 所以

𝑊11⦁2 ⫫𝑊12 |𝑌, 𝑊11⦁2 ⫫{𝑊12, 𝑊22 } |𝑌，

但𝑊11⦁2 ⫫𝑌, 所以由第7讲引理3，

𝑊11⦁2⫫ { 𝑊12, 𝑊22 }

𝑣𝑒𝑐 𝑉⊤ ~𝑁𝑚𝑞 𝟎, 𝐼𝑚⨂Σ11⦁2

⇒ 𝑣𝑒𝑐 𝑉⊤𝑌 = (𝑌⊤⨂𝐼𝑞) 𝑣𝑒𝑐 𝑉⊤

⇒ 𝑣𝑒𝑐 𝑉⊤𝑌 |𝑌~𝑁(𝑝−𝑞)𝑞 𝟎, (𝑌⊤𝑌⨂Σ11⦁2

⇒ 𝑊12| 𝑌~𝑁(𝑝−𝑞)𝑞 𝑣𝑒𝑐(Σ12Σ22
−1𝑌⊤𝑌), (𝑌⊤𝑌⨂Σ11⦁2

𝑊12代表两部分变量𝐱, 𝐲之间的相关性或相似性，它将是典则相关分析
的主要考察对象。其分布在𝐻0: Σ12 = 0时的分布是什么？
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第6讲定理A3(Bilodeau & Brenner P30) ：若𝑋 = 𝐵𝑌𝐵⊤,
其中𝑋，𝑌是𝑝 × 𝑝对称矩阵，𝐵是𝑝 × 𝑝可逆矩阵，则
𝐽 𝑋 → 𝑌 = |𝐵|𝑝+1
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推论4.  假设𝑊~𝑊𝑝 𝑚 , 𝐳~𝑁𝑝 𝟎, 𝐼𝑝 , 𝑚 ≥ 𝑝,假设𝑊 ⫫ 𝐳，则

𝐳⊤𝐳/𝐳⊤𝑊−1𝐳~𝜒𝑚−𝑝+1
2 .
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 矩阵𝑌 = (𝐲1, …, 𝐲𝑛)拉直 : vec 𝑌 =

𝐲1
⋮
𝐲𝑛

,

 矩阵𝐴, 𝐵的Kronecker乘积：𝐴⨂𝐵 = 𝑎𝑖𝑗𝐵 .

 𝑋 =
𝐱1
⊤

⋮
𝐱𝑛
⊤

= (𝐱1, …, 𝐱𝑛)
⊤ = (𝐱(1), …, 𝐱(𝑛))

𝐱1, …, 𝐱𝑛 iid ~ 𝑁𝑝 𝛍, Σ

⇔ vec(𝑋⊤)~𝑁𝑛𝑝(𝟏⨂𝛍, 𝐼𝑛⨂Σ)

⇔ vec(𝑋)~𝑁𝑛𝑝(𝛍⨂𝟏, Σ ⨂𝐼𝑛)

 常用性质：

vec(𝐴𝑋𝐵) = (𝐵⊤⨂𝐴)vec(𝑋)，

𝐴⨂𝐵 𝐶⨂𝐷 = (𝐴𝐶)⨂(𝐵𝐷)

附：矩阵拉直/向量化
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.6.1 Lemma,74,Brenner&Bilodeau P参见
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附录2：Wishart矩阵的特征根分布

𝑊~𝑊𝑝(𝑚)，谱分解：𝑊 = 𝑉Λ𝑉⊤, Λ = 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝜆1, … , 𝜆𝑝 。𝑊的概率密度

𝑝 𝑊 = 𝑐 𝑊 𝑚−𝑝−1 /2 exp −
𝑡𝑟𝑊

2

=
1

2𝑚𝑝/2Γ𝑝(𝑚/2))
Λ 𝑚−𝑝−1 /2 exp −

𝑡𝑟Λ

2
≜ ℎ(Λ)

仅依赖于特征根Λ，

𝑝 𝑊 𝑑𝑊 = ℎ(Λ)𝐽 𝑊 → 𝑉, Λ (𝑑𝑉) 𝑑Λ

=
2𝑝𝜋𝑝

2/2

2𝑚𝑝/2Γ𝑝(𝑚/2))Γ𝑝(𝑝/2)
Λ 𝑚−𝑝−1 /2 exp −

𝑡𝑟Λ

2
ෑ

1≤𝑖<𝑗≤𝑝

(𝜆𝑖 − 𝜆𝑗) 𝑑Λ ×
1

𝒪 𝑝
(𝑑𝑉)

定理A1：假设𝑊~𝑊𝑝 𝑚, 𝐼𝑝 , 𝑚 ≥ 𝑝, 则𝑊的特征根𝜆1, … , 𝜆𝑝 > 0的

联合概率密度

𝑝(𝜆1, … , 𝜆𝑝) =
𝜋𝑝

2/2

2𝑚𝑝/2Γ𝑝(𝑚/2))Γ𝑝(𝑝/2)
Λ 𝑚−𝑝−1 /2 exp −

𝑡𝑟Λ

2
ς1≤𝑖<𝑗≤𝑝 |𝜆𝑖 − 𝜆𝑗|,

另外𝑉~𝑈(𝒪(𝑚)). 

范德蒙行列式
Vandermonde
determinant

Alexandre-Théophile
Vandermonde：法
国18世纪音乐家、
数学家、化学家。

1
标注
V~U(O(p))
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