
第十一讲 主成分分析
2024.4.10

PCA, Principal Component Analysis 

方差=长度2=信息
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Recap

外积微分形式：

𝑑𝑋 = 𝑗=1ٿ
𝑚 𝑖=1ٿ

𝑛 𝑑𝑥𝑖𝑗 = 𝐽(𝑋 → 𝑌) 𝑗=1ٿ
𝑚 𝑖=1ٿ

𝑛 𝑑𝑦𝑖𝑗 = 𝐽(𝑑𝑌)

计算积分（变量代换𝑋 = 𝑔(𝑌)）

𝐼 = 𝑋∈𝑅𝑛×𝑚 𝑓 𝑋 𝑑𝑋 = 𝑋∈𝑅𝑛×𝑚 𝑓 𝑋 (𝑑𝑋)

= න
𝑌∈𝑅𝑛×𝑚

𝑓 𝑔 𝑌 𝐽 𝑋 → 𝑌 (𝑑𝑌)

特别地，如果变量代换具有上三角形式（如球坐标变换，上三角分解），
形式微分计算可大为简化（参见定理A5的证明）。

假设𝒛1, … , 𝒛𝑛 iid ~𝑁𝑚 0, Σ ⇔ 𝑍~𝑁𝑛𝑚 0, 𝐼𝑛⨂Σ ， 𝐴 = 𝑊 = 𝑍⊤𝑍,
𝑍的概率密度𝑓 𝑍 = ℎ(𝐴)仅依赖于𝐴,求𝐴 = 𝑊 = 𝑍⊤𝑍 的概率密度。

定理A8：𝑍唯一分解为(Schmidt正交化): 𝑍 = 𝐻1𝑇, 
其中 𝐻1 = (𝐡1, … , 𝐡𝑚 )是𝑛 ×𝑚列正交矩阵，𝐻1

⊤𝐻1 = 𝐼𝑚, 𝑇是𝑚 ×
𝑚上三角矩阵（对角元> 0），则

𝑑𝑍 = ς𝑖=1
𝑚 𝑡𝑖𝑖

𝑛−𝑖 𝑑𝑇 𝐻1
⊤𝑑𝐻1 .
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𝑍 = 𝐻1𝑇 ⇒ 𝐴 = 𝑍⊤𝑍 = 𝑇⊤𝑇

⟹ 𝑑𝐴 = 2𝑚ς𝑖=1
𝑚 𝑡𝑖𝑖

𝑚−𝑖+1 (𝑑𝑇)，定理A5

⟹ 𝑑𝑍 = 2−𝑚 𝐴
𝑛−𝑚−1

2 (𝑑𝐴)(𝐻1
⊤𝑑𝐻1), 定理A8

⟹ 𝑓(𝑍) 𝑑𝑍 = ℎ(𝐴) 2−𝑚 𝐴
𝑛−𝑚−1

2 (𝑑𝐴)(𝐻1
⊤𝑑𝐻1), (*)

此即定理A9, (*)右端对 𝐻1
⊤𝑑𝐻1 在𝑉𝑚,𝑛 = ሼ𝐻1 ∈ 𝑅

𝑛×𝑚: 𝐻1
⊤𝐻1 =

𝑍 ⟶ (𝐻1, 𝑇) ⟶ (𝐻1, 𝑇
⊤𝑇 = 𝐴)

注：(*)式与上三角矩阵𝑇无关， 𝑇只是起了方便计算微分外积的过渡作
用。有理由相信，为了得到(*), 应该更简单的计算法则（外积微分形式
还是过于复杂）。
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主成分分析方法（PCA， principal component analysis）把
多个相关变量线性组合成新的“变量”, 如果少数几个组合能包
含原来所有变量的大部分方差信息，那么我们可以用它们替代
原来较多的变量。这些变量的组合称为主成分(PC, principal 
component )。

PCA是由K. Pearson、Hotelling独立发展出来的降维方法。

PCA实际上是SVD的一个特殊应用。
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物体的长度

物体的长度以远端边界点之间的距离度量，或以边界点与中心的距离度
量。

随机变量的“长度2”：方差

随机变量作为函数，是有“形状”的数学对象，表现为其分布形状。

我们以方差𝐸(𝑥 − 𝜇)2而不是𝐸(𝑥)2度量随机变量的“长度”（后者不代
表几何形状的长度，参见下图）。

方差：随机变量的长度2
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随机向量的各向“长度”

随机向量𝐱的空间轮廓在各个方向上都有长度，𝐸 𝐱 = 𝛍, var 𝐱 = Σ。

对任何方向𝐯, 𝐯 = 1，

𝐱在𝐯上的投影坐标为𝐯⊤𝐱，中心𝛍的投影坐标为𝐯⊤𝛍，

随机向量在该方向上的方差或“长度2”：

E(𝐯⊤𝐱 − 𝐯⊤𝛍)2 = 𝐯⊤ Σ 𝐯, 𝐯 = 1,

PCA求解随机向量投
影坐标方差最大的
方向，此时投影坐
标称为主成分。

𝐱与中心𝛍的平均距离
𝐸||𝐱 − 𝛍||𝟐 不能体现
出长度的方向性及分
量之间的相依性。
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我们首先考虑总体（单个随机向量）的主成分分析。

PCA寻找一个低维空间，特别地一组正交基，使得随机向量在
其上的投影最大可能地保留原始数据的信息，信息以投影坐
标的方差（长度2）代表。

这些正交基称为主成分方向（或载荷），而随机向量在这些
方向上的投影坐标称为主成分。

投影坐标
的方差

。，投影坐标为投影为

，即特别地，若。投影坐标为

上的投影为在随机向量
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TTT 长度为的方差

上的投影坐标在随机向量，对任何假设 p
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的特征向量。说明它们是，定理向依此类推，得到最优方

最大，表述为，使投影的方差补空间上再次寻找方向

的正交，我们在不足以代表原始主成分影如果认为该方向上的投

上投影坐标的方差：在极大化，假设
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处达到。量为上述极值分别在特征向

，，

，则对任何特征向量为

对应的正交、单位长其特征根为：若定理
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其它类似。

，所以，对任何

时等号成立。，故当时等号成立，即当

故，，，则令

。的谱分解为即

。，，，记

的证明：定理
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主成分
定义
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所有主成分：

主成分为第载荷，主成分方向称为第

；为第一主成分载荷，称为第一主成分方向

。由定理为

特征向量对应的相互正交的单位假设特征根

，其中的谱分解为假设

，





𝐲 = 𝑉⊤𝐱或 𝐲 = 𝑉⊤(𝐱 − 𝐸(𝐱)称为的主成分变换
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的占比大于某个阈值：在总方差

个主成分的方差之和的选取使得前其中

替代原随机向量）个方差最大的主成分（用前

，所有主成分：

，的谱分解：

：旋转变换分变换）对随机向量进行主成主成分分析（
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主成分
分析

，各个主成分不相关。主成分的方差：
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载荷矩阵 𝑉 = 𝐯1, … , 𝐯𝑝 = 𝑣𝑖𝑗 ,

行下标 𝑖：变量。列下标 𝑗：主成分

载荷作为PC的组合系数，其大小、符号代表了PC的含义。
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主成分特征向量

，所有特征根。若各个主成分重要性相同

一组正交基，，特征向量可取为任意所有特征根都是若例
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都是特征向量。，任何个特征根都是所以其它

，

，另外，对任何

特征向量为是一个特征根，对应的所以

因为

矩阵（相关系数矩阵）已经标准化，其协方差向量假设续例
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是合理的。分取为的对称性说明第一主成决定。诸差

和若干独立的误由一个共同的变量独立，即其中

可以表示为生成模型的形式知时，由
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情形类似于最小特征根重数最大特征根为
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V vvv载荷矩阵
PC1的载荷

𝐯1 = (0,0,1)⊤ = cov(𝐱, 𝑦1)/𝜆1

PC1: 𝑦1 = 𝐯1
⊤𝐱 = 𝑥3，与𝑥1, 𝑥2

无关，只与𝑥3有关

软件不输出公式，只输出数值结果，基于输出载荷解释PC含义：
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样本 PCA
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样本协方差矩阵

的中心化

数据矩阵

样本
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样本PCA与总体PCA基本相同，只需将总体协方差矩阵Σ替换为样本协方
差矩阵𝑆，不同的是每个样本点都需做主成分变换。对样本方差矩阵

。为

其样本方差主成分列为第的第也称为是主成分矩阵有时，

构成主成分矩阵：所有样本的所有主成分

主成分，分量称为第其第的主成分变换

载荷的各列是主成分方向则单位特征向量

对应的正交的特征根为假设样本协方差矩阵
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降维 - 选取部分主成分

主成分
的方差

主成分
的选取

降维的目的。的所有变量，从而达到的几个主成分代表原来

差贡献比率接近变换，通常选取累计方主成分变换是 %1001-1
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例4.  112个孩子进行了6项测试

general:综合,  picture:绘画,  blocks:积木,
maze:迷宫,   reading:阅读, vocab:词汇量

其中general是智商测试。各项测试的成绩总分不同，故我们考虑标准化
数据的协方差矩阵，即原始数据的相关系数矩阵：

general picture blocks maze reading vocab
general 1 0.47 0.55 0.34 0.58 0.51
picture 0.47 1 0.57 0.19 0.26 0.24
blocks 0.55 0.57 1 0.45 0.35 0.36
maze 0.34 0.19 0.45 1 0.18 0.22
reading 0.58 0.26 0.35 0.18 1 0.79
vocab 0.51 0.24 0.36 0.22 0.79 1

R

# PCA函数： princomp (𝑛 > 𝑝)
mypca = princomp(covmat=R)  # R: 协方差矩阵，总体PCA
mypca = princomp(x)  #x: 数据矩阵，样本PCA 
summary(mypca)  #特征根/方差、贡献率
mypca$loadings #载荷
mypca$scores #PC
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1.000.970.910.840.700.51

0.200.350.410.821.143.07/

654321

累积方差贡献率

方差特征根

主成分

j

相关系数阵的特征根：

各个主成分的含义可参看载荷矩阵（下页）

%.84  %,146/82.0

70% %,196/14.1

%,516/07.3

6)(... 61

累积第三主成分解释

累积第二主成分解释

差的第一主成分能解释总方

总方差







 Rtr
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pc1 pc2 pc3 pc4 pc5 pc6
general 0.47 0 0 0.86 0 -0.19
picture 0.36 0.4 0.6 -0.24 0.54 0
blocks 0.43 0.4 0 -0.25 -0.76 0
maze 0.29 0.41 -0.79 0 0.35 0
reading 0.44 -0.51 0 0 0 0.73
vocab 0.43 -0.5 0 -0.37 0 -0.65

1v
2v 3v 4v 5v 6v

综合能力。代表平均成绩取值近似，故：各个分量符号相同， ,1PC1v

与语言能力的差别。数学、空间代表了行为能力故

负相关正相关，与与

无关，与，载荷：

)(2PC

)(*5.0)(*4.0PC2        

:,,,

2PC0general)5.0,5.0,4.0,4.0,4.0,0(2

vocabreadingblocksmazepicture

vocabreadingblocksmazepicture

general



 T
v

V载荷矩阵

的特殊能力，度量了综合能力之外上载荷为在， 0generalPC3PC2
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general picture blocks maze reading vocab
general 24.641 5.991 33.52 6.023 20.755 29.701
picture 5.991 6.7 18.137 1.782 4.936 7.204
blocks 33.52 18.137 149.831 19.424 31.43 50.753
maze 6.023 1.782 19.424 12.711 4.757 9.075
reading 20.755 4.936 31.43 4.757 52.604 66.762
vocab 29.701 7.204 50.753 9.075 66.762 135.292

pc1 pc2 pc3 pc4 pc5 pc6
general 0.23 0 0.55 0.65 -0.42 -0.19
picture 0 0 0 0 -0.22 0.96
blocks 0.63 -0.74 -0.13 -0.18 0 0
maze 0 0 0 0.55 0.82 0.14
reading 0.37 0.3 0.67 -0.47 0.32 0.03
vocab 0.63 0.59 -0.47 0.13 -0.11 0

1.000.990.960.930.890.62

4.029.3911.6617.57102.04237.09/

654321

累积方差贡献率

方差特征根

主成分

j

如果对成绩的协方差矩阵（而不是相关系数矩阵）进行PCA分析，前两个
主成分贡献89%, 但载荷的含义不容易解释。所以，当随机向量的各个分
量尺度(scale)不同时，最好基于相关系数矩阵进行PCA分析。

S协方差矩阵

的特征根S

V

S

载荷矩阵

的特征向量 /



例5.课本Table8.4给出的是5个公司股票的周收益率数据（103周），5家公司为
JP Morgan, Citibank, Wells Fargo, Royal Dutch Shell, Exxon Mobil, 各周之间的数据
是独立的。5个股票的协方差矩阵 (x10-4) 如下
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JP Morgan Citibank Wells Fargo
Royal Dutch 

Shell
Exxon Mobil

JP Morgan 4.33 2.76 1.59 0.64 0.89
Citibank 2.76 4.39 1.8 1.81 1.23
Wells Fargo 1.59 1.8 2.24 0.73 0.61
Royal Dutch 
Shell

0.64 1.81 0.73 7.22 5.08

Exxon Mobil 0.89 1.23 0.61 5.08 7.66

## R 函数princomp

Weekly.return = read.table("http://staff.ustc.edu.cn/~ynyang/vector/data/T8-4.DAT") 

dimnames(Weekly.return)[[2]]=c("JP Morgan","Citibank", "Wells Fargo", "Royal Dutch Shell","Exxon Mobil")  

cov(Weekly.return)->v  ##计算协方差矩阵

mypca = princomp(covmat =v)   ##总体PCA：基于协方差矩阵求解主成分

Mypca =princomp(Weekly.return) ## 样本PCA：基于原始数据，与上一行结果相同

summary(mypca,loading=T) ##结果汇总
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> summary(mypca, loading=T) #R 函数princomp分析结果输出：
Importance of components:

Comp.1      Comp.2     Comp.3     Comp.4     Comp.5
Standard deviation        0.037         0.026         0.016 0.012 0.011
Proportion of Variance    0.53           0.27           0.10      0.06          0.05
Cumulative Proportion    0.53           0.80           0.90          0.95           1.00

Loadings:
Comp.1    Comp.2     Comp.3    Comp.4     Comp.5

JP Morgan                  0.223       +0.625        0.326        0.663       0.118
Citibank                      0.307       +0.570       -0.250      -0.414      -0.589
Wells Fargo                0.155       +0.345                0     -0.497       0.780
Royal Dutch Shell      0.639       -0.248        -0.642        0.309       0.148
Exxon Mobil               0.651       -0.322         0.646       -0.216       

j

).../( 51  j

PC1可称为“市场成分”：

载荷v1的各分量符号相同，PC1是各股票

的加权平均，该加权平均具有最大的方
差，反映了市场波动性。其中最后2个股
票对PC1(市场波动性)影响最大.

PC2可称为“行业成分”：

载荷v2的最后2个股票为负(石油)，
前三个为正(为银行)，故这两类股票

的差距具有第二大的方差或变化，
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