
第十五讲 奇异值分解

2024.4.29

上半学期：normal多元正态
下半学期：singular奇异值分解
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引理1.（1）列空间𝐶 𝑋 = 𝐶 𝑋𝑋⊤ ; 行空间𝐶 𝑋⊤ = 𝐶 𝑋⊤𝑋 . 

（2）𝑋⊤𝑋与𝑋𝑋⊤有相同的非0特征根，特征向量相互关联。特别地，

若𝐚是𝑋⊤𝑋的特征向量，则𝐛 = 𝑋𝐚是𝑋𝑋⊤的特征向量；若𝐛是𝑋𝑋⊤的

特征向量，则𝐚 = 𝑋⊤𝐛 是𝑋⊤𝑋的特征向量。

奇异值分解(SVD)

对任一𝑛 × 𝑝矩阵𝑋, 其列向量张成的空间（简称列空间）记作
𝐶 𝑋 = 𝑋𝐭: 𝐭 ∈ 𝑅𝑝

证: 1 𝐶 𝑋𝑋⊤ = 𝑋𝑋⊤𝐭: 𝐭 ∈ 𝑅𝑝 = 𝑋𝐬: 𝐬 = 𝑋⊤𝐭 ∈ 𝑅𝑝 ⊂ 𝐶 𝑋

若𝐱 ∈ 𝐶 𝑋𝑋⊤ ⊥, 𝑋𝑋⊤𝐱 = 0 ⇒ 𝐱⊤𝑋𝑋⊤𝐱 = 0 ⇒ 𝑋⊤𝐱 = 0 ⇒ 𝐱 ∈ 𝐶 𝑋 ⊥

⇒ 𝐶 𝑋𝑋⊤ ⊥ ⊂ 𝐶 𝑋 ⊥, 𝐶 𝑋 ⊂ 𝐶 𝑋𝑋⊤ .

2 . 𝑋⊤𝐛 = 𝑋⊤𝑋𝐚 = 𝐚𝜆 ⇒ 𝑋𝑋⊤ 𝑋𝐚 = 𝑋𝐚 𝜆.

引理1蕴含了奇异值分解（SVD, singular value decomposition）。
特别地，为了刻画矩阵𝑋的列空间特征，我们可以考虑𝑋𝑋⊤的列
空间特征（特征向量）。对𝑋的行也是如此。

列空间
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的特征向量。，的各列分别是

个正特征根，的或为其中

的对角元称为奇异值其中

可表示为矩阵的任一秩为定理
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SVD
𝑋 = 𝑈𝐷𝑉⊤

注：当𝑋是中心化的数据矩阵，𝑌 = 𝑋𝑉 = 𝑈𝐷是主成分矩阵
（第𝑘列是第 𝑘主成分）。
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证明：𝑋⊤𝑋的非0特征根的特征方程：
𝑋⊤𝑋𝐯𝑖 = 𝐯𝑖𝜆𝑖 , 𝑖 = 1, … , 𝑟 ⇔ 𝑋⊤𝑋𝑉 = 𝑉𝐷2,

其中𝐷2 = diag 𝜆1, … , 𝜆𝑟

𝑋𝑋⊤𝑋𝑉 = 𝑋𝑉𝐷2 ⇔ 𝑋𝑋⊤𝑌 = 𝑌𝐷2，𝑌⊤𝑌 = 𝑉⊤𝑋⊤𝑋𝑉 = 𝐷2

𝑌的列是𝑋𝑋⊤的正交特征向量,模长分别为 𝜆1, … , 𝜆𝑟

𝑈⊤𝑈 = 𝐼𝑟，𝑈的列是𝑋𝑋⊤的单位正交特征向量

令 𝑌 = 𝑋𝑉

综上 𝑌 = 𝑋𝑉 = 𝑈𝐷，左乘𝑉⊤ ⇒ 𝑋𝑉𝑉⊤ = 𝑈𝐷𝑉⊤

因为𝐶 𝑉 = 𝐶 𝑋⊤𝑋 = 𝐶 𝑋⊤ , 𝑉𝑉⊤ = 𝑃𝑉 = 𝑃𝑋⊤, 所以

𝑈𝐷𝑉⊤ = 𝑋𝑉𝑉⊤ = 𝑋𝑃𝑉 = 𝑋𝑃𝑋⊤ = 𝑋.

若𝑋已经中心化, 则
𝑋⊤𝑋 = 𝑛 − 1 𝑆

若𝑋已经中心化，
则 𝑌 是主成分矩阵。

令𝑈 = 𝑌𝐷−1 (𝑌单位化)
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 若𝑋已经中心化, 则 SVD ⇔ PCA

𝑋⊤𝑋 = 𝑛 − 1 𝑆，𝑌 = 𝑋𝑉 = 𝑈𝐷是所有非0奇异值对应的主成分。

 正交展开： 𝑋 = 𝑈𝐷𝑉⊤ = 𝜆1𝐮1𝐯1
⊤ +⋯+ 𝜆𝑟𝐮𝑟𝐯𝑟

⊤.

 𝑉、𝑈分别是𝑋的行、列特征： 𝑋𝑋⊤𝑈 = 𝑈𝐷2，𝑋⊤𝑋𝑉 = 𝑉𝐷2

 对偶方程： 𝑋𝑉 = 𝑈𝐷，𝑋⊤𝑈 = 𝑉𝐷

对𝑈， 𝑉的特定一列𝐮，𝐯 (对应的特征根𝜆): X𝐯 = 𝐮 𝜆， 𝑋⊤𝐮 = 𝐯 𝜆

)( TXCv )(XCu

X

TX

虽然𝑋不是方阵，没有特
征向量，但{𝐯，𝐮}可看作
是𝑋及其伴随𝑋⊤的不变量

SVD的一些评注
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矩阵的低秩逼近(low rank approximation)或矩阵分解逼近
(matrix factorization)可以将数据矩阵在低维（低秩）空
间上表示，利于发现数据结构或压缩数据。

矩阵分解和低秩逼近


pn

X
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pk
R


T

kn
C


矩阵分解不唯一，我们感兴趣的是低秩(小𝑘)逼近或者对𝐶，𝑅有额
外的限制的情形。我们将看到，在平方误差意义下，最优的秩𝑘逼近
是奇异值分解的前𝑘项,这说明了奇异值分解的优良性

𝑘 < 𝑟 = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑋)

≈
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高秩情形。可加模型不易推广到更

列效应。未知，可称为行效应和，其中近似逼近矩阵

析中的“可加模型”我们也可以应用方差分

乘积模型

误差

矩阵逼近，我们以秩对任何矩阵

cr

r11c

rc

,

  

   :               

)( ,           

:1)(

1111

11

X

EXrcx

rcx

EEX

XxX

mnmnpn
ijjiij

ijjiij

ij
mnpn

ij















TT

T







:1 外积可以表示为两个向量的的矩阵秩为首先注意到，任意一个 pnX 

u

T
r

c
, 

11

T




pnpn
X rc



11

矩阵分解

列满秩矩阵。，分别是

其中可表示为矩阵分解形式矩阵任一秩引理
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 正交展开：𝑋 = 𝐶𝑅⊤ = 𝐜1𝐫1
⊤ +⋯+ 𝐜𝑘𝐫𝑘

⊤

𝐶的列向量 𝐜𝑖 , 𝑖 = 1, … , 𝑘 是𝑋的列空间的基;
𝑅的列向量{𝐫𝑖 , 𝑖 = 1,… , 𝑘}是𝑋的行空间的基。

当𝐬𝑖与𝐭𝑗相似，

𝑥𝑖𝑗 = 𝒔𝑖
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⊤𝐭𝑗 :   𝑥𝑖𝑗 = 𝒔𝑖

⊤𝐭𝑗

𝐬𝑖 , 𝑖 = 1, … , 𝑛 是𝑋的各行(样本)的某种feature；

𝐭𝑗 , 𝑗 = 1, … , 𝑝 是𝑋的各列(变量)的某种feature.

（参见例2）
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M1 M2 M3 M4

U1 5 3 - 1

U2 4 - - 1

U3 1 1 - 5

U4 1 - - 4

U5 - 1 5 4

来源：http://www.albertauyeung.com/post/python-matrix-factorization/

，进行推荐。任务是填充上这些空格

元素为空。我们的影，所以该矩阵大部分每个观众只看过少数电

。的打分为给电影用户电影个数假设用户个数

分打分给电影，，用户使用了矩阵分解算法。

推荐数据比赛优胜者年算法）（推荐系统的矩阵分解例

)(,,,

),5-1( ,...2,1  ....21 
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Netflix
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协同过滤算法 (collaborative filtering) 假设对某些电影评价
类似/相反的用户对其它电影也应有类似/相反的评价，是
推荐系统中最常见的假设。

U2对M2的评价？
U1，U2都评价了M1和M4，打分
类似。U1对M2的评价为3，我们
推测U2对M2的评价大概为3

U1对M3的评价？
U1似乎与U3，4，5相反，U5
的评价为5，故推测U1对M3的
评价较小，比如1.

经典算法：
协同过滤

M1 M2 M3 M4

U1 5 3 1

U2 4 1

U3 1 1 5

U4 1 4

U5 1 5 4

？

？

M1 M2 M3 M4

U1 5 3 1

U2 4 1

U3 1 1 5

U4 1 4

U5 1 5 4

2 1
5

1
41

1
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Netflix算法：
矩阵分解
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调整填充内容。

重写拟合，用用协同过滤填充，再使如果有空值，也可先使

使用梯度下降法求解；和只对非空格子求和，如果有空值，误差平方

阶展开；的前到，最优解为没有空值，我们将会看如果
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，最小化可写为目标：假设

，矩阵分解推荐算法
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低秩逼
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模定义为其中矩阵的

使得误差平方和最小 矩阵的秩为求解矩阵给定

列满秩

SVD及矩阵的最佳低秩逼近

 上述低秩逼近的最优解是k-阶SVD（下页定理2）

 对特定的问题，矩阵分解施加一些限制将会得到不同于SVD的
其它方法。例如

 如果限制R的元素为0，1，代表𝑘个类别的哑变量表示，得
到的解将会把数据点聚集为𝑘类（聚类分析）。

 若𝑋元素非负，要求𝐶，𝑅元素也是非负，那么得到非负矩
阵分解（non-negative matrix factorizaton，NMF），该方法
因为容易解释且具有聚类效果而颇为流行。
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因此
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 

）（

：度的各个方向上的投影长项我们只需极大化各个加

量。是相互正交的单位长向，因为

所以则的各列记
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注意如果𝑋已经中心化，
𝑋 ⊤𝑋 = 𝑛 − 1 𝑆,

(∗∗) 是PCA的极大化问题。
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如果 𝑋 已经中心化，我们在第1-2页已经看到PCA与SVD的等价性。
从优化的角度来看，从定理2的证明过程，求解低秩逼近等价于
极大化方差：

中心化矩阵的SVD等价于PCA

 

     

极大化投影方差问题。这是

：极大化加和中的每一项

低秩逼近

，，

正交，模长

PCA

max,  ...  ,max  ,max   

 ...max

||||max ||||min 

1||||),...,(
22

1||||
11

1||||

11
1,...,

22

112121
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XXXXXX
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rr
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





总之，中心化𝑋的SVD等价于PCA，若

𝑋 = 𝑈𝐷𝑉 ⊤

则𝑉的各列是主成分方向，Y = 𝑋𝑉 = 𝑈𝐷的第𝑘列是第𝑘主成分。
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1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1
1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1
1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

SVD应用1：图像压缩

图像压缩中很少采用SVD逼近方法，我们这里采用SVD压缩图像数据知识
为了演示目的。

例3. 下表29 × 18矩阵是头像数据，
元素为 0-1，1：白，0：黑。
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T

111:1 vu
T

222:2 vu
T

333:3 vu

21 321 1

轮廓 脸部垂直轮廓脸部水平特征：
头发,眼睛,嘴巴。
竖直方向边际

鼻子

T

444:4 vu

4321 
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网页排序算法HITS与谷歌的PageRank都出现在1998-
1999年，方法也有类似之处，都与SVD有关。

来源：Gilbert Strang (2016)  Introduction to Linear Algebra, 5th ed

SVD应用2：网页搜索排序

邻接矩阵

  .
0

)( 1
     ,      

)matrixadjacency(



 


否则

记作链接到若

联系。定义邻接矩阵网页之间以超链接建立

jiji
aaA ijij

Hub,
Authority

链入(in-link): 一个网页被多个网页链入，则其权威性Authority较大。
链出(out-link): 一个网页如果连接到多个其它网页，则其hub较大。
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42211

101000

110000

110000

310101

411110

合计

合计

e

d

c

b

a

edcba

A 

Link-out

link-in

所以在计算一个网页的权威性计分的时候，不但要考虑链入个数，也
要考虑链入网页的权威性。

如果以网页链入个数（矩阵的列和）作为authority重要性度量，则
在这种度量下，𝑒最受欢迎（4分）。网页𝑐和𝑑的得分都是2，但网
页𝑑被权威性较高的𝑒链入，故𝑑的authority应该大于𝑐。

例4.  5个网页链接情况如图。网页𝑎指向其它所有4个网页，是链出最
多的网页；网页𝑒被4个网页链接，是链入最多的网页。

𝑎

𝑏

𝑐

𝑑𝑒



25

权威网页。网页应该链接指向一些一个重要的链接指向它

网页的权威性网页应该有重要算法的基本思想：一个

hub

hub

,

HITS

.      ,....,2,1   ,          

:hub

.        ,...,2,1   ,       

: hub

 , 

vuva

uvuα

αa

uv

dAnicvdu

ui

cAnjcucv

vj

A

hub

i

ji

ji

i

j

jk

kj

j

ji













T

TT

权威性总分依赖于它指向的网页的计分的网页

计分总值成正比与指向它的网页的的权威性假设网页

）。，列为（行为阵为假设网页之间的邻接矩

。重要性计分为向量计分为向量假设所有网页的权威性

HITS算法

的第一列。中是，

考虑到逼近最优性，的特征向量是的特征向量，是

的对偶方程。正是和注意

VUUDVA

AAAA

AcdAdAcdAAcA

dAcA

,:SVD

,

    , 

SVD

T

TT

TTT

T







vu

vu

vyuvuvu
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网页hub排序(U的第一列)：
𝑎 > 𝑏 > 𝑐 = 𝑑 > 𝑒

$U [,1]  [,2]  [,3]  [,4]  [,5]
[1,] 0.71 -0.53  0.00 -0.45  0.00
[2,] 0.56  0.53 -0.58  0.26  0.00
[3,] 0.28  0.27  0.58  0.13 -0.71
[4,] 0.28  0.27  0.58  0.13  0.71
[5,] 0.13 -0.53  0.00  0.84  0.00

$D
[1] 2.56 1.41 1 0.68  0

$V
[,1]  [,2]  [,3]  [,4]  [,5]

[1,] 0.22  0.38 -0.58  0.38 -0.58
[2,] 0.28 -0.38  0.00 -0.67 -0.58
[3,] 0.50  0.00 -0.58 -0.29  0.58
[4,] 0.33 -0.76  0.00  0.57  0.00
[5,] 0.72  0.38  0.58  0.09  0.00

最大奇异值

网页权威性排序 (V的第一列):
𝑒 > 𝑐 > 𝑑 > 𝑏 > 𝑎

例4(续)

> svd(A)
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HITS算法的缺点是将一个网页的Authority重要性只与到访网页的hub
重要性关联，而没有与到访网页的Authority重要性直接关联。谷歌
的PageRank算法也是只使用链接情况而不使用网页内容对网页排序，
但不区分auth,hub。

页中。平均分配到它链接的网一个链出网页的重要性

把每弱。考虑到这一点，的重要性的作用反而越

它对提升被链接的网页性质越强越多（也即一个网页对外链接

重要链接并不一定说明即的网页被一个对外有很多链接网页

实上某个关联性等同看待，但事将所有网页之间的链接邻接矩阵

 (1998)Brin  and Page

),hub

,)hub(

/

ww

A

PageRank算法（google）

PageRank的基本思想是：
重要的网页应该链接重要的网页, 而且被对外链接较少的重要网

页链接。这样一个自循环的描述其实就是特征向量在变换下的
不变性。
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对应的特征向量。的特征根是

）为则假设（令的行和即

个数为令各个网站对外链接的为邻接矩阵，设

1

(**)                                                                             
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行的行和。的第链出个数，即邻接矩阵网页

权重为的加权和的重要性页等于与之链接的所有网的网页

假设：的重要性为假设网页
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(*)                                             ,                                     

PageRank,),...,(,

 :

1

T
xPageRank

算法

且是最大特征根。的特征根是证明

的特征根为实数练习：证明

,1

;1

H

ADH 

A对称时该结论才成立。
这里的A不对称。

1
线条

1
线条
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征向量。收敛到最大特征根的特

：迭代求解

假设模型的重要性得分为网页记

邻接矩阵为

算法

,....2,1,0,      

:),(

,),(,

:PageRank

)()1(

1











kH

HPageRankscoreix

ADHAdiagDA

kk

i

n

xxx

xx

1

T

T

注2.  鉴于网页数目巨大，一般的求解特征向量的方法都不适用。
Google使用的幂次迭代计算方法。

nHGmatrixGoogle

H

nn /)1(                

   :PageRank  .1

T
11 

做了修正对注



例5. 假设如下三个网页
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a
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b
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A 链出

链入

abc  权威性排序：所以单位化的 HITS    ),85.0  ,53.0  ,0(v

b c

1. HITS算法

算法PageRank 2.

排序更合理。的比同等重要即

的重要性得分，排序为

 HITS,,

,2.04.0                  

,,

ca

xxx

cba

bca 
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