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CCA动机:  cov( 𝐮⊤𝐱, 𝐯⊤𝐲) = 𝐮⊤ Σ𝐱𝐲𝐯 = max!

CCA结果: cov 𝐱, 𝐲 = Σ𝐱𝐲
cca

cov 𝛏, 𝛈 =diagonal
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特征向量。特征根对应的正交单位非或

的列向量分别是其中

特征根的非或为其中

有奇异值分解矩阵的：任何秩为定理

：，奇异值分解
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阶正交矩阵。分别是其中

为，则奇异值分解可表示大小相同的矩阵全为与

补补全为正交方阵中，若将奇异值分解
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有时，将𝑈, 𝑉扩张成正交矩阵应用起来更方便：

SVD

𝑈, 𝑉正交
阵情形

Recap
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奇异值分解的最优性：

定理2：平方误差意义下，𝑋𝑘 = 𝑈𝑘𝐷𝑘𝑉𝑘
⊤ = σ𝑖=1

𝑘 𝜆𝑖 𝐮𝑖𝐯𝑖
⊤是 𝑋的

最优秩 𝑘逼近：

min
𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑊 =𝑘

𝑊 − 𝑋 𝐹
2 = 𝑋𝑘 − 𝑋 𝐹

2 = σ𝑖=𝑘+1
𝑟 𝜆𝑖

其中 𝑈𝑘 = 𝐮1, … , 𝐮𝑘 , 𝑉𝑘 = 𝐯1, … , 𝐯𝑘 分别是 𝑋𝑋⊤，𝑋⊤𝑋前 𝑘个
共同最大特征根对应的特征向量。

注意当 𝑘 ≥ 𝑟时，上述误差等于0，此时 𝑋 = 𝑋𝑘 = 𝑈𝑘𝐷𝑘𝑉𝑘
⊤，这

样我们从逼近的角度证明了SVD （定理15.2的证明过程实质上并
没有应用定理15.1）

SVD⇔正
交对角化

𝑋 = 𝑈𝐷𝑉⊤ =
𝑖=1

𝑟

𝜆𝑖 𝐮𝑖𝐯𝑖
⊤

⇔𝑈⊤𝑋𝑉 = 𝐷

⇔ 𝐮𝑖
⊤𝑋𝐯𝑖 = 𝜆𝑖, 𝐮𝑖

⊤𝑋𝐯𝑗 = 0, 1 ≤ 𝑖 ≠ 𝑗 ≤ 𝑟

最小二乘
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定理3. 假设矩阵 𝑋𝑛×𝑝 的秩为 𝑟，其奇异值分解为 𝑋 = 𝑈𝐷𝑉⊤, 其中

𝑈 = (𝐮1, … , 𝐮𝑟), 𝑉 = (𝐯1, … , 𝐯𝑟), 𝐷 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝜆1, … , 𝜆𝑟 ,

𝜆1 ≥ ⋯ ≥ 𝜆𝑟> 0,考虑极大化

max
𝐮 = 𝐯 =1

𝐮⊤𝑋𝐯 (∗)

(1) 当 𝐮 = 𝐮1， 𝐯 = 𝐯1时(*)达到最大，最大值等于最大奇异值 𝜆1；

(2) 对任何 𝑘 ≤ 𝑟,限制 𝐮 ⊥ 𝐮1, … , 𝐮𝑘−1 , 𝐯 ⊥ 𝐯1, … , 𝐯𝑘−1 , 则在 𝐮 = 𝐮𝑘，

𝐯 = 𝐯𝑘 时 (*)达到最大, 最大值等于 𝜆𝑘 .

证明1： (1) 由Cauchy-Schwartz不等式

𝐮⊤𝑋𝐯 ≤ 𝐮⊤𝐮 𝐯⊤𝑋⊤𝑋𝐯 = 𝐯⊤𝑋⊤𝑋𝐯 ≤ 𝜆1

当 𝐯 = 𝐯1 时后一个等号成立，当 𝐮 ∝ 𝑋𝐯 时前一个等号成立，此时，
𝐮 ∝ 𝑋𝐯1 ∝ 𝐮1.  (2)证明类似。

双线性函
数极大化

我们将在典则相关分析、配列、聚类中用到双线性函数 𝐮⊤𝐴𝐯
的极大化问题，该问题与奇异值分解的最优性有关。
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证明2（拉格朗日乘子法）令

𝑓 𝐮, 𝐯 = 𝐮⊤𝑋𝐯 −
𝜂1
2

𝐯⊤𝐯 − 1 −
𝜂2
2
(𝐮⊤𝐮 − 1)，

令
𝜕𝑓

𝜕𝐮
= 𝑋𝐯 − 𝜂2𝐮 = 0, 

𝜕𝑓

𝜕𝐯
= 𝑋⊤𝐮 − 𝜂1𝐯 = 0, 即

𝑋𝐯 = 𝜂2𝐮，𝑋⊤𝐮 = 𝜂1𝐯

故 𝐮, 𝐯是奇异值分解中的一对特征向量，且 𝐮⊤𝑋𝐯 = 𝜂1= 𝜂2
最大为 𝜆1，故 𝐮 = 𝐮1， 𝐯 = 𝐯1。

，等等。则其中

，则，若约束

，

所以，

则因为令：证明
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列。的前分别为其中

，

，

，则对任何

其奇异值分解的秩为假设矩阵推论
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例1.   140 个七年级学生进行了4项测试，

𝑥1 = reading speed, 𝑥2 = reading power; 
𝑦1 = arithmetic  speed,  𝑦2 = arithmetic  power;

相关系数矩阵如下：

典则相关分析（CCA）

典则相关分析（CCA:Canonical correlation analysis）研究两个
随机向量之间的相关性，它试图在两个向量内部分别发现最能代表
两组之间相关性的线性组合。CCA由H.Hotelling提出。
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 阅读 𝐱 = (𝑥1, 𝑥2)
⊤ 与数学 𝐲 = (𝑦1, 𝑦2)

⊤ 的协方差 Σ𝐱𝐲 是一个矩阵，如

何用一个实数度量它们之间的相关性？

 如果 𝐱, 𝐲高度相关，原因是什么 （是因为 𝑥2与 𝑦1 强相关?）
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一般地，我们考虑如下典则相关分析问题：

假设var
𝐱𝑝×1
𝐲𝑞×1

=
Σ𝐱𝐱 Σ𝐱𝐲
Σ𝐲𝐱 Σ𝐲𝐲

, 𝐱, 𝐲在这哪些方向上相关性最大? 

求解方向 𝐚 ∈ 𝑅𝑝，𝐛 ∈ 𝑅𝑞使得第一对典则变量 𝐚⊤𝐱，𝐛⊤𝐲的相关系
数最大：

corr 𝐚⊤𝐱，𝐛⊤𝐲 =
𝐚⊤Σ𝐱𝐲𝐛

𝐚⊤Σ𝐱𝐱𝐚 𝐛⊤Σ𝐲𝐲𝐛
= max!

该问题没有唯一解。因为是研究相关系数，典则相关分析约束投影
坐标方差为1：

var(𝐚⊤𝐱) = 𝐚⊤Σ𝐱𝐱𝐚 = 1, var 𝐛⊤𝐲 = 𝐛⊤Σ𝐲𝐲𝐛 = 1

在该约束下极大化

cov 𝐚⊤𝐱，𝐛⊤𝐲 = 𝐚⊤Σ𝐱𝐲𝐛。

求解方向 𝐚 ∈ 𝑅𝑝，𝐛 ∈ 𝑅𝑞使得 𝐚⊤𝐱，𝐛⊤𝐲的协方差最大

cov 𝐚⊤𝐱，𝐛⊤𝐲 = 𝐚⊤Σ𝐱𝐲𝐛

这是有意义的问题，但传统上人们经常考虑相关系数最大化.

CCA问题
的提出
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CCA问
题框架 var

𝐱𝑝×1
𝐲𝑞×1

=
Σ𝐱𝐱 Σ𝐱𝐲
Σ𝐲𝐱 Σ𝐲𝐲

，cov 𝐚⊤𝐱，𝐛⊤𝐲 = 𝐚⊤Σ𝐱𝐲𝐛，

假设 𝐴 = Σ𝐱𝐱
−1/2

Σ𝐱𝐲Σ𝐲𝐲
−1/2

，其SVD: 𝐴 = 𝑈𝐷𝑉⊤ = σ𝑖=1
𝑟 𝜆𝑖 𝐮𝑖𝐯𝑖

⊤。

𝐴 = Σ𝐱𝐱
−1/2

Σ𝐱𝐲Σ𝐲𝐲
−1/2

∈ 𝑅𝑝×𝑞 的奇异值分解：

假设 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) = 𝑟, 𝐴 = 𝑈𝐷𝑉⊤ = σ𝑖=1
𝑟 𝜆𝑖 𝐮𝑖𝐯𝑖

⊤, 其中𝐷 =

diag( 𝜆1, … , 𝜆𝑟)，𝜆1 ≥ ⋯ ≥ 𝜆𝑟> 0为𝐴𝐴⊤，𝐴⊤𝐴的共同非0特

征根,𝑈𝑘 = 𝐮1, … , 𝐮𝑘 , 𝑉𝑘 = 𝐯1, … , 𝐯𝑘 分别是𝐴𝐴⊤，𝐴⊤𝐴前𝑘个
共同最大特征根对应的正交单位特征向量， 𝑈⊤𝑈 = 𝑉⊤𝑉 = 𝐼𝑟 。

后续SVD出现的时候其中的记号含义不再一一说明：

优化目标： max
𝐚⊤Σ𝐱𝐱𝐚=1, 𝐛⊤Σ𝐲𝐲𝐛=1

𝐚⊤Σ𝐱𝐲𝐛
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第1步：

令𝐮 = Σ𝐱𝐱
1/2

𝐚，𝐯 = Σ𝐲𝐲
1/2

𝐛, 𝐮 = 1, 𝐯 = 1,由定理3,

max𝐚⊤Σ𝐱𝐲𝐛 = max
𝐮 =1, 𝐯 =1

𝐮⊤Σ𝐱𝐱
−1/2

Σ𝐱𝐲Σ𝐲𝐲
−1/2

𝐯 = 𝜆1

最大值在𝐮 = 𝐮1, 𝐯 = 𝐯1处达到，此时𝐚1 = Σ𝐱𝐱
−1/2

𝐮1, 𝐛1 = Σ𝐲𝐲
−1/2

𝐯1.

我们称最优组合

𝜉1 = 𝐚1
⊤𝐱 = 𝐮1

⊤Σ𝐱𝐱
−1/2

𝐱, 𝜂1= 𝐛1
⊤𝐲 = 𝐯1

⊤Σ𝐲𝐲
−1/2

𝐲

为第一对典则变量，最大值 𝜆1为第一典则相关系数。

第𝑘步：2 ≤ 𝑘 ≤ 𝑟 = 𝑟𝑎𝑛𝑘(Σ𝐱𝐲)

在 𝐚⊤𝐱与 𝜉1, … , 𝜉𝑘−1 不相关、𝐛⊤𝐲与𝜂1, … , 𝜂𝑘−1 不相关以及单位方差
的约束下, 由定理3

给定前𝑘 − 1个典则变量 𝜉1, … , 𝜉𝑘−1； 𝜂1, … , 𝜂𝑘−1

𝑣𝑎𝑟
𝜉1
𝜂1

=
1 𝜆1

𝜆1 1

CCA求
解过程
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最大值在 𝐮 = 𝐮𝑘, 𝐯 = 𝐯𝒌处达到，此时 𝐚𝑘= Σ𝐱𝐱
−1/2

𝐮𝑘, 𝐛𝑘 = Σ𝐲𝐲
−1/2

𝐯𝒌。

max𝑐𝑜𝑟𝑟 𝐚⊤𝐱, 𝐛⊤𝐲 = max 𝐚⊤ Σ𝐱𝐲𝐛

= max
𝐮 =1, 𝐯 =1

𝐮⊥𝐮1,…,𝐮𝑘−1;𝐯⊥𝐯1,…,𝐯𝑘−1

𝐮⊤Σ𝐱𝐱
−1/2

Σ𝐱𝐲Σ𝐲𝐲
−1/2

𝐯 = 𝜆𝑘

且𝑣𝑎𝑟
𝜉𝑘
𝜂𝑘

=
1 𝜆𝑘

𝜆𝑘 1
，𝑐𝑜𝑣(𝜉𝑘 , 𝜉𝑗) = 0, 𝑐𝑜𝑣(𝜂𝑘 , 𝜂𝑗) = 0

我们称

𝜉𝑘 = 𝐚𝑘
⊤𝐱 = 𝐮𝑘

⊤Σ𝐱𝐱
−1/2

𝐱, 𝜂𝑘 = 𝐛𝑘
⊤𝐲 = 𝐯𝑘

⊤Σ𝐲𝐲
−1/2

𝐲

为第 𝑘对典则变量， 𝜆𝑘 为第 𝑘个典则相关系数。

约束：𝐚⊤Σ𝐱𝐱𝐚 = 𝐛⊤Σ𝐲𝐲𝐛 = 1

cov 𝐚⊤𝐱, 𝐚𝑖
⊤𝐱 = 𝐚⊤Σ𝐱𝐱𝐚𝑖 = 0

cov 𝐛⊤𝐲, 𝐛𝑖
⊤𝐲 = 𝐛⊤Σ𝐲𝐲𝐛𝑖 = 0，𝑖 = 1,… , 𝑘 − 1
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假设var
𝐱
𝐲 =

Σ𝐱𝐱 Σ𝐱𝐲
Σ𝐲𝐱 Σ𝐲𝐲

, 𝐴 = Σ𝐱𝐱
−1/2

Σ𝐱𝐲Σ𝐲𝐲
−1/2

的奇异值分解为

𝐴 = 𝑈𝐷𝑉⊤ = σ𝑖=1
𝑟 𝜆𝑖 𝐮𝑖𝐯𝑖

⊤, 𝑟 = 𝑟𝑎𝑛𝑘(Σ𝐱𝐲),

 第𝑘对典则变量：𝜉𝑘 = 𝐮𝑘
⊤Σ𝐱𝐱

−1/2
𝐱, 𝜂𝑘 = 𝐯𝑘

⊤Σ𝐲𝐲
−1/2

𝐲，

 第𝑘典则相关系数： 𝜆𝑘，𝑘 = 1,… , 𝑟

 所有典则变量:  𝛏 = (𝜉1, … , 𝜉𝑟)
⊤ = 𝑈⊤Σ𝐱𝐱

−1/2
𝐱,

𝛈 = (𝜂1, … , 𝜂𝑟)
⊤ = 𝑉⊤Σ𝐲𝐲

−1/2
𝐲

 方差-协方差：𝑣𝑎𝑟
𝛏
𝛈

=
𝐼𝑟 𝐷
𝐷 𝐼𝑟

CCA结论 综上，典则变量和典则相关系数定义如下：

.

100

010

010

001

var,

2

1

2

1

2

1

2

1



























































例如



13

cov 𝐱, 𝐲 = Σ𝐱𝐱
−1/2

Σ𝐱𝐲Σ𝐲𝐲
−1/2

= 𝑈𝐷𝑉⊤

对角化：

两边同时左乘𝑈⊤，右乘𝑉

cov 𝑈⊤ 𝐱, 𝑉⊤ 𝐲 = 𝐷

典则变量

CCA简要
步骤

𝐱, 𝐲典则相关分析简要步骤：

 首先将𝐱, 𝐲标准化:   𝐱 = Σ𝐱𝐱
−1/2

𝐱, 𝐲 = Σ𝐲𝐲
−1/2

𝐲,

相应地，协方差矩阵标准化：

𝐴 = cov 𝐱, 𝐲 = Σ𝐱𝐱
−1/2

Σ𝐱𝐲Σ𝐲𝐲
−1/2

 奇异值分解：𝐴 = 𝑈𝐷𝑉⊤

 典则变换（类似于主成分变换， 𝐴对角化）：
𝛏 = 𝑈⊤ 𝐱，𝛈 = 𝑉⊤ 𝐲。
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 PCA:  var(𝐯⊤𝐱) = 𝐯⊤ Σ𝐱𝐱𝐯 = max!

谱分解: Σ𝐱𝐱 = 𝑉Λ𝑉⊤ ⇒ cov(𝑉⊤𝐱, 𝑉⊤𝐱) = Λ,

 CCA:  cov( 𝐮⊤𝐱, 𝐯⊤𝐲) = 𝐮⊤ Σ𝐱𝐲𝐯 = max!

奇异值分解: Σ𝐱𝐲 = 𝑈𝐷𝑉⊤ ⇒ cov(𝑈⊤𝐱, 𝑉⊤𝐲) = 𝐷

CCA与PCA

典则变量

主成分

CCA本质上与PCA原理一致，都是求解子空间/方向上的投影，
最大可能地保留协方差或方差结构。PCA考虑一个随机向量内
部方差结构，利用方差矩阵的谱分解；CCA考虑两个随机向量
之间的协方差结构，利用协方差矩阵的奇异值分解。
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，比例能被解释的中，代表

，两边同时取方差，

，

部分：相关的部分和不相关的表示成与解释如下：将

xy
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。比例所能解释的的方差中为

。比例所能解释的的方差中为

的标准化

？根小于的含义？为什么其特征

""

"" 

  :

1,,
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xy

xxyxyyxyxx

yyxyxxyxyy
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IAA
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T

T

CCA与决
定系数

我们知道，相关分析与线性回归联系密切，典则相关分析也是。

特别地，当𝑞 = 1时，Φ是实数，Ψ秩1，唯一非0特征根𝜆 1 =
Φ，在回归分析中称为决定系数。 𝑝 = 1时类似。
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CCA与消元
法/对角化

标准化: 𝐲 = Σ𝐲𝐲
−1/2

𝐲, 𝐱 = Σ𝐱𝐱
−1/2

𝐱

线性模型： 𝐲 = 𝐵⊤𝐱 + 𝛆 = Σ𝐲𝐱Σ𝐱𝐱
−1 +𝛆

𝐲 = Σ𝐲𝐲
−1/2

Σ𝐲𝐱Σ𝐱𝐱
−1Σ𝐱𝐱

1/2
𝐱 + Σ𝐲𝐲

−1/2
𝛆 = 𝐴⊤ 𝐱 + 𝛆

SVD：𝐴 = 𝑈𝐷𝑉⊤

𝐲 = 𝑉𝐷𝑈⊤ 𝐱 + 𝛆 ⇒ 𝑉⊤ 𝐲 = 𝐷𝑈⊤ 𝐱 + 𝑉⊤𝛆

𝛈 = 𝐷𝝃 + 𝜹⇔

记𝛈 = 𝑉⊤ 𝐲, 𝝃 = 𝑈⊤ 𝐱

δξηεxy                   

/

CCA

cca

 DrBq 个简单模型个复杂模型

对角化过程：线性方程组的消元法模型的过程，也就是解

若干个简单线性型（多个方程）重整为可看作是对多元线性模

T

൞
𝜂1 = 𝜆1𝜉1 + 𝛿1

⋮

𝜂𝑟 = 𝜆𝑟𝜉𝑟 + 𝛿𝑟

𝜂𝑖 = 𝜆𝑖𝜉𝑖 + 𝛿𝑖 中𝜂𝑖，𝜉𝑖都是

标准化的， 𝜆𝑖 = corr(𝜂𝑖 , 𝜉𝑖).

重
要
性
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TCCA 与分
块对角化
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, ：使得四块都是对角矩阵，求解给定矩阵

分块对角化：

即可。分别补全成正交阵原矩阵不同，将但上述对角阵的大小与

，得分块对角化：

：应用

先将主对角阵单位化：

解：

qqpp

r

r

rqrrrrp

q

p

VUVU

ID

DI

V

U

V

U

diagDVDU
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I
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,
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),...,(,  SVD  

   

  

1/2

1/2

1/2

1/2

1

2/12/1
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2/12/1

2/1

2/1

2/1

2/1
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yyxyxx

xxyxyy
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样本典则相关分析

.0...),,...,(

,

),,...,(),,...,(

  , :

11

11

2/12/1







 

r

r

rr

diagD

IVVUU

VU

UDVSSSASVD



TT

T

vvuu

xxyxyy

其中

样本
CCA

 数据:  (𝑋𝑛×𝑝, 𝑌𝑛×𝑞) =
𝐱1
⊤ 𝐲1

⊤

⋮ ⋮
𝐱𝑛
⊤ 𝐲𝑛

⊤
, 假设 𝑋, 𝑌都已中心化

样本方差-协方差矩阵：𝑆 =
𝑆𝐱𝐱 𝑆𝐱𝒚
𝑆𝐲𝐱 𝑆𝐲𝐲

=
1

𝑛−1

𝑋⊤𝑋 𝑋⊤𝑌
𝑌⊤𝑋 𝑌⊤𝑌

,

令𝑆𝐱𝒚的标准化： 𝐴 = 𝑆𝐱𝐱
−1/2

𝑆𝐱𝒚𝑆𝐲𝐲
−1/2

,

 奇异值分解(𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 𝑟):

𝐴 = 𝑈𝐷𝑉⊤

 典则变量： 𝛏𝑖 = 𝑈⊤𝑆𝐱𝐱
−1/2

𝐱𝑖 , 𝛈𝑖= 𝑉⊤𝑆𝐲𝐲
−1/2

𝐲𝑖， 𝑖 = 1, … , 𝑛

以上过程与总体CCA完全相同.

 所有数据的典则变量：

𝑋cca = (𝛏1, … , 𝛏𝑛)
⊤ = 𝑋𝑆𝐱𝐱

−1/2
𝑈,

𝑌cca = (𝛈1, … , 𝛈𝑛)
⊤ = 𝑌𝑆𝐲𝐲

−1/2
𝑉

𝐶𝐶𝐴: 𝑋⊤𝑌 = 𝑛 − 1 𝑆𝐱𝐲
𝑐𝑐𝑎

𝑋𝑐𝑐𝑎
⊤ 𝑌𝑐𝑐𝑎 = 𝑛 − 1 𝐷

𝑋𝑐𝑐𝑎
⊤ 𝑌𝑐𝑐𝑎/ 𝑛 − 1 = 𝐷
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𝐴 = 𝑆𝐱𝐱
−1/2

𝑆𝐱𝒚𝑆𝐲𝐲
−1/2

= (𝑋⊤𝑋)−1/2𝑋⊤𝑌(𝑌⊤𝑌)−1/2 ⇒

Φ = 𝐴⊤𝐴 = (𝑌⊤𝑌)−1/2𝑌⊤ 𝑋(𝑋⊤𝑋)−1𝑋⊤𝑌(𝑌⊤𝑌)−1/2

下划线部分交换次序不改变特征根

𝜆 Φ = 𝜆(𝑋(𝑋⊤𝑋)−1𝑋⊤𝑌(𝑌⊤𝑌)−1𝑌⊤) = 𝜆(𝑃𝑋𝑃𝑌)

故典则相关系数是𝑃𝑋𝑃𝑌特征根的平方根。

检验𝐱, 𝐲不相关

𝐻0: Σ𝐱𝐲= 0 ⇔ 𝜆1 = 0

𝐻0下，近似地

𝑛log
|Σ0|

|Σ1|
= −𝑛log ෑ

𝑖=1

𝑟

(1 − 𝜆𝑖) ~ 𝜒𝑝𝑞
2

典则相关
系数:

𝜆(𝑃𝑋𝑃𝑌)
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例3. 某公司希望了解销售人员的能力测试成绩与销售业绩是否有关（50名
销售人员）。销售业绩/响应包括（尺度相同）

𝑦1 = sale_growth, 𝑦2 = sale_profit, 𝑦3 = sale_newacc, 

能力测试成绩（自变量）包括4项：

𝑥1 = creativity (1-20), 𝑥2 = mechanical_reasoning (机械推理,1-20), 𝑥3 =
abstract_reasoning (抽象推理,1-20), 𝑥4 = math (1-50)

1. 相关系数

creativity m_reasoning a_reasoning math

sale_growth 0.572 0.708 0.674 0.927
sale_profit 0.542 0.746 0.465 0.944

sale_newacc 0.700 0.637 0.641 0.853

𝐱

𝐲

𝐱, 𝐲之间的相关性主要体现在数学
math与销售总成绩的相关性？
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第1行是𝑦1~𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4散点图,

第2行是𝑦2~𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4散点图,

存在一定的线性关系。

2. 散点图/线性回归

应用R中的lm函数做多元回归，它实际上将三个响应分别对所有自变量做
一元回归,  并没有考虑响应之间的相关性。
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 三个典则相关系数： 0.997,  0.937, 0.619。第一甚至第二典则相
关系数接近于1，说明各种能力𝑥’𝑠与销售成绩𝑦’𝑠是强相关的。

3. 典则相关分析

 第一对典则变量：
𝜉1=0.07𝑥1 + 0.03𝑥2 +0.09𝑥3 + 0.06𝑥4
𝜂1=0.06𝑦1 + 0.02𝑦2 + 0.08𝑦3

系数都是正数，典则变量 𝜉1, 𝜂1分别是各项能力、
各项销售成绩的加权平均。

• 𝜉1中，机械推理能力𝑥2的系数最小，说明该变
量与销售关系不大。考虑到math(𝑥4)总分比其
它三项大5/2倍，math在𝜉1中分量是最重的。

• 𝜂1中销售利润𝑦2的系数最小，这说明销售利润
与各项能力𝑥’𝑠关系不大，

 下面左边第一个图是第一典则变量(𝜉1, 𝜂1) 散点图, 其中的线性关

系比上页任何一个原始变量的图都强很多（直线斜率等于第一典
则相关系数0.997）。
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上页的第二个图是第二对典则变量的散点图如下，线性依赖关
系稍弱于第一个图。拟合直线的斜率等于第二典则相关系数
0.937。

 第二对典则变量：
𝜉2= −0.19𝑥1 + 0.20𝑥2 − 0.50𝑥3 + 0.07𝑥4
𝜂2= −0.17𝑦1 + 0.24𝑦2 − 0.24𝑦3

系数有正有负，第二典则变量代表了两种不同或负相关的变量：

• 𝜉2代表机械推理能力与抽象思维能力之差。
• 𝜂2代表销售利润与销售增量（新增户头）之差. 说明机械推理与销售

利润强相关，抽象能力与销售增量相关。
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 选取几对典则变量？如何决定？讨论

通常选取一对，把原始𝑞维和𝑝维随机向量压缩成两个一
元随机变量。典则相关分析的目的本来就是把不好理解
的随机向量之间的相关性用两个一元随机变量之间的相
关性表示出来，两对以上的典则变量依旧不好理解。

CCA动机:  cov( 𝐮⊤𝐱, 𝐯⊤𝐲) = 𝐮⊤ Σ𝐱𝐲𝐯 = max!

CCA结果: cov 𝐱, 𝐲 = Σ𝐱𝐲
cca

cov 𝐱𝑐𝑐𝑎 , 𝐲𝑐𝑐𝑎 =diagonal
总结

 是否可以将原始维数𝑞和𝑝减少为不同的维数？

比如𝑞 > 1情形，我们希望将 𝐲（响应）的个数𝑞减少为1，
自变量𝐱的个数 𝑝减少为𝑟 < 𝑝。
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