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𝑠𝑖𝑗 = exp −
1
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𝑑𝑖𝑗
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𝑑: 距离，𝑠: 相似系数
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内积：相似度

向量内积

𝐱, 𝐲 = 𝐱⊤𝐲 = σ𝑥𝑖𝑦𝑖

衡量两个向量 𝐱, 𝐲的相似性，当𝐲 ∝ 𝐱时相似度最大。

假设矩阵 𝑋𝑛×𝑝, 𝑌𝑛×𝑞 的行代表样本，列代表变量，则

𝑋 = 𝐱 1 , … , 𝐱 𝑝 ，𝑌 = (𝐲 1 , … , 𝐲 𝑞 )，𝑋⊤𝑌 = 𝐱(𝑖)
⊤ 𝐲(𝑗)

描述了𝑋, 𝑌列向量/变量之间相似性，其 (𝑖, 𝑗)元 𝐱(𝑖)
⊤ 𝐲(𝑗) 代表

𝐱 𝑖 , 𝐲(𝑗)之间的相似性。如果𝑋, 𝑌是列中心化的，则
𝑋⊤𝑌

𝑛−1
= 𝑆𝐱𝐲 是

样本协方差矩阵。所以协方差或相关系数都是某种相似度量。

向量
内积

𝑋⊤𝑌

𝑌 = 𝑋时，𝑋 = 𝐱 1 , … , 𝐱 𝑝 = (𝐱1, … , 𝐱𝑛)
⊤

 𝑋⊤𝑋 = 𝐱(𝑖)
⊤ 𝐱(𝑗) 描述𝑋各列(变量)之间的相似性；

 𝑋𝑋⊤ = 𝐱𝑖
⊤𝐱𝑗 描述了样本 (𝑋的行)之间的相似性。
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例1.  1 𝑛个𝑝-水平属性变量(因子变量)的 one-hot embedding 
𝐱1, … , 𝐱𝑛 ∈ 𝑅𝑝, 其中𝐱𝑖分量中仅有一个1，其余全是0。记

𝑋 = (𝐱1, … , 𝐱𝑛)
⊤ = (𝑥𝑖𝑗), 𝑋𝟙𝑝 = 𝟙𝑝

记𝑋第𝑗列的总和

𝑟𝑗 = σ𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖𝑗 =水平 𝑗的样本个数，

水平之间互斥，𝑋不同列内积为0（不相似）：

𝑋⊤𝑋 =

𝑟1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝑟𝑝
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大 中 小

例如因子变量 size 取值大、中、小， 𝑛 = 5 次观测为大、小、小、中、大，
以示性变量表示，样本矩阵𝑋如下

𝑥𝑖𝑗 = 1，若样本 𝑖取第 𝑗个水平

这里的“因子”与
因子分析中的“因
子”含义不同。
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(2) 假设𝑛个样本，每个样本有两个因子变量𝑥, 𝑦，各有 𝑝, 𝑞个水平𝑥1,..., 
𝑥𝑝和𝑦1,..., 𝑦𝑞，则数据one-hot表示为𝑛 × (𝑝 + 𝑞)矩阵

𝑍 = (𝑋, 𝑌),

其中𝑋 = (𝑥𝑖𝑗), 𝑌 = 𝑦𝑖𝑗 分别是第一、二个因子的one-hot表示。

记 𝐫 = 𝑋⊤𝟙, 𝐜 = 𝑌⊤𝟙分别为𝑋， 𝑌的列边际总和，则同(1), 

𝑋⊤𝑋 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝐫) ≜ 𝐷𝐫, 𝑌⊤𝑌 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝐜) ≜ 𝐷𝐜

而𝑊 = 𝑋⊤𝑌 = (𝑤𝑗𝑘), 其 (𝑗, 𝑘)元

𝑤𝑗𝑘 = σ𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖𝑗𝑦𝑖𝑘 =#{𝑥, 𝑦水平各为𝑗, 𝑘的样本个数}

则𝑊 = 𝑋⊤𝑌是两个因子𝑥, 𝑦交叉分类得到的列联表：

𝐫

𝐜⊤

𝑊 = 𝑋⊤𝑌
𝐫 = 𝑋⊤ 𝟙𝑛 = 𝑋⊤𝑌𝟙𝑞 = 𝑊𝟙𝑞

𝐜 = 𝑌⊤ 𝟙𝑛 = 𝑌⊤𝑋𝟙𝑝 = 𝑊⊤ 𝟙𝑝

𝑋𝟙𝑝 = 𝟙𝑝
𝑌𝟙𝑞 = 𝟙𝑞

𝑦1,    …,    𝑦𝑞

𝑥1
⋮
𝑥𝑝
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例如，𝑛 = 5, 每个个体有两个因子变量: 𝑥 (size:大中小), 𝑦 (weight:轻、重)
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列联表

综上，

𝑍⊤𝑍 = 𝑋⊤𝑋 𝑋⊤𝑌
𝑌⊤𝑋 𝑌⊤𝑌

=
𝐷𝐫 𝑊

𝑊⊤ 𝐷𝐜

𝑍⊤𝑍 ∈ 𝑅 𝑝+𝑞 × 𝑝+𝑞 是所有 𝑥1,..., 𝑥𝑝；𝑦1,..., 𝑦𝑞的内积相

似度矩阵，其中我们主要关心𝑊。

𝐫

𝐜⊤

𝑊 = 𝑋⊤𝑌
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记𝑍𝑐 = 𝑋𝑐 , 𝑌𝑐 = 𝑋 − 𝟙𝐫⊤/𝑛, 𝑌 − 𝟙𝐜⊤/𝑛 为 𝑍的列中心化，则

其中𝑊 − 𝐫𝐜⊤/𝑛 ≜ 𝑊𝑐是𝑊的双向中心化，而𝑊的中心标准化为

𝑊𝑠 = 𝐷𝐫
−1/2

𝑊𝑐𝐷𝐜
−1/2

|𝑊𝑠|, 𝜆𝑚𝑎𝑥 𝑊𝑠 ?

(𝑛 − 1)
𝑆𝐱𝐱 𝑆𝐱𝐲
𝑆𝐲𝐱 𝑆𝐲𝐲)

=
𝑋𝑐
⊤ 𝑋𝑐 𝑋𝑐

⊤ 𝑌𝑐
𝑌𝑐
⊤ 𝑋𝑐 𝑌𝑐

⊤ 𝑌𝑐
=

𝐷𝐫 − 𝐫𝐫⊤/𝑛 𝑊 − 𝐫𝐜⊤/𝑛

𝑊⊤ − 𝐜𝐫⊤/𝑛 𝐷𝐜 − 𝐜𝐜⊤/𝑛

 Pearons独立性/齐一性检验的卡方统计量

𝑋2 = 𝑛 𝑊𝑠
2

 对应分析：

𝑊𝑠奇异值分解：𝑊𝑠 = 𝐷𝐫
−1/2

𝑊𝑐𝐷𝐜
−1/2

= 𝑈𝐷𝑉⊤

𝐹 = 𝐷𝐫
−1/2

𝑈𝐷, 𝐺 = 𝐷𝐜
−1/2

𝑉𝐷,

biplot:  取 𝐹[, 1: 2], 𝐺[, 1: 2]分别作为因子 𝑥, 𝑦 的二维表示，
plot(F[,1:2])
points(G[,1:2])

1
线条
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通过例1的分析，我们可以这样理解对应分析：

 列联表的欧氏表示：通过 one-hot embedding 把列联表
𝑊中的所有个体用欧氏向量表示出来。

 对欧氏表示的方差-协方差矩阵应用主成分分析

对于一般的相似度矩阵或丰度矩阵可以类似地处理。
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相似度和距离

距离表示两个物体的相异程度。满足数学定义的距离比较容易
定义，最常用的是欧氏距离。但在某些问题中，“距离”代表
主观感知的远近程度，未必满足距离的数学定义。

相似度或相似系数代表两个物体的相似程度，在数学上没有严
格定义。在实际应用中通常以欧氏内积或相关系数作为相似度，
有时以距离的减函数定义。凭主观感知打分的相似度也很常见，
尤其是研究对象不可测量的时候。

相似度
和距离

无论哪种方式定义，距离或相似度一般都是对称的。基于相
似/相异系数的方法：聚类分析、多维标度法、配列等。

相似度或邻近程度：proximity， similarity，closeness

距离或相异度：distance，dissimilarity 

有些问题相似度容易定义，另一些问题距离可能更容易确定，
两者是相反的概念。



9

对于可测量的情形，通常以内积或者相关概念定义相似度。对于没
有具体测量的情形，两个研究对象的相似系数通常根据具体问题给
出或主观印象打分评定。

相似
系数

例2.  假设 𝐱, 𝐲都是长度为𝑝的0-1序列，
𝐱 = 110100
𝐲 = 010010

下述相似系数都与

• 𝑠 𝐱, 𝐲 = 𝐱⊤𝐲/𝑝 = 1匹配的比例=1/6.

• 𝑠 𝐱, 𝐲 = [𝐱⊤𝐲 + 𝟏 − 𝐱 ⊤ 𝟏 − 𝐲 ]/𝑝 = 1或0匹配的比例=3/6.

• 𝑠 𝐱, 𝐲 = 𝐱⊤𝐲/σ1(𝑥𝑖+𝑦𝑖> 0) = 1/4 (都是0的位置不统计在内).

假设两个对象的测量为向量𝐱, 𝐲,根据具体问题背景，相似系
数𝑠(𝐱, 𝐲)可以定义为与内积或距离有关的函数：

• 内积： 𝑠 𝐱, 𝐲 = 𝑐𝐱⊤𝐲, 𝑠 𝐱, 𝐲 = 𝑐𝐱⊤𝐲/ 𝐱 𝐲

• 距离的减函数，比如高斯核函数将距离转化为相似系数：

𝑠 𝐱, 𝐲 = exp −
1

2
𝐱 − 𝐲 2
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例3.（不同“相似性”的定义） 下面图(a)中的
16张扑克牌。

(b) 根据花式区分，相同的花式是相似的；
(c) 根据颜色区分，同色的相似；
(d) 主牌相似、副牌相似。

♦♥

例4. 各种语言在历史上不断演变或相互影响，研究语言之间的关系有助

于了解历史上文化发展融合过程。语言的相似性可以体现在多方面，主
要体现在发音，其中数字1,2,…,9, 10的读音颇具代表性。汉字在日本分音

读和训读（本地）两种读法，在越南分汉语词和纯越词两种读法。下表
是粤语（南越、唐话）、越南（汉越）、日语（音读）的数字读音：

数字 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

粤语 ya yi sa sei ng lao cha ba gao sa

越南(汉越) nhất nhì tam tư ngũ lục thất bát cửu thập

粤语 ya yi sa sei ng lao cha ba gao sa

日语(音读) ichi ni san shi,yon go roku shichi,nana hachi ku juu

相似度7/10

相似度4/10
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数学
距离

 

序列或字符串主要用于距离

闵科夫斯基距离：

为协方差矩阵通常

，马氏距离

欧氏距离

的距离，向量
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三角不等式

对称性

当且仅当非负性

的距离，如果对任何称为是数学距离的定义：
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距离：

距离：

相对性概念：“差距相对于总量”的距离的定义，但蕴含了

学下述两种距离不满足数，向量 TT

非数学
距离

.

. :    ;0 ,0:           

 ,

满足三角不等式注意非数学距离不一定

对称非负

满足条件：之间的非数学距离个体

baabaaab

ab

dddd

dba



后面我们提到“距离”的时候，如果不加“数学”或
“欧氏”等限制，一般指的是非数学距离或主观距离。
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可欧氏化的相似度和距离

问题：给定𝑛个物体两两之间的主观相近性度量（距离/相似
度量），能否将物体映射为某个欧氏空间中的𝑛个点，使得这
些点之间的数学距离或内积匹配主观的相近性度量？

如果能完全匹配，称为可欧氏化的。

相似系数
矩阵/距
离矩阵

 相似系数矩阵 𝑆 = 𝑠𝑖𝑗 , 𝑠𝑖𝑗是对象 𝑖, 𝑗的相似系数(可正可负)，

对角元最大, 假设𝑆对称。

 距离矩阵𝐷 = (𝑑𝑖𝑗), 𝑑𝑖𝑗≥ 0, 𝑑𝑖𝑖= 0，假设𝐷对称。

下面研究相似度和距离矩阵欧氏化的充要条件。例如，下述两个距
离矩阵是否是欧氏的？
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注意，实际问题一般做不
到完全欧氏化，但下面的
讨论能够提供理论指导。
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。半正定为欧氏的对称的相似系数矩阵命题 )(0  1.  SS

  
。的各行之间的内积构成可由这说明

有谱分解为半正定的，则反之，若相似度矩阵

则记

，使得为欧氏的，存在证明：若

2/1

2/12/1

21

21

,              

.0,),...,,(

,,...,,,
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xxx
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.0 TXXBXB  使得当且仅当存在代数定理：

欧氏相似
系数矩阵

一个相似度矩阵𝑆 = ( 𝑠𝑖𝑗)称为是欧氏的（Euclidean）, 如果存在

某个𝑘以及𝑛个向量𝐱1, … , 𝐱𝑛 ∈ 𝑅𝑘, 使得 𝑠𝑖𝑗= 𝐱𝑖
⊤𝐱𝑗 , 即𝑆 = 𝑋𝑋⊤,

𝑋 = (𝐱1, … , 𝐱𝑛)
⊤ .

半正定矩阵：可以表示为某个欧氏空间𝑛个向量两两之间的内积
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欧氏距
离矩阵

假设 𝐷 = (𝑑𝑖𝑗)是 n × n 距离矩阵, 即 𝑑𝑖𝑗= 𝑑𝑗𝑖≥ 0, 𝑑𝑖𝑖= 0。如果存

在某个 𝑘以及 𝑛个向量 𝐱1, … , 𝐱𝑛 ∈ 𝑅𝑘, 使得 𝑑𝑖𝑗= ||𝐱𝑖 − 𝐱𝑗||, 则称

𝐷是欧氏距离矩阵或 𝐷是可欧氏化的。

首先考虑 𝐷是欧氏距离矩阵的必要条件。

假设𝐷是欧氏的，则存在某个𝑘和向量𝐱1, … , 𝐱𝑛 ∈ 𝑅𝑘，使得

𝑑𝑖𝑗 = 𝐱𝑖 − 𝐱𝑗 ⇒ 𝑑𝑖𝑗
2 = 𝐱𝑖

2 + 𝐱𝑗
2
− 2𝐱𝑖

⊤𝐱𝑗

记𝛏 = ( 𝐱1
2, … , 𝐱𝑛

2)⊤/2，则

𝐴 ≜ −𝑑𝑖𝑗
2 /2 = − 𝐱𝑖

2/2 + − 𝐱𝑗
2
/2 + 𝐱𝑖

⊤𝐱𝑗

= −𝟙𝛏⊤ − 𝛏𝟙⊤ + 𝑋 𝑋⊤ (∗)

其中𝑋 = (𝐱1, … , 𝐱𝑛)
⊤。

𝑆 ≥ 0 ⇔ 𝑆是欧氏相似度矩阵

注意(∗)式的主要部分 𝑋𝑋⊤ ≥ 0 (半正定)，(∗)式两边同时左、

右乘 𝐽𝑛 = 𝐼𝑛 − 𝑃𝟙 = 𝐼𝑛 −
𝟙𝟙⊤

𝑛
, 消去秩1项，即双向中心化：

𝑆 ≜ 𝐽𝑛𝐴𝐽𝑛 = 𝐽𝑛𝑋𝑋
⊤𝐽𝑛 = 𝑋𝑐𝑋𝑐

⊤ ≥ 0

其中𝑋𝑐 = 𝐽𝑛𝑋是X的中心化。
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假设𝑆 = 𝑠𝑖𝑗 = 𝐽𝑛𝐴𝐽𝑛 ≥ 0，则存在某个 𝑘和𝐱1, … , 𝐱𝑛 ∈ 𝑅𝑘，使得

𝑠𝑖𝑗 = 𝐱𝑖
⊤𝐱𝑗，即𝑆 = 𝑋𝑋⊤，𝑋 = (𝐱1, … , 𝐱𝑛)

⊤。需要证明 𝐱𝑖 − 𝐱𝑗 = 𝑑𝑖𝑗

记𝐴 = −𝑑𝑖𝑗
2 /2 ≜ 𝑎𝑖𝑗 , 𝑎𝑖𝑗 = −

𝑑𝑖𝑗
2

2
，容易验证𝑆 = 𝐽𝑛𝐴𝐽𝑛 的 (𝑖, 𝑗)元

𝐱𝑖
⊤𝐱𝑗 = 𝑠𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 − ത𝑎𝑖⦁ − ത𝑎⦁𝑗 + ത𝑎⦁⦁

其中ത𝑎𝑖⦁，ത𝑎⦁𝑗是𝐴的第𝑖行的平均.

由于𝐴对称且对角元为0，𝑎𝑖𝑖 = −
𝑑𝑖𝑖
2

2
= 0, ത𝑎⦁𝑖 = ത𝑎𝑖⦁，

𝐱𝑖 − 𝐱𝑗
2
= 𝐱𝑖

⊤𝐱𝑖 + 𝐱𝑗
⊤𝐱𝑗 − 2𝐱𝑖

⊤𝐱𝑗 = 𝑠𝑖𝑖 + 𝑠𝑗𝑗 − 2𝑠𝑖𝑗

= 𝑎𝑖𝑖 − ത𝑎𝑖⦁ − ത𝑎⦁𝑖 + ത𝑎⦁⦁ + 𝑎𝑗𝑗 − ത𝑎𝑖⦁ − ത𝑎⦁𝑖 + ത𝑎⦁⦁ − 2(𝑎𝑖𝑗 − ത𝑎𝑖⦁ − ത𝑎⦁𝑗 + ത𝑎⦁⦁)

= −2𝑎𝑖𝑗 = 𝑑𝑖𝑗
2

故 𝑆 ≥ 0是必要条件，下面证明它也是𝐷可欧氏化的充分条件。
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命题2. 假设 𝐷 = (𝑑𝑖𝑗)是 n × n 距离矩阵 ( 𝑑𝑖𝑗= 𝑑𝑗𝑖≥ 0, 𝑑𝑖𝑖= 0),  记

𝐴 = −𝑑𝑖𝑗
2 /2 ，𝐽𝑛 = 𝐼𝑛 −

𝟙𝟙⊤

𝑛
，

则 𝐷 是欧氏距离矩阵当且仅当 𝑆 = 𝐽𝑛𝐴𝐽𝑛 ≥ 0（即𝑆是欧氏内积矩阵)。

参见： K.V.Mardia, J.T.Kent, J.M.Bibby (2024) Multivariate Analysis, Academic Press。

至此，我们证明了欧氏距离矩阵的刻画

从前述证明过程，我们有

• 给定欧氏内积矩阵𝑆 = (𝑠𝑖𝑗) , 𝐷 = 𝑠𝑖𝑖 + 𝑠𝑗𝑗 − 2𝑠𝑖𝑗 是欧氏距离

矩阵。

• 给定欧氏距离矩阵𝐷 = (𝑑𝑖𝑗), 𝑆 = −
1

2
𝑑𝑖𝑗
2 − 𝑑𝑖⦁

2 − 𝑑⦁𝑗
2 + 𝑑⦁⦁

2

是欧氏内积矩阵。
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附录：Johnson–Lindenstrauss lemma

Johnson–Lindenstrauss lemma
引理A1. 对任何给定0 < 𝜀 < 1和𝑛个点𝐱1, … , 𝐱𝑛 ∈ 𝑅𝑝, 若正整数

𝑘 ≥
24

3𝜀2 − 2𝜀3
log(𝑛)

则一定存在𝑘 × 𝑝矩阵𝐴, 使得

(1 − 𝜀) 𝐱𝑖 − 𝐱𝑗
2
≤ 𝐴𝐱𝑖 − 𝐴𝐱𝑗

2
≤ (1 + 𝜀) 𝐱𝑖 − 𝐱𝑗

2
, ∀𝑖, 𝑗.  （*）

前面讨论的距离、相似度欧氏表示一般应用于主观度量。如果距离或
相似度是高维数据计算得到的数学距离或内积，我们关心的是它们能
否在低维欧氏空间近似表示？

Johnson–Lindenstrauss引理证明了高维欧氏空间𝑅𝑝的 𝑛个点可以线性
映射到某个低维空间𝑅𝑘 , 𝑘~ log 𝑛 ,并且大致保持𝑛个点两两之间的欧
氏距离。

例如，𝑝 = 10000, 𝜀 = 0.5，则𝑘 ≈ 442.
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我们不知道如何选取𝐴𝑘×𝑝,  尝试随机取一个r.v.矩阵𝐵,  只要能证明

（*）式成立的概率大于0即证明了存在性。这是Erdӧs发明的存在
性的概率化证明方法。

随机选取一个𝑘 × 𝑝矩阵𝐵 = (𝑏𝑖𝑗), 其元素iid 服从𝑁(0,1)分布, 由

𝐸𝐵 ⊤𝐵 = 𝑘𝐼𝑝, 有

𝐸
1

𝑘
𝐵𝐱𝑖 −

1

𝑘
𝐵𝐱𝑗

2
=

1

𝑘
(𝐱𝑖 − 𝐱𝑗)

⊤𝐸B ⊤𝐵 𝐱𝑖 − 𝐱𝑗 = 𝐱𝑖 − 𝐱𝑗
2
.

所以平均来看， 𝐴 = 𝐵/ 𝑘-变换是保距的，但这不能保证去掉期望后
两边大致相等。如果𝑘也较大，则由切比雪夫型集中不等式
(concentration inequality, 𝑘, 𝑝都很大)

1

𝑘
𝐵 ⊤𝐵 ⟶ 𝐼𝑝，

此时以大于0的概率（接近1的概率）有

𝐴𝐱𝑖 − 𝐴𝐱𝑗
2
= 𝐵𝐱𝑖/ 𝑘 − 𝐵𝐱𝑗/ 𝑘

2
≈ 𝐱𝑖 − 𝐱𝑗

2
，

该事件的概率大于0，故一定存在一个𝐴,其元素iid 服从𝑁(0,1/𝑘)使得
上式成立。

P
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令人意外的是，
• 上述观察几乎就是JL引理存在性的概率化证明的全部过程，证

明过程中只需把极限收敛一步换成集中不等式（切比雪夫）。

• 证明过程中的随机矩阵变换方法产生了一类被称为“随机投
影random projection”的降维方法 (注意名字的歧义性，这里
的投影不是严格意义上的正交投影)

𝐱𝑖 ∈ 𝑅𝑝 → 𝐴𝐱𝑖 ∈ 𝑅𝑘 , 𝑖 = 1, … , 𝑛
𝑋 → 𝑋𝐴⊤

𝐴𝑘×𝑝 = (𝑎𝑖𝑗), 𝑎𝑖𝑗 𝑖𝑖𝑑 ~𝑁(0, 1/𝑘)

Sanjoy Dasgupta, Anupam Gupta (2003) An elementary 
proof of a theorem of Johnson and Lindenstrauss. 
Random Structures & Algorithms 22: 60-65.
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配列（Seriation）

秩序：人类天然有寻求秩序的倾向。
配列排序：将物体进行置换排序，使相似的物体彼此靠近。

配列重排
Seriation

考古陶器(1-7)的风
格特征。

重排对角化后得到
陶器的年代次序

假定：风格连续变化

 One-mode seriation：按一个指标排序；
 Two-mode seriation：按两个指标排序
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Flinders Petrie (弗林德斯·皮特里1853-1942),

英国埃及学家，在考古学和文物保存方面首创了成体
系的方法，包括seriation方法。中国考古学奠基人夏

鼐深受其影响。

By linking styles of pottery with periods, Petrie was the 

first to use seriation in Egyptology, a new method for 

establishing the chronology of a site。

Petrie和

考古学年
代排序

Petrie, F. W. M. (1899).  Sequences in prehistoric 

remains. Journal of the Anthropological Institute 29:295–301
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One-mode seriation：给定𝑛个物体的相似度矩阵𝑆 = (𝑠𝑖𝑗)或

距离矩阵𝐷 = (𝑑𝑖𝑗)，seriation寻找{1,2, … , 𝑛}的一个置换𝜋, 使

得当𝑠𝑖𝑗较大时（或𝑑𝑖𝑗较小时），|𝜋 𝑖 − 𝜋(𝑗)|较小。

单向配列（One-mode Seriation）

单向配
列问题

依据物体的单个属性的相似度，比如按尺
寸大小（右图），将物体从小到大排列。

组合优化

注：其它各种合理的目标设定都是允许的：

minσ(𝑑𝑖𝑗−|𝜋 𝑖 − 𝜋(𝑗)|)2，minσ
1

1+𝑑𝑖𝑗
(𝜋 𝑖 − 𝜋(𝑗))2

等等。我们下面将主要讨论（*）

将单向配列问题设定为二次组合优化问题，极小化目标函数

minσ s𝑖𝑗 𝜋 𝑖 − 𝜋(𝑗) 2 （*）

计算复杂度： 𝑛!
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(∗)中放松𝜋：{1,2, … , 𝑛} → {1,2, … , 𝑛}是置换的要求，并改用
记号𝑥替代𝜋，假设 𝑥： 1,2, … , 𝑛 → 𝑅,记𝑥𝑖 = 𝑥 𝑖 ,改写(∗)

minσ s𝑖𝑗(𝑥 𝑖 − 𝑥 𝑗 )2 ≜ minσ s𝑖𝑗(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)
2

松弛为二
次优化

记 𝑑𝑖 = σ𝑗 s𝑖𝑗, 矩阵𝐷 = diag(𝑑1, … . , 𝑑𝑛),改写目标函数

σ𝑖,𝑗 s𝑖𝑗(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)
2 = 2σ𝑗 𝑑𝑖 𝑥𝑖

2 − 2σ𝑖,𝑗 s𝑖𝑗𝑥𝑖 𝑥𝑗

= 2𝐱⊤𝐷 𝐱 − 2𝐱⊤S𝐱 = 2𝐱⊤(𝐷 − 𝑆) 𝐱 ≜ 2𝐱⊤𝐿𝐱 ≥ 0

其中拉普拉斯(Laplacian)矩阵
𝐿 = 𝐷 − 𝑆 ≥ 0

显然当𝐱 ∝ 𝟙，二次型达到极小值0，为了避免得到这个解（不
可排序），我们约束𝐱分量不全相同（约束𝐱 ⊥ 𝟙）。

在上述约束下，二次型𝐱⊤𝐿𝐱的极小值为最小非0特征根，并在
相应的特征向量处达到极小值。
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单向谱
配列

假设𝑆 = (𝑠𝑖𝑗)为𝑛个物体的相似度矩阵(对称),假设所有 𝑠𝑖𝑗 ≥ 0，

记Laplacian矩阵𝐿 = 𝐷 − 𝑆, 𝐷 = diag(𝐝), 𝐝 = 𝑆𝟙

min
1

2
σs𝑖𝑗(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)

2 =min𝐱⊤𝐿𝐱，s.t. 𝐱 = 1，𝐱 ⊥ 𝟙

当𝐱是 𝐿的最小非0特征根对应的特征向量时达到极小。将该特征
向量排序即得到谱配列（spectral seriation）

综合上述讨论，我们有























179.011.085.001.0

79.0150.071.042.0

11.050.0113.096.0

85.071.013.0102.0

01.0    42.0   96.0    02.0        1

Energy

Snack

Flavor

Goodbuy

Taste

EnergySnackFlavorGoodbuyTaste                 

例5（食品评价）右表是相关系数矩阵，当作相似度矩
阵，𝐿的最小非0特征根0.807，对应的特征向量：

Taste           Flavor   Snack Goodbuy Energy 

−0.600 − 0.449 0.131 0.458 0.480
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按照得到次序重新排列相关系数矩阵，
下图左列：未排序的相关系数矩阵；右列：排序之后
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双向配列（Two-mode Seriation）

从小到大

越
来
越
淡

依据物体的两个属性，比如按尺寸大
小或接近于圆的程度（右图），将物
体按两个属性排列。

假设𝑊𝑝×𝑞 = 𝑤𝑖𝑗 的 𝑖, 𝑗 元𝑤𝑖𝑗 代表行标 𝑥𝑖 与列标 𝑦𝑗 之间的联系

紧密程度，比如𝑊可以是列联表、联系矩阵、丰度/含量矩阵（但
不是相似系数方阵）。Two-mode seriation 置换行、列使得对角线
附近的值较大。

双向配
列问题

我们将采用两种方法求解：

(1) 二次优化 (2)转化为单向配列问题

𝑊

𝑥1

⋮

𝑥𝑝

𝑦1 ⋯ 𝑦𝑞
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组合优化：求解行标号和列标号的置换𝑢𝑖 = 𝑢 𝑖 , 𝑣𝑗 = 𝑣(𝑗),使得

若𝑎𝑖𝑗较大，则|𝑢𝑖 − 𝑣𝑗|较小，为此我们极小化

σ𝑤𝑖𝑗(𝑢𝑖 − 𝑣𝑗)
2 = min！

二次
优化

求解:记 𝐫 = 𝑊𝟙, 𝐜 = 𝑊⊤𝟙, 𝐷𝑟= diag 𝐫 , 𝐷𝑐 = diag 𝐜 ,则容易验证

σ𝑤𝑖𝑗(𝑢𝑖 − 𝑣𝑗)
2 = σ𝑖 𝑟𝑖𝑢𝑖

2 + σ𝑗 𝑐𝑗𝑣𝑗
2 − 2σ𝑖,𝑗𝑤𝑖𝑗 𝑢𝑖𝑣𝑗

= 𝐮⊤𝐷𝑟𝐮 + 𝐯⊤𝐷𝑐𝐯 − 2𝐮⊤𝑊 𝐯

= (𝐮⊤, 𝐯⊤)
𝐷𝑟 0
0 𝐷𝑐

𝐮
𝐯

− (𝐮⊤, 𝐯⊤)
0 𝑊
𝑊⊤ 0

𝐮
𝐯

= (𝐮⊤, 𝐯⊤)
𝐷𝑟 0
0 𝐷𝑐

−
0 𝑊
𝑊⊤ 0

𝐮
𝐯

≜ 𝐱⊤𝐿𝐱

其中Laplacian矩阵𝐿 = 𝐷 − 𝐴，𝐴 =
0 𝑊
𝑊⊤ 0

，𝐷 =
𝐷𝑟 0
0 𝐷𝑐

，

二次优化: 放松对 𝑢, 𝑣 的要求,假设 𝐮 = 𝑢𝑖 ∈ 𝑅𝑝 ,𝐯 = 𝑣𝑗 ∈ 𝑅𝑞，

𝐮 = 𝐯 = 1, 双向配列问题设定为求解二次优化问题

minσ𝑤𝑖𝑗(𝑢𝑖 − 𝑣𝑗)
2 （**）
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同单向谱配列问题,𝐿的最小非0 特征根的特征向量 𝐳min =
𝐮min

𝐯min

是(**)的最优解。综上，我们有如下谱配列方法：

假设𝑊 = 𝑤𝑖𝑗 为 𝑝 × 𝑞联系/丰度矩阵,假设所有 𝑤𝑖𝑗 ≥ 0，记

𝐴 =
0 𝑊
𝑊⊤ 0

𝐝 = 𝐴𝟙 =
𝐫
𝐜

, 𝐷 = diag 𝐝 , 令Laplacian矩阵

𝐿 = 𝐷 − 𝐴=
𝐷𝑟 −𝑊

−𝑊⊤ 𝐷𝑐
,

假设 𝐮 = 𝑢𝑖 ∈ 𝑅𝑝，𝐯 = 𝑣𝑗 ∈ 𝑅𝑞，则

σ𝑤𝑖𝑗(𝑢𝑖 − 𝑣𝑗)
2 = 𝐳⊤𝐿𝐳, 𝐳 =

𝐮
𝐯

当 𝐳是 𝐿的最小非 0 特征根对应的特征向量时达到极小。将该
特征向量的 𝐮, 𝐯分别排序即得到双向谱配列。

双向谱
配列

注：若𝑊是双向中心化的，则 σ𝑤𝑖𝑗(𝑢𝑖 − 𝑣𝑗)
2 = −

1

2
𝐮⊤𝑊 𝐯，此时

最优𝐮，𝐯是𝑊的最大奇异特征向量
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另一种求双向配列问题的方法是：

类似于例1(2), 设想𝑊𝑝×𝑞是可欧氏化的，即假设𝑊是某些原始欧氏

one-hot数据生成的（即使𝑊元素不是计数！），利用欧氏表示计
算内积相似度，再利用单向配列结果。

W欧氏化

𝐱 𝐲

假设 𝑊由 𝑛-维欧氏空间中one-hot矩阵𝑋 = 𝐱 1 , … , 𝐱 𝑝 ∈ 𝑅𝑛×𝑝,

𝑌 = (𝐲 1 , … , 𝐲 𝑞 ) ∈ 𝑅𝑛×𝑞 生成：

𝑤𝑗𝑘 = 𝐱(𝑗)
⊤ 𝐲(𝑘) , 𝑊 = 𝑋⊤𝑌

记 𝑍 = (𝑋, 𝑌), 则

𝑆 = 𝑍⊤𝑍 = 𝑋⊤𝑋 𝑋⊤𝑌
𝑌⊤𝑋 𝑌⊤𝑌

=
𝐱
𝐲

𝐷𝐫 𝑊

𝑊⊤ 𝐷𝐜

这是所有行标、列标𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑝 , 𝑦1, ⋯ , 𝑦𝑞的内积相似系数矩阵。

由 P27单向谱配列方法，记 𝐷 = diag(𝑆𝟙) =
2𝐷𝐫 0
0 2𝐷𝐜

,   

Laplacian： 𝐿 = 𝐷 − 𝑆 =
𝐷𝐫 −𝑊

−𝑊⊤ 𝐷𝐜
，

对𝐿的最小非 0 特征根对应的特征向量排序即可，这与上页二次优
化结果完全相同。
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a b c d e f g

1 20 3 4 42 18 0 13

2 85 3 12 0 0 0 0

3 26 40 8 0 0 26 0

4 20 1 4 13 58 0 4

5 67 10 23 0 0 0 0

6 26 29 8 3 0 33 1

例6. 6个考古地点出土7种燧石，个数统计如下

右图：双向中心化后，应用1阶

奇异值分解分别重新排列行和
列。考古点排序为

2 5 3 6 1 4 

R：library(seriation)
seriate(x)
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