
第十九讲 多维标度法
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embedding/scaling
嵌入embedding/标度scaling: 将对象表示成向量
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𝑛个物体/对象(object)的相似度矩阵𝑆，单向谱配列方法以𝑛个实数
（即Laplace矩阵𝐿 = 𝐷 − 𝑆的最小非0特征向量）表示𝑛个物体，该
特征向量称为物体的embedding嵌入/scaling标度/encoding编码

Recap

单向谱配列: 𝑛个物体的相似度矩阵𝑆 = (𝑠𝑖𝑗)， 𝐝 = 𝑆𝟙，

𝐷 = diag(𝐝), 记Laplacian矩阵𝐿 = 𝐷 − 𝑆,

min
1

2
σ s𝑖𝑗(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)

2 =min𝐱⊤𝐿𝐱，s.t. 𝐱 = 1，𝐱 ⊥ 𝟙

最优解为𝐿的最小非0特征根对应的特征向量𝐱min，其𝑛个分
量是𝑛个物体（标量、因子水平等）的实数表示(embedding)，
特征向量𝐱min分量的次序代表了𝑛个物体的邻近和顺序关系。
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例1.食品评价例子：5个指标的相关系数矩阵如下，当作相似系数矩阵

𝐿 = 𝐷 − 𝑆 特征向量

embedding

Taste     Flavor   Snack  Goodbuy Energy 

−0.600 −0.449 0.131 0.458 0.480
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单向配列(seriation)问题基于相似度矩阵求解研究对象的一维欧
氏表示，并排序。但一维表示信息不够丰富。

多维标度法考虑将𝑛个物体映射到𝑘维向量, 𝐱1, … , 𝐱𝑛 ∈ 𝑅𝑘 ,  能否将单
向谱配列的优化目标函数拓展为

1

2
σs𝑖𝑗 𝐱𝑖 − 𝐱𝑗

2
？

1

2
σs𝑖𝑗 𝐱𝑖 − 𝐱𝑗

2
=

1

2
σs𝑖𝑗 (𝑥𝑖1 − 𝑥𝑗1)

2 +⋯+ (𝑥𝑖𝑘 − 𝑥𝑗𝑘)
2

=
1

2
σs𝑖𝑗(𝑥𝑖1 − 𝑥𝑗1)

2 +⋯+
1

2
σs𝑖𝑗(𝑥𝑖𝑘 − 𝑥𝑗𝑘)

2

= 𝐱(1)
⊤ 𝐿𝐱(1) +⋯+𝐱(𝑘)

⊤ 𝐿𝐱(𝑘) = 𝑡𝑟(𝑋⊤𝐿𝑋)

如果限制𝑋列正交，那么最优解是 𝐿的最小𝑘个非0特征根的特征
向量。但从保距或保内积的角度来看，该限制过于严苛, 如下图

例1（续）Taste和 flavor 在 𝐿的二

维特征向量表示下相距很远，这
显然不合理。

𝑋 = (𝐱1, … , 𝐱𝑛)
⊤

= (𝐱 1 , … , 𝐱(𝑘))
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标度/嵌入/编码/低维表示

主观评价或非数值变量的量化方式称为标度方法
(scaling) 。高维欧氏向量的压缩重新表示也可称
为标度或嵌入 (embedding)方法。

多维标度法（MDS，multidimensional scaling）在
尽量保持之间相近程度信息的前提下，用欧氏向量
表示研究对象（object）。这里object可以是物体、
样本个体、变量或其他任何感兴趣的研究对象。

Scaling
embedding

多维标度法用多个实数即向量表示每个研究个体。单向配列将研究对
象/物体用实数表达出来，可称为1维标度法。

实际上PCA、SVD、CCA、CA等方法都是某种意义上的标度或嵌入方法，
不同的是这些方法基于数据矩阵𝑋，而MDS基于（主观）相似度矩阵
或距离矩阵对感兴趣的对象（object）进行嵌入表示，这里的object可
以是个体，也可以是变量。如果将主观相似度矩阵可以理解成𝑋𝑋⊤或
𝑋⊤𝑋，那么MDS与PCA/SVD等方法类似。

下面首先回顾一下这些传统方法
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假设中心化的数据矩阵𝑋𝑛×𝑝（行：样本个体，列：变量）。

𝑋的行向量表达了每个个体，𝑋的列向量表达了每个变量，这是个
体或变量的原始嵌入/欧氏表示。

PCA：如果希望得到个体的低维的/更有效的表示, 我们将变量个数
𝑝压缩, 以更短长度 𝑘 < 𝑝的行向量表示个体 – 如何得到有用的压
缩? 

整合变量(X的列)之间的相关性/相似性, 提取𝑋⊤𝑋前 𝑘个最重要的特
征向量(载荷, 这实际上是变量的嵌入/压缩表示),作用在X的行向量
上得到主成分,即个体的低维嵌入(这实际上是𝑋 𝑋⊤的特征向量).  上
述过程得到了个体的低维嵌入(主成分),同时也得到了变量的低维嵌
入(载荷) 。这种对偶性正是SVD,biplot是这种对偶性的体现。

PCA/
FA

具体地, 利用方差矩阵（或𝑋⊤𝑋）的特征向量矩阵𝑉压缩变量/变换数据，得到
样本个体的新的表示：主成分𝑌 = 𝑋𝑉（注意𝑌的列向量是𝑋𝑋⊤的特征向量），
其第𝑖行的前若干个分量（主成分）是第𝑖个个体的压缩表示/嵌入。换言之，
PCA利用变量（X的列）之间的方差矩阵（即变量的相似度矩阵）的特征向量
𝑉对数据进行主成分变换，得到个体（X的行）的主成分表示（即个体相似度
矩阵𝑋𝑋⊤的特征向量）。根据对称性，从行的特征也可到列的刻画/嵌入。

FA：模型表示PCA,  潜变量≈主成分
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𝑋⊤𝑋 𝑉

变量的
表示𝑉𝐷

𝑌 = 𝑋𝑉 = 𝑈𝐷

主成
分变
换

变量的
相似度

个体的
表示U𝐷

𝑋 𝑋⊤

个体的相
似度

特征
向量

特征
向量

对偶性：利用列特征得到行（个体）的嵌入表示，利用行特征得到
列（变量）的嵌入表示，这正是 SVD所表达的行列之间的对偶性。

总之，变量之间的相似度矩阵𝑋⊤𝑋的特征向量𝑉（其实是𝑉𝐷）
的前𝑘列是变量的𝑘维嵌入/标度；个体之间的相似度矩阵𝑋𝑋⊤的
特征向量𝑈其实是𝑉𝐷）的前𝑘列是个体的𝑘维嵌入/标度.
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SVD：𝑋 = 𝑈𝐷𝑉⊤:

• 以 𝑋𝑋⊤的特征向量𝑈重新表示个体：

主成分(个体的表示/嵌入) 𝑌 = 𝑋𝑉 = 𝑈𝐷

• 以𝑋⊤𝑋的特征向量重新表示变量：

主样本(变量的表示/嵌入) 𝑍 = 𝑉𝐷 = 𝑋⊤𝑈.

SVD

奇异值权

行基

列基

/:

:

:

D

V

U

𝑋 = 𝑈𝐷𝑉⊤ ≈ 𝑈𝑘 𝐷𝑘𝑉𝑘
⊤, 𝑘 < 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑋)

𝑋
𝑛 × 𝑝

𝑈𝑘
𝑛 × 𝑘

𝑉𝑘
⊤

𝑘 × 𝑝
≈ 𝐷𝑘

𝑘 × 𝑘

𝑈𝑘𝐷𝑘: 个体的低维嵌入
V𝑘𝐷𝑘: 变量的低维嵌入
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典则相关分析CCA和对应分析CA都是PCA或SVD的拓展或应用，
都可看作是嵌入/标度方法：

CCA/CA

注意CCA与CA的区别：CCA压缩变量嵌入表示个体，CA
压缩个体嵌入表示变量。当只有两个因子的时候,CA与
CCA是对偶问题。

 CCA：变量分成两部分，类似于PCA，利用协方差矩阵的特
征向量分别组合压缩两部分变量，以𝑋𝑋⊤的特征向量重新
表示个体，尽量保持协方差。

 CA:  两个因子变量以one-hot嵌入表示，利用列联表/协方
差的SVD，以 𝑋⊤𝑋 的特征向量重新表示/嵌入变量(X的列），
尽量保持Contigency。
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机器学习文本处理(NLP: natural language processing)中
单词的向量化表示方法word2vec与CA几乎相同：

 首先将单词(word)用欧氏向量表示，通常用one-hot
嵌入方法（哑变量）表示，即只有一个1，且与全是
0的向量表示每个单词。

 结合词汇的关联性/相似性和用词环境，进一步利用

数据变换、压缩、降维技术得到保留相近性的更好
的向量表示。

0 0 ⋯ 1 0cat

0.1 -1.2 ⋯ 0.7 -0.5

One-hot embedding
长度=字典总字数

One-hot 变换

Short/informative
embedding

word2vec

词汇关联性
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函数：极小化

方法求解，给定正整数相似度矩阵给定一个
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cMDS优
化目标

下面介绍基于(主观)相似度系数矩阵或距离矩阵的多维标度法
MDS, 这类问题没有原始数据矩阵𝑋,  可以看作是由相似度矩阵/
距离矩阵出发, 反解其𝑋矩阵的方法.

𝑆理解成𝑋𝑋⊤，𝑋是数据矩阵

主要介绍cMDS (Classical MDS，经典多维标度法，保持
相似度，也称为主坐标分析方法 (principal coordinates 

analysis, PCoA) ) ；mMDS (metric MDS，度量型多维标
度法，保持距离)和非度量型MDS 。

多维标度法MDS
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𝑐MDS 
显式解

。矩阵列。最优的的前为，其中

，最优逼近为的秩）问题中特征根，则（

的为，其中

的谱分解为若，假设相似系数矩阵命题
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由EYM定理 (定理15.2), 对于可欧氏化情形，cMDS有显式解：

极小化stress函数

𝑆𝑡𝑟𝑒𝑠𝑠 = σ𝑖,𝑗 𝑑𝑖𝑗 − 𝐱𝑖 − 𝐱𝑗
2

对于欧氏距离矩阵D，也可转化相似系数的cMDS问题： 𝐴 =

−𝑑𝑖𝑗
2 /2 ，𝐽𝑛 = 𝐼𝑛 −

𝟙𝟙⊤

𝑛
，则相似度矩阵 𝑆 = 𝐽𝑛𝐴𝐽𝑛 ≥ 0可欧

氏化（命题18.2 ），应用cMDS。

mMDS
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cMDS/m
MDS算法

 

个向量。中的个行向量即是的列的前记

阵个最大特征根组成对角取对

谱分解

，其中，则令若给定欧氏距离矩阵

欧氏相似系数矩阵若给定
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综上，cMDS/mMDS算法如下：

但无显式表达。求解通过极小化

我们依然可以距离矩阵不是欧氏的，：即使相似系数矩阵或注

,

1

Stress

R： cMDS ，isoMDS，输入为距离矩阵。
> cmdscale(d, k=2)  #cMDS, d: distant matrix, k: low dimension#
#如果数据是相似度矩阵，则需要先转化为距离矩阵

D = −2 𝑠𝑖𝑗 − (𝑠𝑖𝑖 + 𝑠𝑗𝑗)/2 。

> library(MASS)
> isoMDS(d,  k = 2) #non-metric MDS (下页)
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非度量型MDS要求在低维空间上近似地保持原有的相似性或
相异性之间的大小次序关系。

。保序成立或近似成立

，使得的距离记为与求解非度量型

，假设对于给定的距离矩阵
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,,...,,MDS
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极小化函数

和单调增，求对于给定的距离矩阵

非度量型
MDS (non-

metric MDS )



14

例1（续）

Non-metric MDScMDS

d= sqrt((2*(1-R)))
mds1=cmdscale(d, k=2)
plot(mds1)
mds2=isoMDS(d,  k = 2)
library(MASS)
plot(mds2$points)



例2. 单位边长三维立方体的8个顶点之间的Manhattan距离矩阵如下：

15

𝑎

𝑏

𝑐

𝑑

𝑓

𝑔

ℎ

应用MDS方法（左列基于Manhattan距离，右列基于欧氏距离矩阵）

cMDS

isoMDS

𝑒

a b c d e f g h

a 0 1 1 2 1 2 2 3

b 1 0 2 1 2 1 3 2

c 1 2 0 1 2 3 1 2

d 2 1 1 0 3 2 2 1

e 1 2 2 3 0 1 1 2

f 2 1 3 2 1 0 2 1

g 2 3 1 2 1 2 0 1

h 3 2 2 1 2 1 1 0
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例3（空间/飞行距离的平面展示，课本Example 12.14），类似地图制作
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例4（课本例12.2 ，11种欧洲语言的比较）各种语言在历史上不断演

变或相互影响，研究语言之间的关系有助于了解历史上的文化融合过
程。语言的相似性可以体现在多方面，主要体现在发音，其中数字
1,2,…,9, 10的读音颇具代表性。下表列出了欧洲11种语言的1-10的写法，
它们的相似性如何度量？
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我们两两比较11种语言的数字1-10的首字母是否相同，以首字母

相同的数字个数作为相似性度量，以首字母不同的个数作为距离。
比如英语E 和挪威语N有8个数字的首个字母相同，相似系数为8，
距离为2。下表为11种语言的相似度矩阵：.

German Italian Hungarian Finnish Spain Norwegian Danish Dutch French English Polish

German 10 3 1 1 3 6 5 5 3 4 2

Italian 3 10 0 1 9 4 5 1 9 4 6
Hungari
an 1 0 10 2 0 2 2 2 0 1 0

Finnish 1 1 2 10 1 1 1 1 1 1 1
Spain 3 9 0 1 10 4 5 1 8 4 7

Norwegi
an 6 4 2 1 4 10 9 5 4 8 3
Danish 5 5 2 1 5 9 10 4 4 8 4

Dutch 5 1 2 1 1 5 4 10 1 3 0

French 3 9 0 1 8 4 4 1 10 4 5
English 4 4 1 1 4 8 8 3 4 10 3
Polish 2 6 0 1 7 3 4 0 5 3 10
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一维MDS/seriation:

求解一维欧氏空间（数轴）的坐标表示，使得这些数轴上的点近似代表
各个变量（语言），因此这些数字的大小代表了各语言的次序。

下图是相似度矩阵的热图，颜色越深相似度越大。如何在
欧氏空间用向量将这些语言表示出来？我们尤其关心一维
（排序）和二维表示。
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German Italian Hungarian Finnish Spain Norwegian Danish Dutch French English Polish

-1.42 3.69 -5.24 -2.91 3.76 -0.88 -0.02 -4.3 3.49 0.14 3.69

11种语言对应的一维cMDS坐标（实数）为

相隔越远的点越不相似，越近的点越相似，因此这些点
是有次序的。依据该次序重排相似度矩阵得到下图。

一维
cMDS

这几种语言高度相
似。除了波兰语都
属于拉丁语系.

日耳曼语系
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Polish Italian French Spain English German Danish Norwegian Dutch Finnish Hungarian

-0.2 -0.18 -0.18 -0.18 -0.12 -0.11 -0.1 -0.1 -0.03 0.39 0.81

应用单向谱配列方法得到拉普拉斯矩阵的最小非0特征根的特征向量：单向谱
配列

结果与一维cMDS类似，但Hungarian与Finnish更接近，
而不是Dutch，这或许更合理一些。
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Hungarian，Finnish属于乌拉尔语系, 不属于印欧语系，具
有马扎尔人（匈人）的特征，与其它欧洲语言差别较大。

斯拉夫：Polish

二维cMDS 二维cMDS能得到更多信息：二维空间中Polish与拉丁语系不
再非常接近，Dutch与Hungarian，Finnish不再接近。

x坐标次序与上页一维坐标次序基本相同。

日耳曼语
拉丁语

乌拉尔语系
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背景：

欧洲语言大多都属于印欧语系。包括罗曼/拉丁、日耳曼、斯拉夫、希腊

等语族。里海和黑海北部的雅利安人的南迁和西迁使得欧洲大部分地区
以及伊朗、印度的语言有同源性。

最早的语言、文明、文字出现在地中海东岸的两河流域和地中海南岸尼
罗河一带。一般认为，现在通用的罗马字母表源自于BC1200地中海东南
岸迦南地区（黎巴嫩）的腓尼基22个字母（腓尼基字母表，Phoenician 
Alphabet）。腓尼基人擅长海上贸易，字母表传到希腊后，希腊人加上了

元音字母形成了希腊字母，意大利的伊特鲁里亚人又将希腊字母改造成
了罗马字母表。

古典时期，希腊然后是罗马帝国统治了除了北欧和东欧之外的意大利、
巴尔干以及亚洲的两河流域和北非的埃及。由于北方斯堪的纳维亚半岛
的日耳曼民族南侵，罗马与北方蛮族、东方波斯征战多年。

公元375年，来自亚洲的匈人(Hunnen)阿提拉攻击黑海一带日耳曼民族东
哥特人，引发了4-6世纪欧洲民族大迁徙，导致欧亚大陆的种族迁移和融
合，以及语言和文化的变化。
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4-6世纪欧洲民族大迁徙：欧洲日尔曼“蛮族人”包括东哥特人、西哥特人、

汪达尔人、勃艮第人、伦巴底人、法兰克人等被匈人驱赶被迫西迁，导致西罗
马帝国灭亡，中世纪开始，因此形成了若干现代欧洲国家的原型和语言特征：

法兰克人驱逐西哥特人建立了法兰克王国（法国、德国、意大利）、
西哥特人驱逐汪达尔人建立了西哥特王国（西班牙）、
汪达尔人驱逐罗马人建立了北非汪达尔-阿兰王国（突尼斯、迦太基）、
东哥特人驱赶罗马人建立了东哥特王国（意大利）、
盎格鲁-撒克逊人进入不列颠岛驱逐凯尔特人建立了七王国。

Vandalism
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欧洲语言地图
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。）的相似性度量（也称为作为物体定义

）。是一个概率分布（，，则

：的减函数的相似性度量与定义物体

和区分有下标注意：

，

的距离：到的欧氏距离，个点高维空间中

常是可以是主观距离，但通的距离矩阵个物体给定
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附录：tSNE：t-distributed stochastic neighbor embedding

MDS以及其它传统方法在低维空间展示高维数据的时候，经常
容易出现拥挤现象， Maaten and Hinton (2008)提出了tSNE方法。

tSNE

exp −𝑥2/2 :  Gaussian kernel。
kernel=similarity
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极小。使得求解

差距：都是概率分布，它们的注意

尽量接近，与原始相似度。我们希望这些相似度

，相似度为

，两两之间的欧氏距离个点中的维欧氏空间求解
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genedata=read.table("http://staff.ustc.edu.cn/~ynyang/
vector/data/genedata1.txt")
genedata[,1]->race
genedata[,-1]->gendata

#PCA
X=scale(genedata,center=T, scale=T)
svd(X)->tmp
u=tmp$u
d=tmp$d
pc1=u[,1]*d[1]
pc2=u[,2]*d[2]
col=as.numeric(as.factor(race))

plot(pc1,pc2, col= col  )
legend(12, 12, legend=c("AFR", "AMR", "EAS", "EUR", 
"SAS"),col=1:5,pch=1)
title("PCA")

#MDS
dist.gene=dist(genedata)
d=dist.gene
gene.mds1 =cmdscale(d, k=2) #经典的MDS 

plot(gene.mds1,col=col, xlab="x", ylab="y")

library(MASS) 
gene.mds2= isoMDS(d,k=2)$points #非度量型MDS
plot(gene.mds2,col=col, xlab="x", ylab="y")

#tSNE:
library(Rtsne)
Rtsne(X )->tmp
plot(tmp$Y, col=race, xlab="x",ylab="y")

例6. 基因数据（lab4第1题）的2维展示。PCA
和两种MDS效果类似。除了欧洲和美洲之外，
其它各种群分离的很好，特别地，tSNE能将
SAS与其他种群分开。
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总结11-19讲

至此（11-19讲），我们介绍了数据的欧氏表示(也称为嵌入)：

 高维数据的压缩、个体的低维表示（降维）：PCA/FA，SVD，
CCA

 变量的嵌入（欧氏表示）：CA，SVD

 任何研究对象（个体或向量）的非欧氏相似度或距离的欧氏
表示：MDS

这些方法在机器学习中称为嵌入（embedding），关键是SVD或
谱分解，核心矩阵是𝑋⊤𝑋和𝑋𝑋⊤：

 PCA基于协方差矩阵或𝑋⊤𝑋；
 MDS基于相似度矩阵（理解成𝑋𝑋⊤）；
 SVD基于𝑋⊤𝑋和𝑋𝑋⊤。
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