
第二十一讲 多维标度法/聚类

2024.5.27

embedding/scaling
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多维标度法MDS

单向配列(seriation)问题基于相似度矩阵求解研究对象的一维
欧氏表示，并排序。但一维表示信息不够丰富，可能不能正确定
代表物体之间的相近关系。

单向配列的多维拓展即是MDS，而单向配列问题可称为1维标度法。

主观评价或非数字变量的量化方式称为标度方
法(scaling)或嵌入(embedding,机器学习)。

多维标度法（MDS，multidimensional scaling）
在尽量保持个体/研究对象之间相近程度信息的
前提下，用欧氏向量将研究对象表示出来。

原则上我们可以将第20讲的配列方法向高维拓展(类似于PCA，
CCA)，在此不再讨论。下面主要介绍经典/度量MDS方法。

Scaling
embedding
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极小化方法求解一维
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函数：极小化

方法求解，给定正整数相似度矩阵给定一个
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𝑐MDS数
学框架

𝑐MDS：
𝟏维情形

经典或度量型多维标度法 (cMDS: Classical MDS ； mMDS：
metric MDS) 有显式解。cMDS针对相似度，mMDS针对距离。

cMDS也称为主坐标分析方法 (principal coordinates analysis,

PCoA) 或 Torgerson Scaling 或 Torgerson-Gower scaling。
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即可。应用命题对。其中

，，：系数矩阵

），定义相似讲命题表示定理（第解法：根据距离的欧氏

1    /

 )2/(
~

     )(
~

     0

219

2

SnIJ

dDsJDJSS

n

ijij

T
11



𝒄MDS: 𝒌
维情形

。矩阵列。最优的的前为，其中

，最优逼近为的秩）问题中特征根，则（

的为，其中

的谱分解为若，假设相似系数矩阵命题

2/1

1

11

),...,(

*

0...),,...,(diag

,                              

  ),rank(  0  .1

kkkkk

kkkk

nnn

nn

UXknkUUdiag

UUSkS

SIUUUU

UUS

SSrkS
















T

TT

T

𝒎𝐌𝐃𝐒

）（

函数：极小化

方法求解是欧氏的，给定正整数距离矩阵假设
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如果给定的是欧氏距离矩阵，则我们可以极小化下述stress
目标函数，称为度量型MDS：

𝑆理解成𝑋𝑋⊤，𝑋是数据矩阵
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cMDS/
mMDS
算法  

个向量。中的个行向量即是的列的前记

阵个最大特征根组成对角取对

谱分解

，其中，则令若给定欧氏距离矩阵

欧氏相似系数矩阵若给定
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：用的是认为是相似系数，最常任何距离的减函数都可

换为相似系数？：非欧氏的距离如何转注

但无显式表达。求解化我们依然可以通过极小

不是欧氏的，距离矩阵：即使相似系数矩阵或注

由命题1，cMDS/mMDS算法如下：
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R的经典多维标度法函数为 cmdscale，其输入为距离矩阵。

> cmdscale(d, k=2)  
# d: distant matrix, k: low dimension#

# 如果数据是相似系数矩阵，则需要先转化为距离矩阵。

 。离矩阵可取为为相关系数矩阵，则距若

可以：实践中其它转换方法也

，

ijrDRS

DdiagSSD
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的注解），计算讲命题积的关系（参见根据欧氏距离与欧氏内
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非度量型MDS要求在低维空间上近似地保持原有的相似性或
相异性之间的大小次序关系。

。保序成立或近似成立

，使得的距离记为与求解非度量型

，假设对于给定的距离矩阵
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极小化函数

和单调增，求对于给定的距离矩阵

非度量型
MDS (non-

metric MDS )

library(MASS)
isoMDS(d,  k = 2)



例1. 单位边长三维立方体的8个顶点之间的Manhattan距离矩阵如下：
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应用MDS方法（左列基于Manhattan距离，右列基于欧氏距离矩阵）

cMDS

isoMDS

𝑒

a b c d e f g h

a 0 1 1 2 1 2 2 3

b 1 0 2 1 2 1 3 2

c 1 2 0 1 2 3 1 2

d 2 1 1 0 3 2 2 1

e 1 2 2 3 0 1 1 2

f 2 1 3 2 1 0 2 1

g 2 3 1 2 1 2 0 1

h 3 2 2 1 2 1 1 0
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例2（空间/飞行距离的平面展示，课本Example 12.14），类似地图制作
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例3（课本例12.2 ，11种欧洲语言的比较）各种语言在历史上不断演

变或相互影响，研究语言之间的关系有助于了解历史上的文化融合过
程。语言的相似性可以体现在多方面，主要体现在发音，其中数字
1,2,…,9, 10的读音颇具代表性。下表给出了欧洲11种语言的1-10的写法，
它们的相似性如何度量？
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我们两两比较11种语言的数字1-10的首字母是否相同，以首字母

相同的数字个数作为相似性度量，以首字母不同的个数作为距离。
比如英语E 和挪威语N有8个数字的首个字母相同，相似系数为8，
距离为2。下表为11种语言的相似度矩阵：.

German Italian Hungarian Finnish Spain Norwegian Danish Dutch French English Polish

German 10 3 1 1 3 6 5 5 3 4 2

Italian 3 10 0 1 9 4 5 1 9 4 6
Hungari
an 1 0 10 2 0 2 2 2 0 1 0

Finnish 1 1 2 10 1 1 1 1 1 1 1
Spain 3 9 0 1 10 4 5 1 8 4 7

Norwegi
an 6 4 2 1 4 10 9 5 4 8 3
Danish 5 5 2 1 5 9 10 4 4 8 4

Dutch 5 1 2 1 1 5 4 10 1 3 0

French 3 9 0 1 8 4 4 1 10 4 5
English 4 4 1 1 4 8 8 3 4 10 3
Polish 2 6 0 1 7 3 4 0 5 3 10
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一维MDS/seriation:

求解一维欧氏空间（数轴）的坐标表示，使得这些数轴上的点近似代表
各个变量（语言），因此这些数字的大小代表了各语言的次序。

下图是相似度矩阵的热图，颜色越深相似度越大。如何在
欧氏空间用向量将这些语言表示出来？我们尤其关心一维
（排序）和二维表示。
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German Italian Hungarian Finnish Spain Norwegian Danish Dutch French English Polish

-1.42 3.69 -5.24 -2.91 3.76 -0.88 -0.02 -4.3 3.49 0.14 3.69

11种语言对应的一维cMDS坐标（实数）为

相隔越远的点越不相似，越近的点越相似，因此这些点
是有次序的。依据该次序重排相似度矩阵得到下图。

一维
cMDS

这几种语言高度相
似。除了波兰语都
属于拉丁语系.

日耳曼语系
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Polish Italian French Spain English German Danish Norwegian Dutch Finnish Hungarian

-0.2 -0.18 -0.18 -0.18 -0.12 -0.11 -0.1 -0.1 -0.03 0.39 0.81

应用第20讲单向谱配列方法得到拉普拉斯矩阵的最小非
0特征根的特征向量：

单向谱
配列

结果与一维cMDS类似，但Hungarian与Finnish更接近，
而不是Dutch，这或许更合理一些。
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Hungarian，Finnish属于乌拉尔语系, 不属于印欧语系，具
有马扎尔人（匈人）的特征，与其它欧洲语言差别较大。

拉丁语
日耳曼语

斯拉夫：Polish

二维cMDS 二维cMDS能得到更多信息：二维空间中Polish与拉丁语系不
再非常接近，Dutch与Hungarian，Finnish不再接近。

x坐标次序与上页一维坐标次序基本相同。

乌拉尔语系
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欧洲语言地图
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。）的相似性度量（也称为作为物体定义

）。是一个概率分布（，，则取将其归一化

：的减函数的相似性度量与

。定义物体允许下标为的距离，注意到理解为

，

的欧氏距离个点高维空间中

常是可以是主观距离，但通的距离矩阵个物体给定
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附录：tSNE：t-distributed stochastic neighbor embedding

MDS以及其它传统方法在低维空间展示高维数据的时候，经常
容易出现拥挤现象， Maaten and Hinton (2008)提出了tSNE方法。

tSNE

exp −𝑥2/2 :  Gaussian kernel。
kernel=similarity
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极小。使得求解

的差距：距离度量两个概率分布。注意两者都是概率分布

尽量接近，与原始相似度。我们希望这些相似度

，相似度为

，两两之间的欧氏距离个点中的维欧氏空间求解
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genedata=read.table("http://staff.ustc.edu.cn/~ynyang/
vector/data/genedata1.txt")
genedata[,1]->race
genedata[,-1]->gendata

#PCA
X=scale(genedata,center=T, scale=T)
svd(X)->tmp
u=tmp$u
d=tmp$d
pc1=u[,1]*d[1]
pc2=u[,2]*d[2]
col=as.numeric(as.factor(race))

plot(pc1,pc2, col= col  )
legend(12, 12, legend=c("AFR", "AMR", "EAS", "EUR", 
"SAS"),col=1:5,pch=1)
title("PCA")

#MDS
dist.gene=dist(genedata)
d=dist.gene
gene.mds1 =cmdscale(d, k=2) #经典的MDS 

plot(gene.mds1,col=col, xlab="x", ylab="y")

library(MASS) 
gene.mds2= isoMDS(d,k=2)$points #非度量型MDS
plot(gene.mds2,col=col, xlab="x", ylab="y")

#tSNE:
library(Rtsne)
Rtsne(X )->tmp
plot(tmp$Y, col=race, xlab="x",ylab="y")

例6. 基因数据（lab4第1题）的2维展示。PCA
和两种MDS效果类似。除了欧洲和美洲之外，
其它各种群分离的很好，特别地，tSNE能将
SAS与其他种群分开。
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总结11-20讲

至此（11-20讲），我们介绍了数据的欧氏表示(也称为嵌入)：

 高维数据的压缩、低维表示（降维）：PCA，SVD，CCA
 非欧氏相似度/距离的欧氏表示：MDS

这些方法在机器学习中称为嵌入（embedding），核心是SVD或
谱分解，核心矩阵是𝑋⊤𝑋和𝑋𝑋⊤：

 PCA基于协方差矩阵或𝑋⊤𝑋；
 MDS基于相似度矩阵（理解成𝑋𝑋⊤）；
 SVD基于𝑋⊤𝑋和𝑋𝑋⊤。

Embedding 是深度学习的关键技术。在文本处理
中(NLP: natural language processing)中

 首先需要将单词(word)用欧氏向量表示，通常
用one-hot方法（哑变量）表示，即只有一个1，
且与全是0的向量表示每个单词。

 结合词汇的相近性和用词环境，进一步利用
SVD等技术得到保留相近性的更好的向量表示。
最近几年流行的方法是word2vec.
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聚类分析Cluster Analysis
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聚类分析将相似的或者距离较小的个体聚集成
一类(cluster)，不相似的个体分属不同的类。
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：个类，共有不同的分法个物件划分为目标：

聚类分析 Cluster Analysis

聚类分析在类别(cluster)未知的数据中挖掘出分类
信息的方法， 是一种无监督学习方法 （如果数据
已知分类信息，则称为是有监督的）。

主要介绍几个经典的算法： 层次聚类、𝐾-medoid聚
类、𝐾 -均值聚类和混合高斯分布模型 、谱聚类

𝑛 = 100,𝐾 = 2, 2100 = 30位
聚类算法基本都是贪心算法。
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层次聚类Hierarchical Clustering

层次聚类将研究对象逐步合并（或分拆），也称作系统聚
类，主要包括聚合层次聚类法和分割层次聚类法。其中的
关键是定义类与类之间的距离。
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层次聚类中需要考虑子集( 类)的合并或分拆，因此需要定义类之

间的距离。距离小的（相似的）子集聚为一类（称为连结
linkage: the manner being united）。假设个体𝑎, 𝑏之间的距离为
𝑑(𝑎, 𝑏),则集合之间的距离一般定义为：

Linkage:

类之间
的距离

 

 

linkage  Wardmedian, centroid,

|)B||A/(|),(),(   linkage)-average(

,),,(max),(linkage)-complete(

,),,(min),(   linkage)-single(

max

min

其它：

：平均连结

：完全连结

：单连结










 Aa Bb

mean badBAd

BbAabadBAd

BbAabadBAd

Mean/average linkage

Median linkage

Centroid linkage
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Single: 只要两个集合存在

一对点距离较小，就认为
这两个集合是同一类。

Complete：只有当两个集合

的所有点都距离较小时才认
为两个集合属于同一类

Averge：当所有点对之间
距离的平均/中位数较小时，
认为两个集合属于同一类。
median/centroid与此类似。
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聚合（agglomeration）层次聚类法首先把每个个体(item,unit)
看作一类，然后逐步合并相异度(距离)最小的或相似度最大的
类，相继地逐步聚集

1. 初始假定每一个研究对象是一个类(cluster)，计算各个
类之间的距离；

2. 距离最小的两个cluster合并成一个更大的cluster；
3. 重新计算各个类(cluster)之间的距离；

重复2，3直到达到某个预定标准或者所有对象合并成一类。

聚合层次
聚类算法

分割层次聚类法

与聚合聚类相反，首先将所有个体当作一类，逐步分割成距离最
大或相似度最小的两类 . 效果与聚合方法类似，不常用。

R: hclust(d) # d: 距离矩阵
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树图 树状图(Dendrogram) 表示层次聚类关系，在根部所有物体为一类，

朝枝叶方向依次细分（左图）树旁的刻度尺表示聚集或分拆时的
距离。更紧凑的树图如右图（不再是树状！）

myhc= hclust(d,method=) #层次聚类
plot(myhc) #画树图

library(ape)
plot(as.phylo(myhc), type = "fan")
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a

b

c

d

e
f

a b c d e f

bc de

def

bcdef

abcdef

例1. 平面上的点a-f
a b  c  d  e

b 9        
c 9 1      
d 7 3  4    
e 8 4  3  1  
f 7  5  5  2  2

D=

数据

1

2

3

7

聚合层次聚类(单连结):

b,c之间、d,e 之间的距离都是1，最小，
首先将它们合并集为(bc), (de)两个类。
至此有4个类：

(bc), (de), a,f

计算这4个类的两两距离，并合并距离
最小的两个类…

交汇处的数字(Height)表示聚合时的距离，
比如f与(d,e) 聚合时的距离为2。
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例2 (课本例12.3)，5个物体的距离矩阵如右，
Single-linkage 聚集层次聚类分析。

1)53( 3  d最小距离

569421       

8),min(       

,7),min(       

   3)11,3min(),min(       

421),35(4 

54344)53(

52322)53(

51311)53(

，，之间的距离，，

，

的两两距离：，，个类：计算







ddd

ddd

ddd

4 2 1 ),35(   4    

),35(53),min(  2    1. 35

，，个类：得到

合并为一类，将，把每个对象当作一个类 ijdd 
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.5     

5        

6)6,8min(),(min        

79,7min(),min(        

:)(4,2),351(    

).135(1 35)(  2.

24

24

414)35(4)351(

122)35(2)351(









d

d

ddd

ddd

最小距离

）

右三个类的两两距离计算

合并为一类和将

将上述聚类过程表示为树图 (dendrogram) 。
从底部开始，按距离从小到大的次序：
a:  3，5首先合并，距离=2，
b:（35）与1合并，距离=3
c:  2，4合并，距离=5

a

b

c

6.)24(),135().24(4 2  3. ，其距离得到两个类合并为一类和将
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E

E

例3 (Complete-linkage聚集层次聚类，Manhattan距离）

2

4

1
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> d=10-similarity  # 相似性转为距离
> d=as.dist(d) #
> myclust= hclust(d, method="single")
> myclust= hclust(d, method=“complete")
> plot(myclust) #画树图（右）

例4（Example 12.3 欧洲语言，R 命令： hclust)

#树图的其它画法：
library(ape)
co=c(rep("blue",5), ep("red",4),rep("darkgreen",2))

plot(as.phylo(hc), type = “unrooted”) #右图
plot(as.phylo(hc), type = “fan“,tip.color=co)#右下图
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install.packages("BiocManager") 
BiocManager::install("ggtree")
library(ggtree)
hc=hclust(d)
ggtree(hc,layout="circular")+
xlim(0,7)+
geom_tiplab2(offset=0.1,

size=5)+
# geom_text(aes(label=node))+

geom_highlight(node = 13,fill="red")+
geom_highlight(node=15,fill="steelblue")+
geom_highlight(node=16,fill=“forestgreen")+

geom_cladelabel(node=13,label="拉丁",
offset=1.2,barsize = 2,
vjust=-0.5,color="red")+

geom_cladelabel(node=15,label="日耳曼",
offset=1.2,barsize = 2,
hjust=1.2,vjust=1.5,color="steelblue")+

geom_cladelabel(node=16,label="乌拉尔",
offset=1.2,barsize = 2,
hjust=1.2,color=“forestgreen")
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1. Single-linkage容易形成链状结构, 更适宜于非线性分类：

左图两个类分离的较好，但两个类的最近的点相距很近，以此
两类的single-linkage距离很小，single-linkage倾向于合并这两类。
single-linkage容易形成链状的cluster（右图）。

单连结链
状结构

2. Centroid, median linkage可能会产生逆序(inversion,树倒长)现象。

),())(,()(

),(),,(),(,

BAdABCdABC

CBdCAdBAdBA





合并，距离与之后

先合为一类，距离

逆序现象

几个评注
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 Complete方法以两个类的最远的点之间的距离来决定两个类是否应该
聚合或拆分，因而适合类内较为紧密，类之间分离的较好的情形。

 Single方法容易形成长链式的聚集效果，因而对非线性的聚簇数据聚
类效果可能较好。

 Average方法介于两者之间。

 Centroid, median 较为稳健，但没有单调性，可能会产生逆序(inversion)
现象。

Ward合并使得组间平方和变化最小的两类。

各种连结的
优劣比较

层次聚类是贪心算法，不一定是最优算法

层次聚类：
贪心算法

))log(( 2 nnO为层次聚类的计算复杂度
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：使得组内距离之和极小

）及其中心（划分的

聚类问题求解个个体的距离为假设

K-medoid聚类

中心点
Medoid

K-medoid 
聚类问题

K-medoid聚类算法只使用距离矩阵进行聚类，各类的中心
限定为某个个体，称为medoid。

划分
Partition
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如果它们两两不交，且

的一个划分称为的子集个体指标集
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K-medoid 
算法

2-1  .3

.,...,         

,1   minarg                              

,1     

},1,...,,{   2.

minarg                           

      

,1,,..., }{1,2,...,   1.

clustering medoid-

1

1

1

迭代

分类。由此得到更新的划划归到第并将个体

，

求对所有的中心所属的类中，即

最近将每个个体划分到离它给定当前的中心

作为中心：的点与其它个体总距离最小

求类内对每一个类的一个划分给定

算法：
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• 当划分已知时，根据中心的定义，容易确定各类的中心；

• 当各类中心已知时，我们只需把每个个体划分到离其最近
的中心所在的类；

给定划分或中心的初始值，上述两步递归迭代。



38

例5（欧洲语言） 欧洲11种语言k-medoid聚类, 应用k-medoids

#距离矩阵 d=10-s，s: similarity matrix
> pam(d,4) # k=4  (4类)
Medoids:

ID              
[1,] “2” “Norwegian”日耳曼语中心
[2,] “8” “Italian” 拉丁语中心
[3,] "10" "Hungarian"
[4,] "11" "Finnish"  

Clustering vector:
English  Norwegian    Danish Dutch German

1             1                      1         1         1
French     Spain   Italian    Polish Hungarian   Finnish

2             2           2            2            3                4

Norwegian和Italian分别是日耳

曼和拉丁的中心。拉丁源于罗
马，日耳曼源于挪威？

R:    pam 函数（package：cluster）
> Libr ary(cluster)
> pam(d, k=2)
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