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K-均值聚类 (𝑲 -means clustering)

𝐾-means （ 𝐾 -均值）聚类方法将对象/物体
划分为𝐾 类，使得类内距离极小。 𝐾 -均值聚
类法是应用非常广泛的一种数据聚类方法
（Lloyd，1957；MacQueen 1967）。
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和组间平方和组内平方和

向量模平方形式的则总平方和分解为互斥，且即

的一个划分是指标集假设假设

：已知有如下平方和分解单因素方差分析中我们



平方和
分解

个类的。是聚集为表明数据越有可能确实

）越大，（比如相对于组合平方和组间平方和
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使得组内平方和最小

，以及各组的中心的划分寻找最优的目标

，以及类的个数个点给定K均值聚
类问题
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K-means
算法

 
至收敛。反复迭代上述两步，直

对所有

容易决定：给定时，而当中心

中点的个数为，

的最优估计为平均值个类的中心当划分给定时，第
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(a)数据 (b)任取两个初始中心
(以红x 、蓝色x表示）

(c)红x 、蓝色x中垂线

将数据分别划分到红、
蓝x所代表的类中

(d) 计算红点和蓝点

的均值，作为两类新
的中心(红、蓝x)。

(e)红、蓝x)的中垂

线将数据分别重
新划分到新的红、
蓝x所代表的类中

(f) 重新计算中心，

再次分类，与上次
相同。停止迭代。

K-means算法示意图
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类的中心初值。行作为的每次随机选取次

，

函数数最小者，聚类，从中选取目标函

始点，多次进行解，通常取多组不同起为了避免得到局部最优

通常较小迭代次数，其中复杂度为

，其计算局最优解，但非常高效得到的解未必一定是全

称为原型，方法，以中心代表类，是原型两个步骤的反复迭代。

样，都是中心、划分方法的算法思想几乎一

划分。心，也可以指定初始的初始步可以指定初始中

注：
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高斯混合分布模型

高斯混合分布假设数据点的分布是若干高斯正态分布的混合，允
许不同的类有不同的方差。 K-means聚类方法可看作是高斯混合
分布模型的一种特殊情况（球对称情况）。

个类的所有参数。为第，记

）。布（称为是一个高斯混合分

，，

的概率密度量的密度函数，若随机向为正态分布记
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为什么假设多个正态混合？

总体不一致，不是单个正态，而是概率分布具
有多个峰，因此假设总体由多个正态子总体
（类）混合而成。具体到每个样本，我们并不
知道它来自于哪个总体。
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的边际分布：，则即时，假设给定

，，

其分布为潜变量，不可观测有一个对应的类别标号假设混合高斯
作为潜变
量模型

算法相同：反复迭代）本质上与和步骤（

，其原理和所属的类别算法试图预测每个样本

means-step-Mstep-E

,...,1,EM

k

niGi 混合高斯
的EM算法

它参数）。每个类的中心（以及其

方法估计极大似然知的条件下，用当所有样本所属类别已

率最大的一类中。将每个样本点划分到概然后

，条件期望件概率样本点属于每个类的条的类，这需要计算每个

属将每个样本划分到其所，在各类中心已知条件下

    

  :step-M

     

/    

step-E  :step-E
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iG条件期望）：预测（

中心极大似然）：估计类的（

-nExpectatiostep-E  

-onMaximizatistep-M  
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求各类中心：，即已知别时当知道每个样本所属类
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即

预测为则若

率最大的类中：将每个数据点划分到概给定

EM算法细节: 条件期望E用于预测潜变量，极大似然M用于估计参数
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谱聚类

基于相似度（距离/邻接/权重）有
关的矩阵的特征向量进行聚类。

谱聚类通常在图(graph)或网络的框架中讨论或演示。给定𝑛个物件
的𝑛 × 𝑛相似度矩阵𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) , 𝑎𝑖𝑗 ≥ 0, 我们将物件当作图的节点，

若 𝑎𝑖𝑗 > 0，则称节点 𝑖, 𝑗是相邻的，即它们之间有一条边（连

线），记作 𝑖~𝑗，而相似度𝑎𝑖𝑗称为该条边的权重。 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)通常

称为权重矩阵，当𝑎𝑖𝑗 = 0或1时，称为邻接矩阵。

图表示

最重要的是相似度/权重为0-1的情形，

𝑎𝑖𝑗 = ቊ
1, 𝑖~𝑗

0, 无边

此时𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)称为邻接矩阵(adjacency matrix)。

邻接矩阵

下面我们考虑的相似系数矩阵 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)一般是元素非负的对

称权重矩阵，但通常会以0-1邻接矩阵演示算法。
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度数 第𝑖个节点的度数:  𝑑𝑖 = σ𝑗=1
𝑛 𝑎𝑖𝑗

度数矩阵: 𝐷 = diag(𝑑1, … , 𝑑𝑛)
记 𝐝 = (𝑑1, … , 𝑑𝑛)

⊤ = 𝐴𝟙

拉普拉斯
矩阵

拉普拉斯矩阵(Laplacian):
𝐿 = 𝐷 − 𝐴

作为线性变换，𝐿与拉普拉斯算子有类似的作用，即拉普拉斯
矩阵比较每个节点𝑖与邻点的平均。说明如下：

仅考虑0-1邻接情形（其它类似）。假设节点𝑖的属性/特征标
签𝑥𝑖 , 𝐱 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛)

⊤, 令𝐲 = 𝐿𝐱，令 ǉ𝑥𝑖 = σ𝑗:𝑗 ~ 𝑖 𝑥𝑗 / 𝑑𝑖 为

与节点 𝑖邻接/相似的节点的平均，则
𝑦𝑖 = 𝑑𝑖𝑥𝑖 − σ𝑗:𝑗 ~ 𝑖 𝑥𝑗 = 𝑑𝑖 𝑥𝑖 − ǉ𝑥𝑖 ,

表示节点 𝑖与其相邻点的平均值的差异。𝐿𝐱 = 0意味着每个
节点与其相邻的点无差异。

拉普拉斯算子：Δ𝑓 = 𝛻2𝑓 =
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑓

𝜕𝑧2
,    

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
≈

𝑓′ 𝑥+ℎ −𝑓′(𝑥)

ℎ
≈

[𝑓 𝑥+ℎ −𝑓(𝑥)]/ℎ−[𝑓 𝑥 −𝑓 𝑥−ℎ ]/ℎ

ℎ
=

𝑓 𝑥+ℎ +𝑓 𝑥−ℎ −2𝑓 𝑥

ℎ2

热传导方程：
𝜕𝑇

𝜕𝑡
= 𝜅Δ𝑇, 某点的温度变化率与该点附近的温差成正比。
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2-cluster 
mincut

数最小。最优划分使得

不同类，但

权重之和相似系数

边的定义为相邻但不同类的的类，假设节点分属若干不同

，

cut

),~(1cut                 

/

jijia

cut

ji

ij

连通性最小。之间的相似性，不同个

我们希望划分节点为。如果图是全连通的，构成一个类

，则我们认为每个子集个互不连通的子集构成如果加权图的节点由

/clustercluster

)( Kcluster

K

1

2 3

5

6 7

8

4

最小。聚类使得希望划分

，我们）。后者是更好的划分，，，和（

，则得到不连通的移除边和

可得到不连通的和的子集。右图中移除边

通可以划分为若干互不连如果移除这些边，则图

数，相邻但不同类的边的个

的情形：图，即对于为什么称为

cut/

8765)4,3,2,1(

83   );8,7,6,5,3()4,2,1(

4332

cut            

1/010?







 ijacut

mincut=1
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定义𝐿 = 𝐷 −A为拉普拉斯矩阵，mincut问题转化为：

min𝑐𝑢𝑡 = minσ𝑎𝑖𝑗(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)
2 = 2min

𝐱
𝐱⊤𝐿𝐱 s.t. 𝐱 ∈ 𝑆𝑛−1，𝐱 ⊥ 𝟙

2-cluster
二次优化

下面给出mincut问题的数学表示，为此引入每个节点的类别标签，
先考虑两类问题。记节点 𝑖的类别标签𝑥𝑖 = 1或0，则

𝑐𝑢𝑡 =𝑎𝑖𝑗1(𝑥𝑖≠𝑥𝑗) =𝑎𝑖𝑗(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)
2

这是组合优化问题。与谱配列中一样，我们有

若𝑎𝑖𝑗很大，则

应该有 𝑥𝑖 = 𝑥𝑗

验证：σ𝑖,𝑗 𝑎𝑖𝑗(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)
2 = 2σ𝑗 𝑑𝑖 𝑥𝑖

2 − 2σ𝑖,𝑗 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖 𝑥𝑗 = 2𝐱⊤(𝐷 − 𝐴) 𝐱 = 2𝐱⊤𝐿𝐱

2-cluster
组合优化

放松𝑥𝑖 = 1或0的限制，对 𝐱 = (𝑥1, … . , 𝑥𝑛)
⊤ ∈ 𝑆𝑛−1极小化

得到的解𝐱是𝐿的特征向量，含有cluster信息（参见命题2，3），
将它们划分为两类即可。

约束：为了解唯
一及避免平凡解

命题1. σ𝑎𝑖𝑗(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)
2 =2𝐱⊤𝐿𝐱， 𝐿 = 𝐷 −A
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VV

T正交的限制，即，相互正交、且与为

各列模长，增加的要求，但为了唯一性分量为现在放松

1

𝑲类
mincut

拓展的
两类
mincut

谱聚类对𝐿的前𝐾个最小特征根（包括0）的特征向量进行K-
means聚类，原因参见下页命题2-3。

定义𝐿 = 𝐷 −A为拉普拉斯矩阵，mincut问题转化为：

min𝑐𝑢𝑡 = min𝑎𝑖𝑗 𝐱𝑖 − 𝐱𝑗
2
⇔ min

𝑉∈𝑅𝑛×(𝐾−1)
tr 𝑉⊤𝐿𝑉

s. t. 𝑉⊤𝑉 = 𝐼𝐾−1. 
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是唯一特征向量）。之外，

（即除了常数因子特征根重数为的仅当的路径连结它们）当且

一个若干边组成任何两个节点，都存在）图是全连通的（即对（

对应的特征向量；是特征根，最小特征根为，）（命题

1
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重数为，唯一，所以即若图是全连通的，则

时，当

特征根的特征向量，则是）若（

是特征向量。是特征根，所以因为

，所以，，对任何）由命题证明：（

xxx
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其中使得

存在节点两个节点全连通加权图：对任何

𝐿的特征
向量与连
通性

拉普拉斯矩阵𝐿的最小非0
特征根称为Fiedler数
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。为连通子图的节点集合张成，其中

且零空间由数连通的全连通子图的个（包括加权图）的互不

等于图的零空间维数特征根的重数的拉普拉斯矩阵命题

KGG GG

LKL

K
,....,,...,

   ,

)(0  .3

11
11

证毕。可能不同，即值不同的全连通子集上取

的分量取值全部相同，量，在连通子图上特征向由命题

成为分块对角阵：排没有连结，所以可以重证明：不同的子图之间

....

2

,

00

00

00

                    

1

1

1 K

K

GKG

G

G

cc

L

L

L

L

11x

x



















 

如果一个图由不连通的𝐾个子图构成，那么0特征根的所有𝐾个特征
向量包含所有子图信息。 实际问题中的图一般是全连通的（特征根
0的重数为1）， 𝐿的𝐾 − 1个最小非0特征根对应的特征向量可用来
聚类。
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1

2 3

5

6 7

8

4
1 2 3 4 5 6 7 8

1 0 1 0 1 0 0 0 0
2 1 0 1 1 0 0 0 0
3 0 1 0 1 0 0 0 1

4 1 1 1 0 0 0 0 0
5 0 0 0 0 0 1 1 1
6 0 0 0 0 1 0 0 1
7 0 0 0 0 1 0 0 1
8 0 0 1 0 1 1 1 0

特征根 0 0.3 2 2.4
1 -0.35 -0.45 0 0.69
2 -0.35 -0.37 0 -0.12
3 -0.35 -0.18 0 -0.65
4 -0.35 -0.37 0 -0.12

5 -0.35 0.37 0 0.12
6 -0.35 0.37 -0.71 0.12

7 -0.35 0.37 0.71 0.12
8 -0.35 0.26 0 -0.17

例1.  下图的邻接矩阵如下

𝐴 =

1 2 3 4 5 6 7 8
1 2 -1 0 -1 0 0 0 0
2 -1 3 -1 -1 0 0 0 0
3 0 -1 3 -1 0 0 0 -1

4 -1 -1 -1 3 0 0 0 0

5 0 0 0 0 3 -1 -1 -1
6 0 0 0 0 -1 2 0 -1
7 0 0 0 0 -1 0 2 -1
8 0 0 -1 0 -1 -1 -1 4

拉普拉斯矩阵L的最小4个特征根为: 0, 0.3, 2, 2.4，对应的特征向量为

第二列特征向量说明

节点1-4为一类，

节点5-8为一类。
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类。个节点聚成聚类，将进行对

即各行为记

特征根的特征向量及其它最小非可能重复特征根包括

特征向量个最小特征根的对应的的谱分解，取其前计算

，拉普拉斯其中计算度数矩阵

图的权重矩阵）。矩阵，否则认为是加权可认为是普通图的邻接

矩阵，果是物体的相似度矩阵（如个个体是假设

KnKR
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V
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n
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nn
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已知。类，个物体聚为，将个物体的相似度矩阵目标：给定 KKnAn谱聚类
算法

.),2/(exp   :kernelGaussian 

)(

22 jida

d

ijij

ij

 矩阵，通常用

转化为相似度，则可以通过某种变换矩阵如果问题给定的是距离
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例1. kernlab中的数据集spirals是二维平面上的两类螺旋状数据（ 300 × 2），

我们使用谱聚类方法进行聚类，点之间的距离用欧氏距离，点之间的相似度
（权重）用高斯核计算。基于拉普拉斯矩阵的两个最小特征根对应的特征向量进行
k-means聚类，聚类结果如下图两种颜色。

library(kernlab)
data(spirals) 
sc <- specc(spirals, centers=2,kernel=“rbfdot”) # 高斯核
plot(spirals, col=sc)

谱聚类R函数：
specc （package:kernlab); cluster_fast_greedy 
（package:igraph）; fastClustering（package:sClust）…

因为有300个样本的原

始数据，我们不需要图
或加权图进行可视化。
图的概念在本例没有任
何作用，
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例2 （karate club network） 大学跆拳道俱乐部会员交往数据, 邻接矩阵元
素表达交往密集程度（下图），其中A, H分别是经理和教练，其它32个节点为
会员。在收集本数据期间，该俱乐部分裂为两家俱乐部，起因是A,H的矛盾。

邻接矩阵
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#igraph 中的数据集 karate具有igraph特殊格式，需要用as_adj函数转化为（提取）
一般的邻接矩阵
library(igraph)
library(igraphdata)
data(karate)
A=as_adj(karate) #提取karate中的邻接矩阵
A=as.matrix(A) 
faction = vertex_attr(karate)$Faction #提取faction：真实的派别标号
library(kernlab)
A=as.kernelMatrix(A)
clust =specc(A,centers=2) # 聚类
table(faction,clust) # 比较聚类结果与真实类别

clust
faction    1   2

1  18   0
2    1 15

只有一个人（Actor 3）分错了类。
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附录：谱分析

矩阵的特征根称为谱（spectrum），基于特征根、特征向量的分析方法
称为谱方法。前述谱聚类方法基于拉普拉斯矩阵𝐿 = 𝐷 − 𝐴的谱。这里
我们进一步探讨为什么拉普拉斯矩阵的小特征根的特征向量包含了数
据聚簇信息。为了简单，只考虑0-1图。

考虑 Laplacian 𝐿 = 𝐷 − 𝐴的最小特征根0的特征向量𝐱

0 = 𝐿𝐱 = (𝐷 − 𝐴)𝐱 ⇔ 𝐷𝐱 = 𝐴𝐱⇔ 𝐷−1𝐴 𝐱 = 𝐱

所以 𝐱是𝐵 = 𝐷−1𝐴的特征根1的特征向量（我们将看到1是𝐵的最大特征
根）。这说明为了考察𝐿的最小特征根和特征向量，我们可以考虑
𝐵 = 𝐷−1𝐴的最大特征根及其特征向量。
𝐵 = 𝐷−1𝐴 称为归一化/标准化的邻接矩阵，每行总和为1，是概率分布。

偶数长度的环（二染
色），聚类会出现困难。

略过P21-P31



22

[1,] -0.35 -0.38
[2,] -0.35 -0.43 
[3,] -0.35 -0.50 
[4,] -0.35 -0.23 
[5,] -0.35  0.22
[6,] -0.35  0.33  
[7,] -0.35  0.33 
[8,] -0.35  0.34

1

2 3

5

6 7

8

4

例A1 将下图聚为两类

。

L的最小的两个特征向量

[1,]  0.31 -0.35
[2,]  0.37 -0.35
[3,]  0.53 -0.35
[4,]  0.16 -0.35
[5,] -0.26 -0.35
[6,] -0.37 -0.35
[7,] -0.37 -0.35
[8,] -0.37 -0.35

B的最大的两个特征向量

B的特征根：1.00  0.86 0.23 -0.73 -0.67 -0.50  -0.19  0.00
L的特征根： 5.29 4.00 4.00 3.26 2.00 1.15 0.30 0.00

这两个向量都把1-4，5-7聚集成两类
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邻接的节点属性的平均与即

重新分配（流动）：

在互相连结的节点之间将属性变换信息、能量等等。线性

比如类别、次序、代表节点的某种属性，假设
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xB作为线
性变换

对应的节点属于同一类相同或接近相同的分量

有如下特点：量通常（但有例外）会的最大特征根的特征向因此

的节点互不影响。属性变得趋同，不连通会使连结紧密的节点的

初值，

变换（幂次迭代）一般情况下，反复

          

,...,2,1                      

-

)0()1()(

B

kB

B

kk
xxx  

幂次迭代

为另外一类。，，，为一类，节点，，那么很有可能节点

量具有形式的最大特征根的特征向例如，假设

7654321

),,,,,,(B bbbbaaa
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下图也不收敛，之间震荡，不收敛。右，即幂次变换在

个邻接节点时，敛的情况，例如只有两幂次迭代也会出现不收
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那么幂次迭代不收敛。

点颜色不同），染两种颜色，使得相邻等价地如果可以对节点

对称，的特征根关于种对称性（若一般地，如果图具有某 0B

幂次迭代不
收敛情形
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不全同号，则不收敛。中的）若（

则

同号（重根），且假设）（

无关恰好与，即，除非即极限是特征向量

假设

。记向量。对任意

的列为特征为特征根对角阵，

其中是可相似对角化的矩阵假设命题
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T

征向量。最大的特征根对应的特

对值在一定条件下收敛到绝幂次迭代未必对称对于一般方阵  ),(C幂次迭代
的收敛性

注: (3)说明，如果矩阵C的最大特征根和最小特征根符号相反，绝对
值相同，则幂次迭代不收敛。
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不收敛。的第一个对角元则

与其它符号相反，号，比如绝对值相同，但不全同，）若（
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。所以

因为证明：
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对称。关于谱的所有特征根

没有奇数长度的环，

，这称为二分图使得邻接节点颜色不同节点可由两种颜色染色

（幂次迭代不收敛）有特征根

则下述陈述等价：）假设图是全连通的，（幂次迭代不收敛情形

的特征空间的基为则

构成个互不连通的连通子图当且仅当图由的重数为

当且仅当图全连通的的重数为

是对应的特征向量，最大特征根为

为实数，的所有特征根命题
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所以

由，设对应的特征向量为

的特征根，为设的特征根都是实数。假所以

是对称矩阵，有相同的特征根，后者与证明：
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标准化邻接矩阵的性质
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的特征向量，的对应于是的唯一特征向量。设

是数倍数之外，们只需证明除了一个常假设图是全连通的，我
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的颜色不同。

染色使得相邻节点那么不可能用两种颜色下图如果存在奇数环

。，相邻的节点符号相反绝对值相同且非所有

条路径连结它们，所以何两个节点之间都有一因为图是全连通的，任

。或者都为号相反所以相邻的节点或者符，则若

的特征向量，的对应于是设
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对称。证毕。的所有特征根关于所以

。向量为的特征根，对应的特征也是所以

，则。令，即由
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邻接矩阵如下但两种颜色间有连结。

不连结），个是另外一种颜色（互），后面同一种颜色（互不连结

个都是前面将节点重新排列，使得的特征根时，我们可以是当
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二分图(bipartite)
⇔ 两种着色，相邻的点不同色（左图）
⇔ 𝜆 min 𝐵 = −1
⇔ 𝐵的特征根关于0对称（右图）

命题5(5)刻画了二分图的性质，总结如下

谱图(B的特征根)

Spectrum of 𝐵
(ordered eigenvalues)

关于二
分图

Spectrum：an ordered 

arrangement by a particular 

characteristic (such as 

frequency or energy)
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https://www.deeplearning.ai/the-batch/issue-146/

吴恩达(Andrew Ng)认为机器学习有6个核心算法:

• Linear Regression: Straight & Narrow

• Logistic Regression: Follow the Curve

• Gradient Descent: It’s All Downhill

• Neural Networks: Find the Function

• Decision Trees: From Root to Leaves

• K-Means Clustering: Group Think

分类：logistic回归和神经网络
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分类和预测对未知的随机变量进行"估计"，当待预测随机变量是
类别的时候，称为分类（classification）或判别（discriminant）
问题。当待预测随机变量是连续变量的时候，称为回归预测
（prediction）问题。

1.分类和预测介绍

数据: 𝑦𝑖 , 𝐱𝑖 , 𝑖 = 1, … , 𝑛,
求解𝑓 𝐱, 𝜃 = 𝐸 𝑦 𝐱

回归: 𝜃=argminσ(𝑦𝑖−𝑓(𝐱𝑖 , 𝜃))
2

分类: 𝜃=argmin −σ[𝑦𝑖log𝑝𝑖 + 1 − 𝑦𝑖 log(1 − 𝑝𝑖)]

𝑝𝑖 = 𝑓(𝐱𝑖 , 𝜃)

𝑦相应或类别，

𝐱自变量或特征

训练

መ𝜃，拟合曲线𝑦 = 𝑓 𝐱, መ𝜃

判别
预测

ො𝑦0 = 𝑓(𝐱0, መ𝜃) 测试数据集（不参与训
练）评价效果

当𝑦是类别时，𝑝 = 𝑓 𝐱, 𝜃 是概率



例1 (手写体识别). 50 个数字0-9的手写体样本如下。每个手写数字是16x16像
素图像，每个像素点的黑白强度在0-255之间，将像素强度矩阵拉直成长度为
196的向量𝐱。

3434

数据：𝐱1, … , 𝐱50: 50个196x1的手写数字的像素向量，

𝑦1, … , 𝑦50: 每个手写体代表的数字/类别，类别取值0-9。

训练: 求解判别/预测准则。

预测：判别新的手写体（下图）分别是什么数字（即判别/预测它们所属的类
别）。



Ronald Fisher （1890-1962）英国统计学家.

Thomas Bayes （1701-1761），英国统计学家、哲学家。
发现了贝叶斯公式（先验-后验）：

)(

)()|(
)|(

BP

APABP
BAP 

统计学分为两大流派：频率学派（Fisher学派，古典）和贝叶斯
学派，随着人工智能的发展，贝叶斯学派越来越被重视。

对于判别分析，Fisher的方法称为Fisher线性判别分析(LDA: 
linear discriminant  analysis), 贝叶斯方法可得到类似的线
性判别以及二次判别或其它非线性判别.
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两个学派
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估计为：等方差假设两类训练数据

样本均值和方差第一类
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背景：Fisher线性判别(LDA)

1

2
1x

2x

两类Fisher
线性判别

⇔距离两类中心的等(马氏)距线
(𝐱 − ത𝐱1)

⊤𝑆−1 𝐱 − ത𝐱1 = (𝐱 − ത𝐱2)
⊤𝑆−1 𝐱 − ത𝐱2

Fisher 判别：
若𝑓 𝐱 > 0，判定𝐱 ∈ 𝜋1；
否则判定𝐱 ∈ 𝜋2

𝑓(𝐱) = (ത𝐱1 − ത𝐱2)
⊤𝑆−1 𝐱 −

ത𝐱1 + ത𝐱2
2

= 0

𝑓(𝐱) = 0
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则判定线性判别准则：若

定义马氏度量对任何有数据的样本方差为

同，所假设各类数据的方差相个类，中心为

T

𝐾类Fisher
线性判别

> library(MASS)
> mylda = lda(train.data, class) #训练
> predict(mylda, test.data)          #预测
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）经过中心判别函数

最大，使得两类数据区分度寻找方向
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1x

2x

极端地，若判别阈值为负无穷大，则所有点判为+，recall=1，但此时
所有判别为+的对象中有大约一半是将−误判为+，精度只有0.5

Precision(+) =
正确判别为+的个数
所有判别为+的个数

若关注重点是 - ，同样定义Recall(-),Precision(-). 无论如何，评估分类效
果需综合考虑准确度和精确度，比如两者的几何平均F1。

0),( 21 xxf

+

+

+
+

+

−

−

−
−

−

−

+ +
+

−
−

真实类别: + −

Fisher 线性判别(LDA)函数
𝑓 𝑥1, 𝑥2 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥1 + 𝑐

若𝑓 𝑥1, 𝑥2 > 0,  判别为阳性 +；
否则，判为阴性 - .

Fisher判别(实线)：
Recall(+) = 7/8，Precision (+) = 6/7
虚线判别：
Recall(+) = 8/8， Precision (+) = 8/11

评价判
别效果

评价分类效果

Fisher判别将2个+错判为−；1个−错
判为+。如果正确判定+是重要的
（比如疾病），那么应该下调判别
阈值，比如：𝑓 𝑥1, 𝑥2 > −1时，判
为+，这可以增加正确判别+的概率：

Recall(+) = 𝑃 (判为 + |真实为+),



TP FP

FN TN

真正的类别
+ −

+
−

判定的
类别

两个类: + positive阳性; − negative阴性，

四种结果：TP: true positive； FP: false 
positive； FN: false negative  TN: true negative

常用的分类正确率如下（前4个2 × 2的边际概率）：

准则 定义 解释

召回率recall(+), 灵敏度Sensitivity TP/(TP+FN) 真阳性被判对的比例

精确度Precision (+) TP/(TP+FP) 判为阳性的判别中正确的比例

准确度 accuracy (TP+TN)/(TP+FP+TN+FN) 所有判别中正确判别的比例

F1 score=2/(1/recall+1/precision) 2TP/(2TP+FP+FN) 灵敏度和精确度的几何平均

39

测试数据与训练数据格式完全相同（含真实的类别标号），但
不参与训练。用训练得到的方法预测测试数据的类别标号，与
真实类别标号比较考察效果。

召回率(-), 特异度Specificity TN/(FP+TN) 真阴性被判对的比例

精确度 Precision(−) TN/(FN+TN) 判为阴性的判别中判对的比例

判别效
果度量
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 Logistic 回归研究二值（二类）响应变量与自变量(feature)
的关系，多项式回归对多类问题判别分类。

 贝叶斯方法基本与logistic/多项回归相同（假设正态）。

 主流机器学习一般不采用Fisher’s LDA，而是采用logistic。

).ratio oddslog())1/(log(,),(

)exp(1

)exp(
),(                    

)|(

)|1(P)(  10),(
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回归函数假设概率。，特征或：数据
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固定阈值）。（以满足具体的预测要求

许可调阈值，形式上基本相同，但容

线性判别，与预测实际上是线性判别
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其中

则后验概率假设各类先验概率为公式证明：由

如下：于多组正态问题。具体多项回归可认为是来自

求解方法不同）。多类线性判别方法（但多项回归基本上等价于





形式。一定具有多项式回归的则由贝叶斯公式，

从方差相等的正态：性质：假设各类数据服
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附1：支持向量机 (SVM: support vector machine)

SVM模型试图将空间中的不同类的点尽可能地用比较宽的间隔
(margin，下图方框)分开：间隔边缘的点称为支持向量，间隔
的宽度即两类支持向量之间的距离，SVM最大化间隔的宽度。

）HdHSVM
H

svm ,(minmax   : x
x



对任一判别分类器𝐻, 各类中离𝐻最近
的点𝐱称为支持向量。支持向量𝐱到判
别分类线𝐻之间的垂直距离

𝑑(𝐱, 𝐻)
越大越好。

对于𝐻,  支持向量𝐱1, 𝐱𝟐,

对于𝐻′, 支持向量𝐚, 𝐛

𝑑 𝐱1, 𝐻 > 𝑑 𝒂,𝐻′

H

a

𝐱2

𝐻

𝐻′

𝐱1

𝐚

𝐛
SVM将原始数据映射到更高维度，比如

𝐱 = (𝑥1, 𝑥2) → (𝑥1, 𝑥2, 𝑥1𝑥2),
再应SVM，得到非线性分类器。

> library( kernlab )
> sv <-ksvm(Country ~Freshwater+Marine, data = salmon, type = “C-svc”)  
> ploy(sv)
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前述判别分类方法不容易解释，有时也
不实用。决策分类树(decision tree)  
二分随机向量的各个分量，方法直观，
决策准则如下：

附2：决策分类树、随机森林

二分树概述：树的结构从根部节点（判别力最强的变量x1）开始，以
大于或小于某个阈值𝐶𝑘递归划分每个变量，节点左侧分枝准则成立
(yes)，右侧不成立(no)，每一个节点处的数字 n1/n2 表示n1 个第1类，
n2个第2类。在终止节点处投票，若n1>n2，则判为第1类。
极小化错分率求解阈值𝐶𝑘。

分类树

if condition1 and condition2 and condition3

then outcome
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线性判别

分类树

If (x1 >130) and (x2<390) red

x1

x2
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随机森林方法抽取部分变量，形成分类或回归树，并对每个样
本分类。如此反复多次（形成森林），投票决定每个样本点的
类别。该方法提高了CART的预测效果。

R packge：： rpart，C50， randomForest

> mytree= rpart(class~variables ,  method="class")
> prune(mytree, cp ) #cp ： complexity parameter
> myfit = randomForest(class~features,data ntree=1000)
> predict(myfit, newdata)

随机森林
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3. 深度神经网络 (DNN, Deep Neural Network)

神经网络(DNN，deep neural network) 模仿神经系统特
别是大脑的认知方式，将输入𝐱经过ℎ次递归复合变换
（非线性）生成具有判别能力的数据

𝐱ℎ = 𝑓ℎ 𝑓ℎ−1 ⋯𝑓1(𝐱) , ℎ:深度

基于𝐱ℎ应用logistic/线性判别(二分类为例)，DNN模型
如下

𝑃 𝑦 = 1 𝐱 =
1

1 + exp −𝛼 − 𝛃⊤𝐱ℎ

=
1

1 + exp −𝛼 − 𝛃⊤𝑓ℎ 𝑓ℎ−1 ⋯𝑓1(𝐱)
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𝚽 𝐱 ⟶ 𝒚
logistic

𝐱 ⟶ 𝐱ℎ= 𝚽 𝐱

非线性变换

𝐱0 = 𝐱 𝐱1 𝐱2 𝐱3

ො𝑦 = 1(𝛼+𝛽⊤𝚽 𝐱 >𝐶)

𝐱

embedding
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其中隐藏层的递归变换通常取仿射Ax+b及正步(ReLU)激活运算

+

𝐱𝑘 = 𝑓𝑘 𝐱𝑘−1 = 𝐴𝑘𝐱𝑘−1 + 𝐛𝑘 +，𝑘 = 1,… , ℎ

最终得到

𝐱ℎ = 𝑓ℎ 𝑓ℎ−1 ⋯𝑓1(𝐱)

将𝐱ℎ视作feature数据，构造𝐱ℎ的线性函数（ 𝐱的分段线性函数）

Φ 𝐱 = 𝛼 + 𝛃⊤𝐱ℎ

DNN模型

𝑃 𝑦 = 1 𝐱 =
exp Φ 𝐱

1+exp Φ 𝐱
=

1

1+exp −𝛼−𝛃⊤𝑓ℎ 𝑓ℎ−1 ⋯𝑓1(𝐱)
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𝐱维数𝑝,   隐藏层维数 𝑞

𝐱𝑘 = 𝑓𝑘 𝐱𝑘−1 = 𝐴𝑘𝐱𝑘−1 + 𝐛𝑘 +

𝐴𝑘：weight，𝐛𝒌：bias 偏置
ReLU激活函数（右图）

𝑅𝑒𝐿𝑈 𝑥 = ቊ
𝑥. 𝑥 ≥ 0
0, 𝑥 < 0

ReLU

示例（ReLU激活⇔分段线性）：

假设𝑝 = 1, 𝑞 = 2, ℎ = 1

𝑥 → 𝐱1 = 𝐴1𝑥 + 𝐛1 + =
(𝑎1𝑥 + b1)+
(𝑎2𝑥 + b2)+

Φ 𝐱 = 𝛼 + 𝛃⊤𝐱1𝛼 + 𝛽1(𝑥 + b1)++𝛽2(𝑥 + b2)+

这是两段线性函数(不妨设𝑎1=1，𝑎2=1)，该函数在−b1，
−b2处分段，斜率分别为𝛽1、𝛽1 + 𝛽2。

−b1 −b2

𝛽1 𝛽1 + 𝛽2

DNN大量使用偏置(大的q）以及多次复合，以分段线性函
数逼近任何函数𝑓(𝐱) = 𝐸(𝑦|𝐱)
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 )( 11 bxh

 )( 22 bxh

 )( 33 bxh

x

激活

DNN输入𝑝 = 1, 𝑞 = 3,层数ℎ = 2
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三种不同方式的折叠 剪切
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rate learning:    ,

descentgradient GD

 )),,(1log()1()),(log()(       

)log(

.
)exp(1

)exp(
)|1(),(

)1(

)1()(

1





























k

J

pypyJ

xyPp

kk

n

i

iiii

h

h

ΘΘΘ
ΘΘ

Θ

ΘxΘxΘ

xβ

xβ
Θx

：）迭代求解最优，梯度下降法（

似然极小化交叉熵误差

T

T
梯度下降法
求解参数

 大模型：多参数使得模型复杂到足以描述任何复杂
函数。

 梯度下降+规则化：梯度下降抑制拟合函数过于复杂。

梯度下降法
阻止过拟合

例1. 100个参数的单层NN

模型，拟合得到近似直线，
没有出现过拟合。
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例2. 对多项式回归模型（可看作是单层ANN）

𝑦 = 𝛽0+𝛽1𝑥+𝛽2𝑥
2 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥

𝑘 + 𝜀

𝑘 = 50, 𝑛 = 100

分别用LS算法和梯度下降法求解参数𝛽0，…, 𝛽𝑘

LS算法会出现过拟合（蓝，误差达到全局最小），而梯度下降法
得到平滑估计（红，局部最优误差较大）
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参考书籍/文献:  

• G. Strang (2019) Linear algebra and learning from data.

• Ian Goodfellow, Yoshua Bengio, Aaron Courville (2016) Deep 

Learning, the MIT press (中文版，2017）

• Hinton GE, Salakhutdinov RR (2006) Reducing the dimensionality 

of data with neural networks.  Science. 28;313(5786):504-7

R package:
浅层NN： nnet, neuralnet, 
深度DNN: keras, tensorflow
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