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第七讲 Wishart分布II
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http://staff.ustc.edu.cn/~ynyang/vector 

vector matrix tensor

𝑍=
∗
⋮
∗

各”行”独立
同分布
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𝑈~𝑈(𝑉𝑚,𝑝)，𝑈 ⫫ 𝑊, 𝑊的概率密度 (Wishart)

𝑝 𝑊 =
1

2𝑚𝑝/2Γ𝑝(
𝑚

2
)|Σ|𝑚/2

𝑊
𝑚−𝑝−1

2 exp −
1

2
𝑡𝑟 Σ−1𝑊 ,

𝐳1, … , 𝐳𝑚 iid ~𝑁𝑝(𝟎, Σ), 𝑍 = (𝐳1, … , 𝐳𝑚)
⊤的概率密度

𝑝𝑍 𝑍 = 𝑝 𝐳1, … , 𝐳𝑚 = 𝐶exp −
1

2
𝑡𝑟(Σ−1𝑍⊤𝑍) ≜ ℎ(𝑊)

𝑝𝑍 𝑍 𝑑𝑍 = ℎ 𝑊 𝐽 𝑊 𝑑𝑊 𝑑𝑈 = 𝑝 𝑊 𝑑𝑊 ×
1

|𝑉𝑚,𝑝|
𝑑𝑈 , 𝑈 ∈ 𝑉𝑚,𝑝

𝑍 = 𝑈𝑊1/2, 𝑊 = 𝑍⊤𝑍, 𝑈 = 𝑍𝑊−1/2, 𝑈⊤𝑈 = 𝐼𝑝
𝐽 𝑍 → 𝑊,𝑈 = 𝐽 𝑊 = 2−𝑝|𝑊|(𝑚−𝑝−1)/2

上节课：从多元正态样本的密度出发，应用矩阵外积微分形式等
工具，给出了求解Wishart分布概率密度的大致过程：

Recap

球对称

𝑝 𝑊 = |𝑉𝑚,𝑝|ℎ 𝑊 𝐽(𝑊), |𝑉𝑚,𝑝| =
2𝑝𝜋𝑚𝑝/2

Γ𝑝(
𝑚

2
)

𝑉𝑚,𝑝 = {𝑈:𝑈⊤𝑈 = 𝐼𝑝}

其中球对称性有基本的重要性。
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球对称（正交不变）随机矩阵

球对称
函数

假设𝑚 ≥ 𝑝，𝑍 ∈ 𝑅𝑚×𝑝 (𝑚 × 𝑝矩阵)，假设𝑍⊤𝑍 > 0。矩阵函数
𝑓(𝑍)称为是(左)球对称的或正交不变的，如果对任何∀ 𝐻 ∈ 𝒪(𝑚)，
𝑓 𝐻𝑍 = 𝑓 𝑍 。当𝑝 = 1时，这是第2-3讲的随机向量情形。

记号：𝒪(𝑚) = 𝐻 ∈ 𝑅𝑚×𝑚: 𝐻⊤𝐻 = 𝐼𝑚

命题1：𝑓 𝑍 球对称，𝑍 ∈ 𝑅𝑚×𝑝 ⇔𝑓 𝑍 = ℎ(𝑍⊤𝑍)，某个𝑅𝑝×𝑝

上的函数ℎ.

证：(⇒)对任何给定的𝑍 ∈ 𝑅𝑚×𝑝,  令𝐻1 = (𝑍⊤ 𝑍)−1/2𝑍⊤，它是行正交

的，即𝐻1𝐻1
⊤ = 𝐼𝑝。补全𝐻1成正交矩阵

𝐻 =
𝐻1
𝐻2

=
(𝑍⊤𝑍)−1/2𝑍⊤

𝐻2
,

由 0 = 𝐻2𝐻1
⊤ = 𝐻2 𝑍(𝑍

⊤𝑍)−1/2 ⇒ 𝐻2𝑍 = 0. 则𝐻𝑍 = (𝑍⊤𝑍)1/2

0
，则

𝑓 𝑍 = 𝑓 𝐻𝑍 = 𝑓 (𝑍⊤𝑍)1/2

0
≜ ℎ(𝑍⊤𝑍)。
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𝐳1, … , 𝐳𝑚 iid ~𝑁𝑝(𝟎, Σ), 𝐳’s转置后罗列成“列向量”

𝑍 =
𝐳1
⊤

⋮
𝐳𝑚
⊤

𝑍的概率密度即 𝐳1, … , 𝐳𝑛的联合概率密度

𝑝𝑍 𝑍 = 𝑝 𝐳1, … , 𝐳𝑚 = 𝐶exp −
1

2
𝑡𝑟(Σ−1𝑍⊤𝑍)

仅依赖于𝑍⊤𝑍，是球对称的, 即对∀ 𝐻 ∈ 𝒪 𝑚 ，

𝐻𝑍 = 𝑍, 𝑝𝑍 𝐻𝑍 = 𝑝𝑍(𝑍)，

即Z的分布不依赖于正交坐标系的特定选取。

𝑁𝑝(𝟎, Σ)

样本的球
对称性

虽然𝑍行内分量不独立，但按列来看

𝑍 = 𝐳(1), … , 𝐳(𝑝)

每个列向量在 𝑅𝑚中都是球对称的：

𝐳(𝑗)~𝑁𝑚 𝟎, 𝜎𝑗𝑗𝐼𝑚 ,

列向量之间的相关结构也具有球对称性：

cov(𝐳(𝑗),𝐳(𝑘)) = 𝜎𝑗𝑘𝐼𝑚

Σ = 𝜎𝑖𝑗

𝑑
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模仿第2-3讲，我们可以考虑一般的球对称分布𝑚 × 𝑝矩阵 𝑍：

𝐻𝑍 = 𝑍，𝐻 ∈ 𝒪(𝑚)正交

𝑍的概率密度仅依赖于𝑍⊤𝑍 (未必正态)：

𝑝𝑍 𝑍 = ℎ(𝑊)，𝑊 = 𝑍⊤𝑍

与Wishart分布的求解完全相同（P2）:

𝑝𝑍 𝑍 𝑑𝑍 = ℎ 𝑊 𝐽 𝑊 𝑑𝑊 𝑑𝑈 = 𝑝 𝑊 𝑑𝑊 ×
1

|𝑉𝑚,𝑝|
𝑑𝑈

则我们得到𝑈~𝑈 𝑉𝑚,𝑝 ，𝑈 ⫫ 𝑊, 𝑊 = 𝑍⊤𝑍的概率密度

𝑝 𝑊 = |𝑉𝑚,𝑝|𝐽 𝑊 ℎ 𝑊 =
𝜋𝑚𝑝/2

Γ𝑝(
𝑚

2
)
ℎ 𝑊 |𝑊|(𝑚−𝑝−1)/2

反之，𝑊 = 𝑍⊤𝑍的密度𝑝 𝑊 唯一决定了球对称分布：由
ℎ 𝑊 = 𝑝 𝑊 /|𝑉𝑚,𝑝|𝐽 𝑊 ，可得𝑚 × 𝑝随机矩阵𝑍的分布

𝑝𝑍 𝑍 =
𝑝 𝑍⊤𝑍

|𝑉𝑚,𝑝|𝐽 𝑍⊤𝑍

一般球
对称矩
阵分布

𝑑

如果𝑍球对称，且各行独立，则各行服从𝑁𝑝 𝟎, Σ ,这是多元版

本的 Mawell-Herschel （MH）定理

𝑍 = 𝑈𝑊1/2, 𝑊 = 𝑍⊤𝑍, 𝑈 = 𝑍𝑊−1/2, 𝑈⊤𝑈 = 𝐼𝑝
𝐽 𝑍 → 𝑊,𝑈 = 𝐽 𝑊 = 2−𝑝|𝑊|(𝑚−𝑝−1)/2
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多元MH

定理

命题2(多元MH). 假设𝐳1, … , 𝐳𝑚 ∈ 𝑅𝑝 独立，𝑍 = (𝐳1, … , 𝐳𝑚)
⊤, 若

𝑚 × 𝑝矩阵𝑍服从球对称分布，则𝐳1, … , 𝐳𝑚 iid ~𝑁𝑝(𝟎, Σ)。

证明：对任何常向量 𝐭 ∈ 𝑅𝑝, 𝑍𝐭 ∈ 𝑅𝑚球对称分布且分量独立，由
MH定理，𝐳𝑖

⊤𝐭服从一元正态分布，则𝐳𝑚服从多元正态𝑁𝑝(𝟎, Σ)。

一元Herschel-Maxwell Theorem （HM）：
假设随机变量𝑧1, … , 𝑧𝑚独立，若𝑚 × 1随机向量𝐳 = (𝑧1, … , 𝑧𝑚)

⊤

服从球对称分布，则𝑧1, … , 𝑧𝑚 iid ~𝑁(0, 𝜎2)。

Mukherjee(2017)证明大概：

取𝛏~𝑁𝑚(𝟎, 𝐼𝑚)是球对称的。𝐳服从球对称分布⇒

𝐳

𝐳
=

𝛏

𝛏
~𝑈 𝑆𝑚−1 ⇒

𝑧1

𝐳 / 𝑚
=

𝜉1

𝛏 / 𝑚
,

由大数定律，𝑚 → ∞时，
𝛏

𝑚
= (𝜉1

𝟐 +⋯+ 𝜉𝑚
𝟐 )/𝑚 → 𝐸 𝜉1

𝟐 = 1,  

𝐳 / 𝑚 → 𝐸 𝑧1
𝟐 ≜ σ ⇒ 𝑧1/ σ = 𝜉1~𝑁(0,1). 

𝑑 𝑑

𝑑

S. Mukherjee (2017) A Proof of the Herschel-Maxwell Theorem Using the 

Strong Law of Large Numbers. Pi Mu Epsilon Journal. Vol 14(6). 

该文花了较大篇幅处理上述证明的漏洞。



7

Pi Mu Epsilon Journal，蛙鸣：面向大学生的期刊。

课程中有些问题可以进一步思考ΠΜΕ：

• 多元MH定理（我们自己的命名）在物理学中的应用？

• 矩阵球对称分布在文献中是否有过足够讨论？

• 简单（直观）地证明矩阵的极分解变换𝑍 = 𝑈𝑊1/2, 𝑊 = 𝑍⊤𝑍, 𝑈 =

𝑍𝑊−1/2 的雅可比 𝐽(𝑍 → 𝑈,𝑊)仅与|𝑊|有关。

• 推广的阿基米德定理（我们自己的命名）的几何意义或应用？

• 𝑉𝑚,𝑝 = {𝑈 ∈ 𝑅𝑚×𝑝: 𝑈⊤𝑈 = 𝐼𝑝}上的均匀分布 𝑈 𝑉𝑚,𝑝 的边际分布？比如第

一列、第一行的分布？藉此考察Stiefel流形的几何性质。

• 𝑍 =
∗
⋮
∗

的第𝑖个*分量/位置代表第𝑖个样本。*位置如果放置矩阵，即矩阵

样本数据，所有的样本构成一个tensor张量Z。张量的球对称性？

vector matrix tensor

𝑍=
∗
⋮
∗

各”行”独立同分布
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., 了取任何示性函数就足够对于通常的随机变量， gf

)()(,  )2(

).()()()(,(,      

(,  )1(

)13.2n Propositio,27,2009,Brenner&Bilodeau(1

yEfxEffyx

yEgxEfygxEfgfyx

yx

P

d





对任何可测函数

，可积）函数对任何可测独立

数学对象），我们有

的随机随机矩阵甚至其它复杂随机变量、随机向量、是随机元假设

参见引理

首先介绍几个有关判定独立、条件独立、等分布的引理。

几个引理

.|)(|)(

|   .2

vuvuvv

vuvu

d

 有关，则的某个函数与

的条件分布仅是两个随机变量，若，引理

将条件期望看作投影，条件分布也是条件期望，条件分布𝑃(𝑢|𝑣)可看作
是𝑢在𝑣空间上的投影，若 𝑃(𝑢|𝑣)恰好落在𝑣的子空间𝜑(𝑣)上，则𝑃 𝑢 𝑣
可看成是𝑢直接在𝜑(𝑣)上的投影，即𝑃 𝑢 𝑣 = 𝑃 𝑢 𝜑 𝑣 .
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tower/
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d

















，这说明所以

，左端

性质，由条件期望的平滑性质

有关，记作仅与有关，所以

的条件分布仅与时，，因为给定的函数对任何给定的的证明：引理

引理3. 若 𝑥 ⫫ 𝑦 | 𝑧,  且𝑥 ⫫ 𝑧，则 𝑥 ⫫ 𝑦

形式化证明（𝑃表示概率或密度）：

𝑃 𝑥, 𝑦 = 𝑃׬ 𝑥, 𝑦|𝑧 𝑃 𝑧 𝑑𝑧 = 𝑃׬ 𝑥|𝑧 𝑃 𝑦|𝑧 𝑃 𝑧 𝑑𝑧

= න𝑃 𝑥 𝑃 𝑦|𝑧 𝑃 𝑧 d𝑧 = 𝑃 𝑥 න𝑃 𝑦|𝑧 𝑃 𝑧 𝑑𝑧 = 𝑃 𝑥 𝑃 𝑦

𝑥 𝑦

𝑧
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引理3的证明：任取𝑓, 𝑔。由𝑥 ⫫ 𝑧 ⇒ 𝐸 𝑓 𝑥 𝑧 = 𝐸𝑓(𝑥)

由𝑥 ⫫ 𝑦 | 𝑧 ⇒ 𝐸(𝑓 𝑥 𝑔 𝑦 |𝑧) = 𝐸(𝑓 𝑥 |𝑧) × 𝐸(𝑔 𝑦 |𝑧)。

所以𝐸𝑓 𝑥 𝑔 𝑦 = 𝐸 𝐸𝑓 𝑥 𝑔 𝑦 𝑧 = 𝐸 𝐸𝑓 𝑥 𝑧 [𝐸𝑔(𝑦)|𝑧]

= 𝐸 𝐸𝑓(𝑥) [𝐸𝑔(𝑦)|𝑧] = 𝐸𝑓 𝑥 𝐸 𝐸𝑔(𝑦)|𝑧 = 𝐸𝑓 𝑥 𝐸𝑔 𝑦 ⇒ 𝑥 ⫫ 𝑦.

2
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
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
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
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
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T 个分量组成的的前，故

使得交矩阵的对称幂等阵，存在正是秩为证明：因为

引理4. 假设 𝐱~𝑁𝑚 0, 𝐼𝑚 ，𝑃是秩为𝑟的𝑚 ×𝑚投影矩阵(对称幂等
矩阵)，则𝐱⊤𝑃𝐱~𝜒𝑟

2，𝐱⊤ 𝐼𝑚 − 𝑃 𝐱~𝜒𝑚−𝑟
2 , 两者独立

该结果在线性回归分析中已有介绍和广泛应用，它是Cochran
定理的特殊情况（见后面定理2）
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例子：求解𝑊2(𝑚, 𝐼2)的概率密度

从多元正态𝑁𝑝(𝟎, Σ)样本出发，基于矩阵微分形式，我们求得了

Wishart分布的概率密度，但推导过程不完整(也不要求掌握)。下面
使用基本概率论方法求解最简单的Wishart分布𝑊2(𝑚, 𝐼2)的概率密度。

假设𝑊 = 𝑍⊤𝑍,其中 𝑍 = (𝐳1, … , 𝐳𝑚 )⊤, 𝐳1, … , 𝐳𝑚 𝑖𝑖𝑑~𝑁2 0, 𝐼2 ,记
𝑍的两列 𝑍 = 𝐱, 𝐲 , 𝐱, 𝐲 𝑖𝑖𝑑~𝑁𝑚 0, 𝐼𝑚 ,

𝑊 =
𝑤11 𝑤12

𝑤21 𝑤22
= 𝑍⊤𝑍 =

𝐱⊤𝐱 𝐱⊤𝐲

𝐱⊤𝐲 𝐲⊤𝐲
,

我们已知𝑤11, 𝑤22 𝑖𝑖𝑑 ~𝜒𝑚
2 , 但𝑤12与它们不独立。为了求解它们的联

合分布，我们使用（1）变量变换（2）Schmidt正交化。

例1. 证明𝑊 =
𝑤11 𝑤12

𝑤21 𝑤22
~𝑊2 𝑚, 𝐼2 的概率密度为

𝑝 𝑊 = 𝑝 𝑤12, 𝑤11, 𝑤22 = 𝑐𝑚𝑒
−(𝑤11+𝑤22)/2(𝑤11𝑤22 −𝑤12

2 )(𝑚−3)/2,

即𝑝 𝑊 = 𝑐𝑚|𝑊|(𝑚−3)/2𝑒−𝑡𝑟 𝑊 /2, 其中𝑐𝑚 = 2𝑚 𝜋Γ(
𝑚

2
)Γ(

𝑚−1

2
)

−1
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令 𝑟 = 𝑤12/ 𝑤11𝑤22 = 𝐱⊤𝐲/ 𝐱 𝐲 = 𝐮⊤𝐯 = 𝑢1, 𝐮, 𝐯 𝑖𝑖𝑑 ~𝑈(𝑆
𝑚−1)

𝑟⫫{𝑤11, 𝑤22}，所以𝑟, 𝑤11, 𝑤22的联合概率密度容易得到：

𝑝 𝑟, 𝑤11, 𝑤22 = 𝑝0 𝑟 𝑝11(𝑤11)𝑝22(𝑤22)

其中

𝑝11 𝑤11 =
1

2𝑚/2Γ(𝑚/2)
𝑤11
𝑚/2−1

𝑒−𝑤11/2

𝑝22 𝑤22 =
1

2𝑚/2Γ(𝑚/2)
𝑤22
𝑚/2−1

𝑒−𝑤22/2

𝑝0 𝑟 =
Γ(𝑚/2)

𝜋1/2Γ((𝑚−1)/2)
(1 − 𝑟2)(𝑚−3)/2

第一讲推论1

𝜒𝑚
2

𝑈(𝑆𝑛−1)的一元边际

𝜒𝑚
2

然后转换到𝑤12, 𝑤11, 𝑤22的分布：

𝑝 𝑤12, 𝑤11, 𝑤22

= 𝑝0 𝑟 𝑝11(𝑤11)𝑝22(𝑤22)
1

𝑤11𝑤22

𝐽 𝑟, 𝑤11, 𝑤22 → 𝑤12, 𝑤11, 𝑤22

= 1/ 𝑤11𝑤22

证明1(变
量变换)

= 𝑐𝑚𝑒
−(𝑤11+𝑤22)/2𝑤11

𝑚/2−1
𝑤22
𝑚/2−1

(1 − (𝑤12/ 𝑤11𝑤22)
2)(𝑚−3)/2 1

𝑤11𝑤22

= 𝑐𝑚𝑒
−(𝑤11+𝑤22)/2(𝑤11𝑤22 − 𝑤12

2 )(𝑚−3)/2

𝑑
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注解：证明1的变量变换不太显然，我们从联合分布更常规的条件概率求解
方法角度解释一下证明1:

• 𝑝 𝑤12, 𝑤11, 𝑤22 = 𝑝 𝑤12|𝑤11, 𝑤22 𝑝 𝑤11, 𝑤22 ,

只需求𝑝 𝑤12|𝑤11, 𝑤22 . 注意

𝑤12 = 𝐱⊤𝐲 = 𝐱 𝐲
𝐱

𝐱

⊤ 𝐲

𝐲
≜ 𝑤11𝑤22𝐮

⊤𝐯 = 𝑤11𝑤22𝑢1

其中𝐮, 𝐯 iid~𝑈(𝑆𝑚−1) ⫫ 𝑤11, 𝑤22, 故给定𝑤11, 𝑤22时，

𝑝 𝑤12|𝑤11, 𝑤22 = 𝑝0 𝑤12/ 𝑤11𝑤22 ×
1

𝑤11𝑤22

𝑝0如上页。这实际上等同于证明1。

• 我们也可以尝试求𝑝 𝑤12|𝑤22 或𝑝 𝑤12|𝑤11 。

首先考虑𝑤12| 𝐲 = 𝐱⊤𝐲| 𝐲~𝑁 0, 𝐲⊤𝐲 = 𝑁 0, 𝑤22 ,由引理2，

𝑤12|𝑤22~𝑁 0,𝑤22 ，同样，𝑤12|𝑤11~𝑁(0, 𝑤11)。但这些分布不足

以完全确定𝑝 𝑤12, 𝑤11, 𝑤22 。𝑤12与𝑤11、𝑤22都有关，我们下面变换

（投影）𝑤11 → 𝑤11⦁2 ，使得变换后的𝑤11⦁2与𝑤12，𝑤22都独立，从而

𝑝 𝑤12, 𝑤11, 𝑤22 = 𝑝 𝑤11⦁2, 𝑤12, 𝑤22 = 𝑝 𝑤11⦁2 𝑝 𝑤12, 𝑤22

𝑑
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令𝑤11⦁2 ≜ 𝑤11 − 𝑤12𝑤12
−1𝑤21,则

𝑤11⦁2 = 𝐱⊤𝐱 − 𝐱⊤𝐲(𝐲⊤𝐲)−1𝐲⊤𝐱 = 𝐱⊤ 𝐼𝑚 − 𝑃𝐲 𝐱

所以𝑤11⦁2 𝐲 = 𝐱⊤ 𝐼𝑚 − 𝑃𝐲 𝐱 𝐲~𝜒𝑚−1
2 该分布与𝐲无关，故

𝑤11⦁2 ⫫ 𝐲 ⇒ 𝑤11⦁2 ⫫ 𝑤22，且𝑤11⦁2~𝜒𝑚−1
2

因为 𝐼𝑚 − 𝑃𝐲 𝐲 = 0, 𝐱~𝑁𝑚 0, 𝐼𝑚 ,以及𝐱 ⫫ 𝐲，所以在𝐲给定时，

𝑤12 = 𝐲⊤𝐱与 𝐼𝑚 − 𝑃𝐲 𝐱条件独立，进而与𝑤11⦁2 = 𝐱⊤ 𝐼𝑚 − 𝑃𝐲 𝐱条

件独立：𝑤11⦁2 ⫫ 𝑤12 |𝐲，但因𝑤11⦁2 ⫫ 𝐲，由引理2，𝑤11⦁2 ⫫ 𝑤12。

至此，我们证明了𝑤11⦁2 ⫫ {𝑤22, 𝑤12}

另外，𝑤12|𝐲 = 𝐲⊤𝐱 |𝐲~𝑁𝑚(𝟎, 𝐲
⊤𝐲) = 𝑁𝑚(𝟎, 𝑤22),该条件分布仅与

𝑤22有关，故𝑤12|𝑤22~𝑁𝑚 𝟎,𝑤22 .所以

𝑝 𝑤12, 𝑤11, 𝑤22 = 𝑝 𝑤12, 𝑤11⦁2, 𝑤22 = 𝑝 𝑤11⦁2 𝑝 𝑤12, 𝑤22

= 𝑝 𝑤11⦁2 𝑝 𝑤12|𝑤22 𝑝 𝑤22 = ⋯

证明2 
(正交化)

（参见下页直观解释）
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𝐱

𝐲

𝐱⊥

𝐱 = 𝐱⊥ + ො𝐱, ො𝐱 = 𝑃𝐲𝐱

𝑤11

𝑤22

𝑤11⦁2

ො𝐱

直观解释 𝑤11⦁2 ⫫ {𝑤12,𝑤22}:

记ො𝐱 = 𝑃𝐲𝐱为𝐱在𝐲方向的投影，𝐱⊥ = 𝐱 − ො𝐱 ⊥ 𝐲，则

 𝑤11⦁2 = 𝐱⊥ 2仅与图中竖轴方向（𝐱⊥方向）有关；

 而𝑤12 = 𝐱⊤𝐲 = ො𝐱⊤𝐲 ,  𝑤22 = 𝐲⊤𝐲仅与图中横轴方向（𝐲方向）有关，

因为𝐱⊥ ⊥ {ො𝐱, 𝐲},且都是正态分布 ⇒ 𝐱⊥ ⫫ {ො𝐱, 𝐲}

⇒ 𝑤11⦁2 ⫫ {𝑤12 , 𝑤22}

一般阶数的 𝑊𝑝(𝑚, 𝐼𝑝) 的概率密度求解与𝑊2(𝑚, 𝐼2)类似，但需
要应用Wishart分布的一些性质，主要是Cochran定理。
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