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第十讲多元线性模型

数据矩阵：横向排，竖向看
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敛于卡方。原假设下它们都分布收

，检验也具有渐近最优性、以及渐近等价的似然比检验

然估计是渐近最优的，出，基于似然的极大似数理统计的似然理论指
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的极大似然估计。为原假设下的的极大似然估计，为其中
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似然比检验统计量原假设
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多正态总体的均值相同性检验：MANOVA

多正态
问题

假设𝑔个方差矩阵相同总体单均值可能不同的正态总体:

𝐱11, …, 𝐱1𝑛1 𝑖𝑖𝑑 ~𝑁𝑝 𝝁1, Σ ,样本均值和样本方差ത𝐱1, 𝑆1
…

𝐱𝑔1, …, 𝐱𝒈𝑛𝑔 𝑖𝑖𝑑 ~𝑁𝑝 𝝁𝑔, Σ ,样本均值和样本方差ത𝐱g, 𝑆𝑔

考虑零假设𝐻0: 𝝁1 = ⋯ = 𝝁𝑔

总样本量：𝑛 = 𝑛1 +⋯+ 𝑛𝑔

组内平均：ത𝐱𝑘 =
1

𝑛𝑘
σ𝑖=1
𝑛𝑘 𝐱𝑘𝑖

组内方差: 𝑆𝑘=
1

(𝑛𝑘−1)
σ𝑖=1
𝑛𝑘 (𝐱𝑘𝑖 − ത𝐱)(𝐱𝑘𝑖 − ത𝐱)⊤

总平均：ത𝐱 =
1

𝑛
σ𝑘=1
𝑔 σ𝑖=1

𝑛𝑘 𝐱𝑘𝑖 =
1

𝑛
σ𝑖=1
𝑛𝑘 𝑛𝑘 ത𝐱𝑘

总方差：𝑆 =
1

(𝑛−1)
σ𝑘=1
𝑔 σ𝑖=1

𝑛𝑘 (𝐱𝑘𝑖 − ത𝐱)(𝐱𝑘𝑖 − ത𝐱)⊤ =
1

(𝑛−1)
σ𝑘=1
𝑔

(𝑛𝑘 − 1)𝑆𝑘

总“平方和”：𝑇 = 𝑛 − 1 𝑆 = σ𝑘=1
𝑔 σ𝑖=1

𝑛𝑘 (𝐱𝑘𝑖 − ത𝐱)(𝐱𝑘𝑖 − ത𝐱)⊤ .
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分解总“平方和”：

其中

• 𝐵 为组间“平方和”（Between-group），代表各组之间的差异；

• 𝑊为组内“平方和”（Within-group），代表组内的变差。

𝑇 = 𝑛 − 1 𝑆 = σ𝑘=1
𝑔 σ

𝑖=1
𝑛𝑘 (𝐱𝑘𝑖 − ത𝐱) (𝐱𝑘𝑖 − ത𝐱)⊤

= σ𝑘=1
𝑔 σ𝑖=1

𝑛𝑘 (ത𝐱𝑘 − ത𝐱 + 𝐱𝑘𝑖 − ത𝐱𝑘) (ത𝐱𝑘 − ത𝐱 + 𝐱𝑘𝑖 − ത𝐱𝑘)
⊤

= σ𝑘=1
𝑔 σ𝑖=1

𝑛𝑘 (ത𝐱𝑘 − ത𝐱) (ത𝐱𝑘 − ത𝐱)⊤+σ𝑘=1
𝑔 σ𝑖=1

𝑛𝑘 (𝐱𝑘𝑖 − ത𝐱𝑘) (𝐱𝑘𝑖 − ത𝐱𝑘)
⊤

≜ 𝐵 +𝑊

平方和
分解

𝐻0 的检验统计量基于 𝐵相对于𝑊的大小。

• 当 𝑝 = 1时，𝐹 =
𝐵/𝑔

𝑊/(𝑛−𝑔)
是一元anova的F检验统计量。

• 当 𝑝 > 1时，𝐵,𝑊都是𝑝 × 𝑝矩阵，此时检验统计量有多种构
建方法，但都与矩阵𝐵𝑊−1的某个数字特征，比如行列式、
trace有关，比如Wilks’ lambda

Λ∗ = 𝑊 /|𝑊 + 𝐵|

 -1
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分布。矩阵，会得到多元拓展到多个独立的

。分布服从多元

分布，服从独立的值相同），原假设成立时（各组均
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分布：的行列式的分布称为是方阵，

分布服从多元

独立，若

检验。其近似逼近，即从似然比检验出发求出该分布非常复杂。下面 Wilks
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One-way 
MANOVA：
Wilks’检验

水平下否定原假设。）时，在（时：当且当
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例2 (例6.10， Johnson and Wichern p233). 威斯康星州卫生和社会服务部需要给
养老院（nursing home）提供补贴, 补贴多少依据护理等级、护理成本或职工工

资水平等。养老院分私营、非盈利经营和国企等三种所有权形式。我们希望了
解养老院的运行成本是否与所有权形式有关，共统计了 𝑝 = 4种人力成本（护
理、膳食、设备运行和维护、清洁维护）。各组数据的均值方法如下：

10
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由上页数据计算得到总平均ത𝐱，组间和组内“平方和”𝐵,𝑊:
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单总体
(𝑔 = 1)

两总体
(𝑔 = 2)

多总体
(𝑔 > 2) 𝑔 = ∞

统计量 𝑇2 = 𝑛ത𝐱⊤𝑆−1ത𝐱 𝑇2 =
𝑛1𝑛2

𝑛1 + 𝑛2
(ത𝐱1 − ത𝐱2)

⊤𝑆−1 ത𝐱1 − ത𝐱2 −𝑛log
|𝑊|

𝑊+ 𝐵

零分布 𝑛−1 𝑝

𝑛−𝑝
𝐹𝑝,𝑛−𝑝

𝑛 − 2 𝑝

𝑛 − 𝑝 − 1
𝐹𝑝,𝑛−𝑝−1

𝜒 𝑔−1 𝑝
2

多元
(𝑝 > 1)

Hotelling 𝑇2检验
（F检验）

Hotelling 𝑇2检验
（F检验）

MANOVA
（卡方检验）

多元线性模型
（卡方检验）

一元
(𝑝 = 1)

𝑡检验 𝑡检验 ANOVA
（F检验）

一元线性模型
（F检验）

𝑔个总体：𝐱𝑘1, … , 𝐱𝑘𝑛𝑘~𝑁𝑝 𝛍𝑘 , Σ , 𝑘 = 1,… , 𝑔;

零假设：𝐻0: 𝛍1 = ⋯ = 𝛍𝑔

精确检验(𝑔 ≤ 2) 近似检验(𝑔 > 2)

总结：正态均值检验

以上所有检验都只与协方差矩阵有关
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 多元线性模型将多元响应变量与自变量以线性形式联系起来.
 多元线性模型的标准解法是最小二乘法。
 MANOVA（包括Hotelling 𝑇2检验)是多元线性模型的特殊情形。

 通常多元线性模型可以转化为每个响应与自变量的一元线性回归问题。

多元线性回归模型

例3.  同一研究对象有3个相关的响应(response) 𝐲 =

𝑦1
𝑦2
𝑦3

，比如血

压、脉搏、心率，假设这些响应与自变量𝑥满足一元线性模型：

𝑦𝑘 = 𝑎𝑘 + 𝑏𝑘𝑥 + 𝜀𝑘 , 𝜀𝑘 ~ 0, 𝜎𝑘
2 ， 𝑘 = 1,2,3

3个模型合在一起即是多元线性回归模型：

𝐲 =

𝑦1
𝑦2
𝑦3

=

𝑎1 + 𝑏1𝑥 + 𝜀1
𝑎2 + 𝑏2𝑥 + 𝜀2
𝑎3 + 𝑏3𝑥 + 𝜀3

=

𝑎1 𝑏1
𝑎2 𝑏2
𝑎3 𝑏3

1
𝑥

+

𝜀1
𝜀2
𝜀3

≜ 𝐵⊤𝐱 + 𝛆, 𝐵 =
𝑎1 𝑎2 𝑎3
𝑏1 𝑏2 𝑏3

其中𝛆 = (𝜀1, 𝜀2 , 𝜀3 )
⊤, 假设 var 𝛆 = Σ (Σ非对角,三个响应相关)。

多元线性回归模型的一个难点在于理解模型公式的含义
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例4.  假设𝑥是二值变量, 𝑥 = 0或1，代表两组，假设𝑞 × 1

响应𝐲在两组分别服从多元正态

𝐲|𝑥=0 ~𝑁𝑞(𝝁0, Σ),    𝐲|𝑥=1 ~𝑁𝑞(𝝁1, Σ),

⇔ 𝐲 = 𝝁0 + 𝝁1 − 𝝁0 𝑥 + 𝛆,  𝛆~𝑁𝑞(𝟎, Σ),

⇔ 𝐲 = 𝐚 + 𝐛𝑥 + 𝛆 = (𝐚, 𝐛)
1
𝑥

+ 𝛆 ≜ 𝐵⊤𝐱 + 𝛆,  

𝐚 = 𝝁0， 𝐛 = 𝝁1 − 𝝁0

𝐵⊤ = 𝐚, 𝐛 , 𝐱 =
1
𝑥

多个自变量情形： 𝐱 = (𝑥1, 𝑥𝟐,…, 𝑥𝑝)
⊤ 维数为𝑝, 𝑥1 = 1

𝐲𝑞×1 = 𝐵⊤𝐱𝑝×1 + 𝛆𝑞×1 = 𝛃1𝑥1 +⋯+ 𝛃𝑝𝑥𝑝 + 𝛆， 𝛆~ (𝟎, Σ)

称为多重（自变量）多元（响应）线性回归模型(𝐵⊤: 𝑞 × 𝑝)。

Multiple Multivariate

一般地， 𝑥未必二值，误差未必正态，

𝐲𝑞×1 = 𝐵⊤𝐱2×1 + 𝛆𝑞×1 = 𝐚𝑞×1 + 𝐛𝑞×1𝑥 + 𝛆𝑞×1， 𝛆~ (𝟎, Σ)

称为简单线性回归模型(𝐵⊤: 𝑞 × 2)。
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假设响应为𝑞 × 1向量𝐲，自变量𝐱 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑝)
⊤, 𝑥1 = 1

𝐲𝑞×1 = 𝐵⊤𝐱𝑝×1 + 𝛆𝑞×1 = 𝛃1𝑥1 +⋯+ 𝛃𝑝𝑥𝑝 + 𝛆, 𝛆~ 𝟎, Σ , 𝛆⫫𝐱

其中𝐵 = 𝛽𝑖𝑗 = (𝛃1, … , 𝛃𝑝)
⊤ = 𝛃 1 , … , 𝛃 𝑞 是𝑝 × 𝑞回归系数矩

阵， 𝛽𝒊𝒋为𝑥𝑖 对𝑦𝑗的效应。当𝑞 = 1时，即一元的线性回归模型。

多元线性
回归模型
(总体版本)

各个响应关于𝐱都服从一元线性回归模型：

𝐲 =

𝑦1
⋮
𝑦𝑞

=

𝛃(1)
⊤ 𝐱

⋮
𝛃(𝑞)
⊤ 𝐱

+

𝜀1
⋮
𝜀𝑞

⇔ 𝑦𝑗 = 𝛃(𝑗)
⊤ 𝐱 + 𝜀𝑗 , 𝑗 = 1, … , 𝑞.

𝛃 𝑗 为第𝑗个响应的所有回归系数

上述模型满足Gauss-Markov假设：

 回归函数线性：𝐸 𝐲 𝐱 = 𝐵⊤𝐱

 方差齐性： var 𝐲 𝐱 = Σ，与𝐱无关

 外生性：𝛆= 𝐲 − 𝐵⊤𝐱 ⫫ 𝐱
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数据𝐲𝑖 , 𝐱𝑖 , 𝑖 = 1, … , 𝑛满足多元线性回归模型：

𝐲𝑖 = 𝐵⊤𝐱𝑖 + 𝛆𝑖 , 𝛆𝑖 , 𝑖 = 1, … , 𝑛 𝑖𝑖𝑑~ 𝟎, Σ

逐行排列： 𝑌𝑛×𝑞 =
𝐲1
⊤

⋮
𝐲𝑛
⊤

, 𝑋𝑛×𝑝 =
𝐱1
⊤

⋮
𝐱𝑛
⊤

, ℰ =
𝛆1
⊤

⋮
𝛆𝑛
⊤

则我们有多元线性回归模型

𝑌𝑛×𝑞 = 𝑋𝑛×𝑝𝐵𝑝×𝑞 + ℰ𝑛×𝑞, ℰ的各行iid~ 𝟎, Σ , Σ = 𝜎𝑖𝑗

多元线性
回归模型
(样本版本)

记𝑌, 𝐵, ℰ的第𝑘列为 𝐲(𝑘)，𝛃(𝑘)，𝛆(𝑘)，即

𝑌 = 𝐲 1 , … , 𝐲 𝑞 , 𝐵 = 𝛃 1 , … , 𝛃 𝑞 , ℰ = (𝛆 1 , … , 𝛆(𝑞)),

第𝑘个响应的一元模型：

𝐲(𝑘) = 𝑋𝛃(𝑘) + 𝛆(𝑘), 𝛆(𝑘)~𝑁𝑛 𝟎, 𝜎𝑘𝑘𝐼𝑛 , 𝑘 = 1,… . , 𝑞

为了拟合𝑞元模型，我们通常对每一个响应拟合一元模型。

𝑞元模型:
𝑞个一元
模型

𝑌 = 𝑋𝐵 + ℰ：横向排（行内相关），竖向看（列内球对称）
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最小二乘法

对任何矩阵𝐴, 𝐵 ∈ 𝑅𝑛×𝑞,定义内积
𝐴, 𝐵 = 𝑡𝑟 𝐴⊤𝐵 = σ𝑖,𝑗 𝑎𝑖𝑗𝑏𝑖𝑗

矩阵𝐴的Frobenius/欧氏模

𝐴 = 𝐴, 𝐴 = 𝑡𝑟 𝐴⊤𝐴 = σ𝑖,𝑗 𝑎𝑖𝑗
2

Frobenius模

多元线性模型𝑌 = 𝑋𝐵 + ℰ，ℰ的各行iid~ 𝟎, Σ ,ℰ ⫫ 𝑋.极小化误
差平方和

ℰ 2 = 𝑌 − 𝑋𝐵 2 = 𝑡𝑟 𝑌 − 𝑋𝐵 ⊤(𝑌 − 𝑋𝐵)

得到的最优解称为为LS估计。

最小二乘

命题1.  假设𝑋列满秩，最小二乘估计 ෠𝐵 = (𝑋⊤𝑋)−1𝑋⊤𝑌。

定义.   拟合值：𝑋 ෠𝐵，残差：𝑌 − 𝑋 ෠𝐵。Σ的LS估计定义为

෠Σ =
1

𝑛 − 𝑝
(𝑌 − 𝑋 ෠𝐵)⊤ 𝑌 − 𝑋 ෠𝐵 =

1

𝑛 − 𝑝
𝑌⊤ 𝐼𝑛 − 𝑃𝑋 𝑌.
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证明1：目标函数

𝑓 𝐵 = 𝑡𝑟 𝑌 − 𝑋𝐵 ⊤(𝑌 − 𝑋𝐵)

= 𝑡𝑟 𝑌⊤𝑌 − 2𝑡𝑟 𝑌⊤𝑋𝐵 + 𝑡𝑟(𝐵⊤𝑋⊤𝑋𝐵)

令
𝜕𝑓(𝐵)

𝜕𝐵
= 2𝑋⊤𝑋𝐵 − 2𝑋⊤𝑌 = 0,  得正则方程

𝑋⊤𝑋𝐵 = 𝑋⊤ 𝑌

⇒ 𝐿𝑆估计 ෠𝐵 = (𝑋⊤𝑋)−1𝑋⊤𝑌。

求导
方法

证明2：多元线性模型的最小二乘问题：

min
𝐵∈𝑅𝑝×𝑞

𝑌 − 𝑋𝐵 2 = min
𝑈=𝑋𝐵 ∈𝐶(𝑋)

𝑌 − 𝑈 2

最优的𝑈 = 𝑋𝐵为𝑌在𝑋的列向量张成的空间 𝐶(𝑋)上的投影：

෠𝑌 = 𝑃𝑋𝑌 = 𝑋(𝑋⊤𝑋)−1𝑋⊤𝑌 = 𝑋 ෠𝐵，

𝑋的系数即𝐿𝑆估计 ෠𝐵 = (𝑋⊤𝑋)−1𝑋⊤𝑌。

投影
方法

𝜕𝑡𝑟 𝑌⊤𝑋𝐵

𝜕𝐵
= 𝑋⊤𝑌

𝜕𝑡𝑟(𝐵⊤𝑋⊤𝑋𝐵)

𝜕𝐵
= 2𝑋⊤𝑋 𝐵
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注：因为矩阵𝑌的投影𝑃𝑋𝑌等于其各列分别投影

෠𝑌 = 𝑃𝑋𝑌 = 𝑃𝑋𝐲 1 , … , 𝑃𝑋𝐲 𝑞 = ො𝐲 1 , … , ො𝐲 𝑞

所以多元线性模型的最小二乘等价于𝑞个响应分别对𝑋回归：

𝐲 𝑗 ~𝑋 ⇒ ො𝐲 𝑗 = 𝑋෡𝛃 𝑗 , ෡𝛃 𝑗 = (𝑋⊤𝑋)−1𝑋⊤𝐲 𝑗

所有回归系数的LS估计
෠𝐵 = ෡𝛃 1 , … , ෡𝛃 𝑞 = (𝑋⊤𝑋) −1𝑋⊤ 𝐲 1 , … , 𝐲 𝑞 = (𝑋⊤𝑋)−1𝑋⊤𝑌

证明3： 𝑌 = 𝐲 1 , … , 𝐲 𝑞 ，𝐵 = 𝛃 1 , … , 𝛃 𝑞 ，ℰ = 𝛆 1 , … , 𝛆 𝑞 ，

对于第𝑘个响应，有一元线性模型：

𝐲(𝑘) = 𝑋𝛃(𝑘) + 𝛆(𝑘), 𝛆(𝑘)~𝑁𝑛 𝟎, 𝜎𝑘𝑘𝐼𝑛 , 𝑘 = 1,… . , 𝑞

𝐸 2 = 𝑌 − 𝑋𝐵 2 = σ 𝑘=1
𝑞

𝛆(𝑘)
2
= σ 𝑘=1

𝑞
𝐲(𝑘) − 𝑋𝛃(𝑘)

2
,

min 𝐸 2 ⇔min 𝐲(𝑘) − 𝑋𝛃(𝑘)
2
, 𝑘 = 1,… , 𝑞

⇒ ො𝐲 1 = 𝑋(𝑋⊤𝑋) −1𝑋⊤𝐲(𝑘)，෡𝛃(𝑘) = (𝑋⊤𝑋) −1𝑋⊤𝐲(𝑘)

⇒ ෠𝐵 = ෡𝛃 1 , … , ෡𝛃 𝑞 = (𝑋⊤𝑋) −1𝑋⊤ 𝐲 1 , … , 𝐲 𝑞 = (𝑋⊤𝑋)−1𝑋⊤𝑌。

拟合q个
一元模型
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命题2. 假设𝑋列满秩， Σ = 𝜎𝑖𝑗 > 0, 则

1 𝐸 ෠𝐵 𝑋 = 𝐵, 𝐸 ෠Σ 𝑋 = Σ，

2 var ෠𝐵 𝑋 = Σ⨂(𝑋⊤𝑋)−1

⇔ var ෡𝛃 𝑖 𝑋 = 𝜎𝑖𝑖(𝑋
⊤𝑋)−1, 𝑐𝑜𝑣(෡𝛃 𝑖 , ෡𝛃 𝑗 𝑋 = 𝜎𝑖𝑗(𝑋

⊤𝑋)−1,

其中 𝐵 = 𝛃 1 , … , 𝛃 𝑞 ， ෠𝐵 = ෡𝛃 1 , … , ෡𝛃 𝑞

证明: (1) ℰ = (𝛆 1 , … , 𝛆(𝑞)), Σ = (𝜎𝑖𝑗), 则

(𝑛 − 𝑝)෠Σ = (𝑌 − 𝑋 ෠𝐵)⊤ 𝑌 − 𝑋 ෠𝐵 = 𝑌⊤ 𝐼𝑛 − 𝑃𝑋 𝑌

= ℰ⊤ 𝐼𝑛 − 𝑃𝑋 ℰ = 𝛆(𝑖)
⊤ 𝐼𝑛 − 𝑃𝑋 𝛆 𝑗

因为 𝑣𝑎𝑟(𝛆 𝑖 ) = 𝜎𝑖𝑖𝐼𝑛, 𝑐𝑜𝑣 𝛆 𝑖 , 𝛆 𝑗 = 𝜎𝑖𝑗𝐼𝑛,

𝐸 𝛆 𝑖
⊤ 𝐼𝑛 − 𝑃𝑋 𝛆 𝑗 = 𝑡𝑟 𝐼𝑛 − 𝑃𝑋 𝐸 𝛆 𝑗 𝛆 𝑖

⊤ = 𝜎𝑖𝑗 𝑛 − 𝑝

所以𝐸( 𝑛 − 𝑝 ෠Σ) = 𝐸(ℰ⊤ 𝐼𝑛 − 𝑃𝑋 ℰ) = 𝑛 − 𝑝 Σ.

2 var ෡𝛃 𝑖 𝑋 = var( 𝑋⊤𝑋 −1𝑋⊤𝐲 𝑖 |𝑋)

= var 𝑋⊤𝑋 −1𝑋⊤𝛆 𝑖 𝑋 = 𝜎𝑖𝑖 (𝑋
⊤𝑋)−1。
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最小二
乘估计

命题3.  LS估计 ෠𝐵 = (𝑋⊤𝑋)−1𝑋⊤𝑌使得标准化误差平方和

ℰΣ−1/2
2
= 𝑡𝑟 Σ−1ℰ⊤ℰ = 𝑡𝑟 Σ−1 𝑌 − 𝑋𝐵 ⊤(𝑌 − 𝑋𝐵)

达到极小。

一元回归中误差方差𝜎2不影响最小二乘，多元回归也是如此：

෠𝐵极小化误差平方和 ℰ 2,它也使得 ℰΣ−1/2
2
达到极小。

证明：

𝑡𝑟 Σ−1 𝑌 − 𝑋𝐵 ⊤(𝑌 − 𝑋𝐵)

= 𝑡𝑟 Σ−1 𝑌 − 𝑋 ෠𝐵 + 𝑋 ෠𝐵 − 𝑋𝐵
⊤
(𝑌 − 𝑋 ෠𝐵 + 𝑋 ෠𝐵 − 𝑋𝐵)

= 𝑡𝑟 Σ−1 𝑌 − 𝑋 ෠𝐵
⊤
(𝑌 − 𝑋 ෠𝐵) + 𝑡𝑟 Σ−1 𝑋 ෠𝐵 − 𝑋𝐵

⊤
(𝑋 ෠𝐵 − 𝑋𝐵)

≥ 𝑡𝑟 Σ−1 𝑌 − 𝑋 ෠𝐵
⊤
(𝑌 − 𝑋 ෠𝐵)

其中因为𝑋⊤ 𝑌 − 𝑋 ෠𝐵 = 0，交叉项

𝑡𝑟 Σ−1 𝑋 ෠𝐵 − 𝑋𝐵
⊤
(𝑌 − 𝑋 ෠𝐵) = 𝑡𝑟 Σ−1 𝑋 ෠𝐵 − 𝑋𝐵

⊤
(𝑌 − 𝑋 ෠𝐵)

= 𝑡𝑟 Σ−1 ෠𝐵⊤𝑋⊤(𝑌 − 𝑋 ෠𝐵) = 0. 
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正态模
型

命题4. 多元线性模型𝑌 = 𝑋𝐵 + ℰ, vec ℰ⊤ ~𝑁𝑛𝑞 0, 𝐼𝑛⨂Σ , 即ℰ的各

行~𝑁𝑞(0, Σ), 则𝐵, Σ的极大似然估计

෠𝐵 = (𝑋⊤𝑋)−1𝑋⊤𝑌，෨Σ =
1

𝑛
(𝑌 − 𝑋 ෠𝐵)⊤ 𝑌 − 𝑋 ෠𝐵

且𝑛෨Σ = 𝑛 − 𝑝 ෠Σ = (𝑌 − 𝑋 ෠𝐵)⊤ 𝑌 − 𝑋 ෠𝐵 ~𝑊𝑞(𝑛 − 𝑝, Σ)。

证明： 𝐲𝑖|𝐱𝑖~𝑁𝑞 𝐵⊤𝐱𝑖 , Σ , 似然函数

𝐿 𝐵, Σ = 𝑝 𝐲1, … , 𝐲𝑛

=
𝐶

|Σ|𝑛/2
ς𝑖=1
𝑛 exp −(𝐲𝑖 − 𝐵⊤𝐱𝑖)

⊤Σ−1(𝐲𝑖 − 𝐵⊤𝐱𝑖)/2

=
𝐶

|Σ|𝑛/2
exp −

1

2
𝑡𝑟 (𝑌 − 𝑋𝐵)Σ−1(𝑌 − 𝑋𝐵)⊤

由命题3， ෠𝐵极小化𝑡𝑟 (𝑌 − 𝑋𝐵)Σ−1(𝑌 − 𝑋𝐵)⊤ ，代入 ෠𝐵

log𝐿 ෠𝐵, Σ = −
𝑛

2
log Σ −

1

2
𝑡𝑟 Σ−1 𝑌 − 𝑋 ෠𝐵

⊤
𝑌 − 𝑋 ෠𝐵

= −
𝑛

2
log Σ −

𝑛

2
𝑡𝑟 Σ−1 ෨Σ =

𝑛

2
log Ω − 𝑡𝑟 Ω෨Σ ， Ω = Σ−1

完全同第9讲命题2， Σ的最优解为 ෨Σ。易证𝑛෨Σ~𝑊𝑞(𝑛 − 𝑝, Σ)。
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 多元回归模型的假设检验问题很多可转化为一元模型的检验问
题（比如检验特定自变量是否对某个响应有显著影响）。

 可利用命题4构造精确检验，但于复杂且精确分布不是通常的 𝐹 ，
𝑡，𝜒2，一般我们使用近似检验方法，即似然比检验。

Wilks
检验

Wilks检验：考虑回归系数𝐵的某个零假设𝐻0，似然函数：

𝐿 𝐵, Σ =
𝐶

|Σ|𝑛/2
exp −

1

2
𝑡𝑟 (𝑌 − 𝑋𝐵)Σ−1(𝑌 − 𝑋𝐵)⊤

我们已知

max 𝐿 𝐵, Σ = 𝐿 ෠𝐵, ෨Σ = 𝐶|෨Σ|−𝑛/2

假设𝐻0下𝐵的极大似然估计为 ෠𝐵0, 完全同命题4的证明过程可得

log𝐿 ෠𝐵0, Σ =
𝑛

2
log Ω − 𝑡𝑟 Ω෨Σ0 ，෨Σ0 =

1

𝑛
(𝑌 − 𝑋 ෠𝐵0)

⊤ 𝑌 − 𝑋 ෠𝐵0

从而

max
𝐻0

𝐿 𝐵, Σ = 𝐿 ෠𝐵0, ෨Σ0 = 𝐶|෨Σ0|
−𝑛/2, 

⇒ Λ =
max
𝐻0

𝐿 𝐵,Σ

max 𝐿 𝐵,Σ
=

|෩Σ|𝑛/2

|෩Σ0|𝑛/2
，Wilks 统计量Λ∗ = Λ2/𝑛 =

|෩Σ|

|෩Σ0|

−2 log Λ = −𝑛log Λ∗ = −𝑛log
|෩Σ|

|෩Σ0|
→ 𝜒𝑘

2, 𝑝𝑞 − dim Θ .
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例如，Johnson&Wichern教材中的Result 7.11给出了部分回归系
数的似然比检验：

𝑌 = 𝑋𝐵 + ℰ = 𝑋1, 𝑋2
𝐵1
𝐵2

+ +ℰ = 𝑋1𝐵1 + 𝑋2𝐵2 +ℰ,

vec ℰ⊤ ~𝑁𝑛𝑞 0, 𝐼𝑛⨂Σ

𝐻0: 𝐵2 = 0, 即𝐵 =
𝐵1
0

, Wilks lambda:

Λ∗ =
|෨Σ|

|෨Σ0|

其中෨Σ，෨Σ0分别是全模型和零模型下的误差方差矩阵的LS估计。

当−𝑛log
෩Σ

෩Σ0
> 𝜒df

2 (𝛼)时否定𝐻0， 𝑑𝑓 = 𝑘𝑞 = 𝐵2元素个数(𝐵2

行数𝑘)。

Bartlett校正：

− 𝑛 − 𝑝 −
𝑞−𝑘+1

2
log

෩Σ

෩Σ0
> 𝜒df

2 (𝛼)时否定𝐻0
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x y1 y2 y3

1 1 -1 0
2 4 -1 1
3 3 2 1

4 8 3 2
5 9 2 4

例3（续）. 假设三个响应y1,y2,y3和一个自变量x数据如下(𝑛 = 5)，假
设线性模型

# LS估计
> fit1= lm( cbind(y1,y2,y3) ~ x)
Coefficients:

y1    y2    y3  
(Intercept)  -1.0  -2.0  -1.1
x           2.0   1.0   0.9

回归系数LS估计 ෠𝐵

>  summary(fit1)   
⇔ summary(y1~x);

summary(y2~x);
summary(y3~x)

#假设检验
>  fit0= lm( cbind(y1,y2,y3) ~ 1 ) #null，自变量x不影响y1-y3
>  anova(fit1, fit0） #检验𝐻0: 𝑏1 = 𝑏2 = 𝑏3 = 0

𝑦1
𝑦2
𝑦3

=

𝑎1 𝑏1
𝑎2 𝑏2
𝑎3 𝑏3

1
𝑥

+

𝜀1
𝜀2
𝜀3


	第十讲 多元线性模型     
	Slide 2 
	Slide 3 
	Slide 4 
	Slide 5 
	Slide 6 
	Slide 7 
	Slide 8 
	Slide 9 
	Slide 10 
	Slide 11 
	Slide 12 
	Slide 13 
	Slide 14 
	Slide 15 
	Slide 16 
	Slide 17 
	Slide 18 
	Slide 19 
	Slide 20 
	Slide 21 
	Slide 22 
	Slide 23 
	Slide 24 
	Slide 25 



