PRINCIPE LOCAL-GLOBAL POUR LES 0-CYCLES

YONGQI LIANG

Notations
k un corps de nombres. Qy, k,(v € Q).

X /i, une variété (schéma séparé de type fini sur un corps) projective lisse
et géométriquement integre sur k.

Xv - X ®]€ k'ln
Br(X) := H%(X,Gy,) le groupe de Brauer cohomologique de X.

1. PRINCIPE LOCAL-GLOBAL POUR LES POINTS RATIONNELS

On a
X(k)yc [T x(ko),

vEQy
le principe de Hasse n’est pas valable en général.

(1970’s) Manin a introduit un accouplement (dit de Brauer-Manin) :
<" '>k : Hver X(kv) X BT(X) - Q/Zv .
( {xv}veflk ) b) = Zyer invy (b(zy)),
ou inv, : Br(k,) — Q/Z est I'invariant local, et ou b(z,) est I’évaluation de b
au point z,, i.e. le pull-back de b € Br(X) via le morphisme z,, : Spec(k,) —
Br
X. On note [Hveﬂk X (kv)] le noyau & gauche de I'accouplement. D’apres

la suite exacte 0 — Br(k) — @, Br(k,) — Q/Z — 0 provenant de la
théorie du corps de classes, on a

X(k)c X(k) c [J] X(k)1P" € T X (ko).

vEQ vEQ

Si [[L,eq, X (k)]P" # 0 = X (k) # 0, on dit que l’obstruction de Brauer-

Manin est la seule au principe de Hasse pour les points rationnels. Si X (k) =
[ loeq, X (k,)]P, on dit que l'obstruction de Brauer-Manin est la seule a
Uapproximation faible pour les points rationnels.

Exemples et contre-exemples
(1996 Borovoi)
G : un groupe algébrique linéaire connexe

Y : un espace homogene de G & stabilisateur géométrique connexe (ou
abélien si G est simplement connexe)

X : une compactification lisse de Y’
23 juin 2010.

Séminaire de géométrie algébrique, Université de Rennes 1.
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L’obstruction de BM est la seule au PH/a I’AF pour les points rationnels
sur X.

(1999) Skorobogatov a construit une surface bielliptique X telle que () =
X (k) & e, X (ko))"

(2010) Poonen a construit un solide X (un fibré en surfaces de Chatelet
au-dessus d’une courbe de genre > 0) tel que § = X (k) & [[[,cq, X (k,)]B"

Conjecture 1 (Colliot-Thélene 1988). L’obstruction de BM est la seule
au PH/a UAF pour les points rationnels sur toute variété (projective lisse)
uni-rationnelle (ou rationnellement connexe).

Conjecture 2 (Skorobogatov 2001). L’obstruction de BM est la seule au
PH/a VAF pour les points rationnels sur toute courbe (projective lisse).

2. PRINCIPE LOCAL-GLOBAL POUR LES 0-CYCLES

De la facon similaire, Colliot-Thélene a défini I'accouplement de BM pour
les O-cycles

1 Zo(x.) x Br(X) — Q/z

veQ)
{z}o = {Z np,Py}y,b) vav an COTeSy, (Py) /o (B(P)))]-
vEQN

Cet accouplement se factorise & travers le groupe de Chow local C Hy(X,)
et le groupe de Chow modifié

CHO(Xv)a NS Q‘f
CH(I)(XU) = CHO(XU)/N(ClRCHO(YU)a ve Ok
0, veNC

s HCHO ) x Br(X) — Q/Z

vEQ
~» CHy(X) — H CH{\(X,) — Hom(Br(X),Q/7Z)
vel)
(E) CHo(X H CH\(X,)]"— Hom(Br(X),Q/Z),
vEQ

ou M "= lim M/nM pour tout groupe abélien M. Sa partie de degré O :
(Eo) Ao(X)"—= [ 40(X0)]"— Hom(Br(X),Q/Z),
vEQN
ou Ay(X) = kerldeg : CHo(X) — Z].
Conjecture 3 (Colliot-Thélene-Sansuc 1981, Kato-Saito 1986).
Les suites (E) et (Ep) sont exactes, l’assertion
(E1) Dobstruction de BM est la seule au PH pour les 0-cycles de degré 1,
est valable pour toute variété (projective lisse).

Remarque (Wittenberg). L’assertion (E) = (Ep) et (E1).
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Si X est une variété abélienne, (Fy) est une partie de la suite exacte de
Cassels-Tate (III(X, k) < oo supposé).

Si X = C est une courbe (projective lisse), en supposant HI(Jac(C), k) <
00, lassertion (Fj) est montrée par Saito (1989), l'exactitude de (E) est
montrée par Colliot-Thélene (1999).

3. POINTS RATIONNELS VS. 0-CYCLES

Question Y a-t-il un lien entre I'arithmétique des points rationnels et
Iarithmétique des O-cycles? ?

I'obstruction BM est la seule au PH/a ’AF ?

points rationnels vs. 0-cycles de degré 1

- évidences négatives :

Sur une courbe Conjecture de Skorobogatov vs. Théoreme de Saito et
de Colliot-Thélene sur une courbe

Sur le solide de Poonen Poonen 2010 : X (k) = 0 # [[], X (k)"
I'obstruction de BM n’est pas la seule au PH.

VS.

Théoréme (Colliot-Thélene 2010). Il existe un 0-cycle global de degré 1 sur
le solide de Poonen.

Plus généralement :

Théoréme (2010, L.). Soit X — C un k-morphisme propre dominant avec
C une courbe projective lisse o fibre générique une surface de Chdatelet, i.e.
définie par l’équation

22 —ay® = P(z)
ot a € k* et ot P(z) € k(C)[z] est un polynome de degré 4. Supposons la
finitude de HI(Jac(C), k).

Alors, (E), (Ey) sont exacte, 'obstruction de BM est la seule au PH pour
les 0-cycles de degré 1 sur X.

- Cependant, on va présenter un résultat positif sur cette question!

Définition. Une variété X est dite rationnellement connexe, si pour tout
couple de points géomélriques Q1,Q2 € X(C), il existe une C-courbe ra-
tionnelle f : PL — Xc¢ passant par Q1 et Qa, i.e. telle que f(0) = Q1 et

f(00) = Qs.
Remarque. Une variété abélienne n’est pas rationnellement connexe.
Une courbe de genre > 0 n’est pas rationnellement connexe.

Mais, toute variété uni-rationnelle est rationnellement connexe. Récipro-
quement, c’est une question ouverte.
Un espace homogene d’un groupe algébrique linéaire connexe est uni-
rationnel, donc rationnellement connexe.
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Définition. On fize § € Z, on dit que 'obstruction de BM est la seule a
I’AF pour les O-cycles de degré §, si pour toute famille de 0-cycles locauz
{#zv}veq, LBr(X) avec deg(z,) = §(Vv € Q) et pour tout m € Zsq et tout
ensemble fini S C €1, 3 un 0-cycle global z = zy, 5 de degré d tel que z et z,
ont la méme image dans CHy(X,)/m pour toute v € S.

On considere les assertions suivantes :

(i-PH) D'obstruction de BM est la seule au PH pour les points K-rationnels
sur X pour toute extension finie K /k;

(i-AF) Dobstruction de BM est la seule a ’AF pour les points K-rationnels
sur X pour toute extension finie K/k, i.e. (E1) pour X;

(ii-PH) l'obstruction de BM est la seule au PH pour les 0-cycles de degré 1
sur X pour toute extension finie K /k;

(ii-AF) T'obstruction de BM est la seule & I’AF pour les 0-cycles de degré 1
sur X pour toute extension finie K /k;

(iii) la suite (E), ainsi que (Ey), est exacte pour X g pour toute extension
finie K/k.
Résult principal (2011, L.).
Si X est rationnellement conneze, alors
(i-PH) = (ii-PH);
(i-AF) = (1i-AF) = (ii1).

+ résultat de Borovoi :

Corollaire. Soit G un groupe algébrique linéaire conneze, soit Y un espace
homogéne de G a stabilisateur géométrique connexe (ou abélien si G est
simplement connexe), et soit X une compactification lisse de Y.

Alors les suites (E) et (Ey) sont exactes pour X, l'obstruction de BM est
la seule au PH pour les 0-cycles de degré 1 sur X.

Démonstration (esquisse).

On montre (i-AF) = (ii-AF) = (ii7) : Uexactitude de (E) pour X.

(1)(i-AF) pour X = (ii-AF) pour X x P! : pas difficile, on applique la
méthode de fibration pour X x P! — P! et le lemme de déplacement pour
les 0-cycles.

(2)(ii-AF) pour X xP! = (ii-AF) pour X : 3 une section de X xP* — X,
de plus Br(X) = Br(X x P!) est un isomorphisme.

(3)(ii-AF) pour X = (ii-AF)’ pour X x P! :

(ii-AF)’=l’obstruction de BM est la seule & AF pour les zéro-cycle de
degré 9, Vo € Z.

Cette étape est essentielle, parce que dans la suite (F) il faut considérer
les O-cycles de tout degré.

On utilise la méthode de fibration pour X x P! — P!,

On ramene la question a une question sur les points K-rationnels pour

une certaine extension finie K de k.
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On introduit la notion d’un sous-ensemble hilbertien généralisé et on gé-
néralise le théoreme d’irréductibilité d’Hilbert.

De plus, afin de controler le groupe de Brauer, on utilise la suite exacte
(provenant de la suite spectrale de Hochschild-Serre) : (ou I'y = Gal(k/k))

0 — HY(T'y, PicX) — Br(X)/Br(k) — Br(X)'™* — H*(T'y, PicX)
- X est rationnellement connexe = Br(X) est fini, PicX est de type fini et
sans torsion.
(4)(ii-AF)” pour X x P! = P'exactitude de (E) pour X x P! :

La suite (E) concerne toutes les places, mais I’AF concerne seulement un
nombre fini de places, on utilise

Théoréeme (Kollar-Szabd). Soit K un corps p-adique de corps résiduel F.
Soit X une variété sur K. On suppose que X a une réduction lisse projective
séparablement rationnellement connexe sur F.

Alors deg : CHy(X) — Z est une injection.

Y = X x P! est rationnellement connexe. En pennant un modele entier
de Y & bonne réduction sur Oy g on obtient que CHy(X,) ~ Z pour toute
v € Q\ S (on utilise aussi I'estimation de Lang-Weil4lemme de Hensel), et
on applique ’AF pour les places v € S.

(5)l’exactitude de (E) pour X x P! = I'exactitude de (E) pour X : pour
toute extension L/k (L = k ou k,) CHo(X[ x P})™— CHy(Xy) est sur-
jective, de plus Br(X) = Br(X x P!). O

BATIMENT 425 DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES, UNIVERSITE PARIS-SUD XI, OR-
SAY 91400, FRANCE

E-mail address: yongqi.liang@math.u-psud.fr



