
5.4 紧束缚模型 (tight-binding model)

一、定性说明
二、微扰计算
三、具体例子三、具体例子

参考：黄昆书4.5节p189
阎守胜书 节阎守胜书3.3节p75



一. 定性说明：
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紧束缚模型：体系波函数是原子波函数的线性组合
- Linear combination of atomic orbitals (LCAO)

首先忽略电子之间相互作用，其次采用单电子近似
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 成键轨道，对称波函数

)(2 2
*

HHC
drH

dr










 Bonding orbital

反键轨道 反对称波 数)(2 2
* abaa HHC

dr
 









 反键轨道，反对称波函数
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abH 表征了电子受到两个原子核的库仑相互作用，与两个原子波函数重叠成正
比，这个波函数的重叠也被称为重叠积分，表征了共价键中相互作用的强
弱弱。

两个电子同时占据成键轨道，因此能量得以下降

原子轨道线形组合方法（LCAO）是化学学科常用说法，其物理思想本质
和固体物理中的紧束缚方法（tight-binding)方法是完全一致的。



常用原子轨道基组形式：Slater基组与Gaussian基组



Slater基组双原子成键与反键轨道



六个原子轨道的线性组合



Splitting of 1s State of Six AtomsSplitting of 1s State of Six Atoms



Splitting of Atomic Levels in SodiumSplitting of Atomic Levels in Sodium
模型 原 体的原Tight-binding 模型Na原子形成晶体的原理



Occupation of Bands SodiumOccupation of Bands Sodium



Splitting of Atomic Levels in CarbonSplitting of Atomic Levels in Carbon
Tight-binding 模型C原子形成晶体，原子轨道形成能带原理g g























例1、一维单原子链轨道
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p轨道是奇宇称态，反对称轨道，因此重叠积分J1<1
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科研中常用的tight-binding方法简单步骤(假设J0是个可以忽略的小量）

H=  E0

Hamiltonian Eigenvalues:
E1=E0

H E J
Eigenvalues:

H=   E0 J1
J1     E0

g
E1=E0+ J1
E2=E0 – J1

E0 J1 J1
Eigenvalues:

H=
E0 J1 J1
J1 E0 J1
J1 J1 E0

E1=E0 – 2J1
E2=E0 + J1
E3=E0+ J1

J1 is the orbital interaction between the nearest neighbours
J1 即波函数重叠积分
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重叠积分J1的算法：通常由实验曲线拟合得到或第一性原理计算得到

例如：如果我们知道 就可以得到不同轨道的重叠积分

δbondδbond

bondπbond

Walter Ashley Harrison (1989).Walter Ashley Harrison (1989). 
Electronic Structure and the 
Properties of Solids. 



















紧束缚近似

` 单胞中有两个原子，则布洛赫态可以写成

ψk(r) =
2

ÿ

s=1

cs

[
1

?
Nc

ÿ

L
eik¨RLϕs(r ´ RL ´ τ s)

]
=

2
ÿ

s=1

cs ϕs,k(r) (31)

` 代入单电子薛定谔方程，我们得到

Ĥ
[

2
ÿ

s=1

cs |ϕs,k(r)y
]
= ϵk

[
2

ÿ

s=1

cs |ϕs,k(r)y
]

(32)

` 在上式两边乘上 xϕt,k(r)|

xϕt,k(r)| ¨ Ĥ
[

2
ÿ

s=1

cs |ϕs,k(r)y
]
= ϵk xϕt,k(r)| ¨

[
2

ÿ

s=1

cs |ϕs,k(r)y
]

ñ

2
ÿ

s=1

xϕt,k(r)|Ĥ|ϕs,k(r)y ¨ cs = ϵk

2
ÿ

s=1

xϕt,k(r)|ϕs,k(r)y ¨ cs (33)
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Ĥ
[

2
ÿ

s=1

cs |ϕs,k(r)y
]
= ϵk

[
2

ÿ

s=1

cs |ϕs,k(r)y
]

(32)

` 写成矩阵方程 [
H11(k) H12(k)

H21(k) H22(k)

][
c1

c2

]
= ϵk

[
S11(k) S12(k)

S21(k) S22(k)

][
c1

c2

]
(34)

其中

Hst(k) = xϕs,k(r)|Ĥ|ϕt,k(r)y =
ÿ

M
xϕs(r ´ τ s)|Ĥ|ϕt(r ´ τ t ´ RM)y eik¨RM (35)

Sst(k) = xϕs,k(r)|ϕt,k(r)y =
ÿ

M
xϕs(r ´ τ s)|ϕt(r ´ τ t ´ RM)y eik¨RM « δst (36)
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一维单带、双原子紧束缚模型

a

⟨ϕ1(r− τ 1)|H|ϕ2(r− τ 2)⟩ = t

t t

` 在最近邻近似下，我们可以得到以下矩阵元

H11(k) =
ÿ

M
xϕ1(r ´ τ1)|Ĥ|ϕ1(r ´ τ1 ´ RM)y eik¨RM

= xϕ1(r ´ τ1)|Ĥ|ϕ1(r ´ τ1)y = ϵ1 (37)
H22(k) = xϕ2(r ´ τ2)|Ĥ|ϕ2(r ´ τ2)y = ϵ2 (38)

H12(k) =
ÿ

M
xϕ1(r ´ τ1)|Ĥ|ϕ2(r ´ τ2 ´ RM)y eik¨RM

= xϕ1(r ´ τ1)|Ĥ|ϕ2(r ´ τ2)y + xϕ1(r ´ τ1)|Ĥ|ϕ2(r ´ τ2 + a)y e´ik¨a

= t + te´ika = H21(k)˚ (39)
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一维单带、双原子紧束缚模型

a

⟨ϕ1(r− τ 1)|H|ϕ2(r− τ 2)⟩ = t

t t

` 于是，矩阵本征值方程变成 [
ϵ1 ´ ϵk t[1 + e´ika]

t[1 + eika] ϵ2 ´ ϵk

][
c1

c2

]
= 0 (40)

矩阵对角化之后，得到

ϵ˘ =
ϵ1 + ϵ2

2
˘

1

2

b

(ϵ1 ´ ϵ2)2 + 8t2(1 + cos(ka)) (41)
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一维单带、双原子紧束缚模型

a

⟨ϕ1(r− τ 1)|H|ϕ2(r− τ 2)⟩ = t

t t

` 色散关系如下
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图 – 一维单带、双原子链紧束缚模型的色散关系：左图中 ϵ1 ‰ ϵ2，右图中 ϵ1 = ϵ2。
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蜂巢格子紧束缚模型

a⃗2

a⃗1

A Bt
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tt
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√
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3
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√
3

3
, 1]

` 在最近邻近似下，我们可以得到以下矩阵元

H12(k) =
ÿ

M
xϕ1(r ´ τ1)|Ĥ|ϕ2(r ´ τ2 ´ RM)y eik¨RM

= xϕ1(r ´ τ1)|Ĥ|ϕ2(r ´ τ2)y + xϕ1(r ´ τ1)|Ĥ|ϕ2(r ´ τ2)y e´ik¨a1

+ xϕ1(r ´ τ1)|Ĥ|ϕ2(r ´ τ2)y e´ik¨a2

= t
[
1 + e´ik¨a1 + e´ik¨a2

]
(42)
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蜂巢格子紧束缚模型
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` 在最近邻近似下，我们可以得到以下矩阵元

H21(k) =
ÿ

M
xϕ2(r ´ τ2)|Ĥ|ϕ1(r ´ τ1 ´ RM)y eik¨RM

= xϕ2(r ´ τ2)|Ĥ|ϕ1(r ´ τ1)y + xϕ2(r ´ τ2)|Ĥ|ϕ1(r ´ τ1)y eik¨a1

+ xϕ2(r ´ τ2)|Ĥ|ϕ1(r ´ τ1)y eik¨a2

= t
[
1 + eik¨a1 + eik¨a2

]
(43)
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蜂巢格子紧束缚模型
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` 于是，矩阵本征值方程变成[
ϵ1 ´ ϵk t[1 + e´ik¨a1 + e´ik¨a2 ]

t[1 + eik¨a1 + eik¨a2 ] ϵ2 ´ ϵk

][
c1

c2

]
= 0 (44)
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石墨烯紧束缚近似能带以及态密度

` 假设 ϵ1 = ϵ2 = ϵ0，则可以容易算出上式的本征值为：

ϵ˘(k) = ϵ0 ˘ t
b

[1 + eik¨a1 + eik¨a2 ] ¨ [1 + e-ik¨a1 + e-ik¨a2 ]

= ϵ0 ˘ t
b

[1 + eik¨a1 + eik¨a2 ] + [e-ik¨a1 + 1 + e-ik¨(a2´a1)] + [e-ik¨a2 + e-ik¨(a1´a2) + 1]

= ϵ0 ˘ t
a

3 + 2 cos(k ¨ a1) + 2 cos(k ¨ a2) + 2 cos(k ¨ (a1 ´ a2)) (45)

而 a1 和 a2 定义为

a⃗1 = a[
?
3

2
, ´

1

2
]

a⃗2 = a[
?
3

2
,

1

2
]

(46)

于是我们得到

ϵ˘(k) = ϵ0 ˘ t

g

f

f

e3 + 2 cos
[?

3

2
kxa ´

1

2
kya
]
+ 2 cos

[?
3

2
kxa +

1

2
kya
]
+ 2 cos[kya] (47)

利用公式

cos(x ˘ y) = cos(x) cos(y) ¯ sin(x) sin(y); 1 + cos(x) = 2 cos2( x
2
) (48)
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石墨烯紧束缚近似能带以及态密度

` 整理之后，我们得到蜂巢格子紧束缚近似下的色散关系

ϵ˘(k) = ϵ0 ˘ t

g

f

f

e1 + 4 cos2
[

kya
2

]
+ 4 cos

[
kya
2

]
cos
[?

3kxa
2

]
(49)
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图 – 紧束缚模型下的石墨烯能带（左）以及态密度（右）。5

5石墨烯三维色散关系图：http://staff.ustc.edu.cn/~zqj/posts/Plotly-TB-Graphene/
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石墨烯狄拉克点附近色散关系

` 在六角格子布里渊区高对称点 K/K1 附近，k 可以写成

k = K + q

 K =
1

3
b1 +

2

3
b2

K1 =
2

3
b1 +

1

3
b2


因此，在 K 附近（|q| « 0）H12(k) 可以写成：

H12(k) = t
[
1 + e´i(K+q)¨a1 + e´i(K+q)¨a2

]
= t
[
1 + e´i 2

3
πe´iq¨a1 + e´i 4

3
πe´iq¨a2

]
« t
[
1 + [´

1

2
´ i

?
3

2
][1 + iq ¨ a1] + [´

1

2
+ i

?
3

2
][1 + iq ¨ a2]

]

=

?
3

2
at [´iqx ´ qy] = H21(k)˚ (50)

于是，在 K/K1 附近，色散关系 ϵ(q) 变成：

ϵ(q) = ˘|H12(q)| = ˘

?
3

2
at ¨ |q| (51)

+ 即在 K 附近，色散关系是线性的，因此态密度 ρ(ϵ) ∝ ϵ，也是线性的。

b1

b2

K = 1
3b1 +

2
3b2

K′ = 2
3b1 +

1
3b2
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有效质量示例 — 石墨烯

` 在 K/K1 点附近，石墨烯的色散是线性的

ϵnk = ˘

?
3

2
at |k ´ K| (52)

图 – 紧束缚近似下石墨烯的能带（左），以及在狄拉克点附近的局部能带（右）。
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石墨烯能带以及态密度 — 第一性原理计算
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图 – DFT 计算得到的石墨烯能带（左）以及态密度（右），由 VASP 计算得到。
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笼目格子（Kagome Lattice）紧束缚模型

a⃗2
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AB

C
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]
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3
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,
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b⃗1 =
2π

a
[

√
3

3
, −1]
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2π

a
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√
3

3
, 1]

` 笼目格子（Kagome Lattice）6在最近邻紧束缚近似下的哈密顿量为：

H(k) = ϵ0 ´ t


0 1 + eik¨a1 1 + eik¨a2

1 + e´ik¨a1 0 1 + eik¨(a2´a1)

1 + e´ik¨a2 1 + eik¨(a1´a2) 0

 (53)

6Kagome 是日语“笼目”的罗马音。
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笼目格子（Kagome Lattice）紧束缚模型

` 易得如下关系：

H =


´λ a b
a: ´λ c
b: c: ´λ

 (54)

ñ det(H) = ´λ3 +
[
a:a + b:b + c:c

]
λ+ ab:c + a:bc: (55)

其中
a = 1 + eik¨a1 ; b = 1 + eik¨a2 ; c = 1 + eik¨(a2´a1) (56)

` 把 a, b, c 的值代进去，我们可以得到

a:a + b:b + c:c = 2 cos(k ¨ a1) + 2 cos(k ¨ a1) + 2 cos(k ¨ (a2 ´ a1)) + 6 (57)

ab:c + a:bc: = 4 cos(k ¨ a1) + 4 cos(k ¨ a1) + 4 cos(k ¨ (a2 ´ a1)) + 4 (58)

+ 于是 H 矩阵的本征值可以容易通过 Sympy、Matlab 等工具求解 det(H) = 0 得到。
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笼目格子（Kagome Lattice）紧束缚模型

` 哈密顿量式(53)的本征值为：
ϵ1(k) = ϵ0 + 2t (59)

ϵ2(k) = ϵ0 ´ t
[
1 ´

a

2 cos(k ¨ a1) + 2 cos(k ¨ a1) + 2 cos(k ¨ (a2 ´ a1)) + 3
]

(60)

ϵ3(k) = ϵ0 ´ t
[
1 +

a

2 cos(k ¨ a1) + 2 cos(k ¨ a1) + 2 cos(k ¨ (a2 ´ a1)) + 3
]

(61)

其中，ϵ1(k) 是一个平带（flat band），而 ϵ2(k) 和 ϵ3(k) 和石墨烯紧束缚近似能带仅差一个平
移量。
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En
er

gy
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Kagome TB

图 – 笼目格子紧束缚近似下的能带：狄拉克锥与拓扑平带并存。
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瓦尼尔函数

` 假设某一个能带 ψnk(r) 与其他能带不相交，则可以定义瓦尼尔函数（Wannier Function）：7

w(r ´ RL) =
1

?
Nc

ÿ

kPBZ
e´ik¨RL ψnk(r) (62)

` 不同格点上的瓦尼尔函数是相互正交的，即

ż

crys

w(r ´ RL)
˚w(r ´ RP) dr =

1

Nc

ÿ

k,qPBZ

ż

crys

eik¨RL ψnk(r)˚ e´iq¨RP ψnq(r) dr (63)

=
1

Nc

ÿ

k,qPBZ
eik¨RL e´iq¨RP ˆ

 ż

crys

ψnk(r)˚ψnq(r) dr

 (64)

=
1

Nc

ÿ

k,qPBZ
eik¨RL e´iq¨RP ˆ δk,q (65)

=
1

Nc

ÿ

kPBZ
eik¨[RL´RP] = δL,P (66)

7”Maximally localized Wannier functions: Theory and applications”, Rev. Mod. Phys., 84, 1419 (2012)
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