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摘 要：构造了一类收敛的多参数差分格式，根据细分格式和差分格式的关系以及连续性条件，可得

到任意阶连续的多参数曲线细分格式。 通过选取合适的参数，可以得到一些经典的曲线细分格式，

如Chaikin格式，三次样条细分格式和四点插值格式等。同时设计了一种 连续的不对称三点插值格

式，可以生成不对称的极限曲线。 给出了同阶差分格式线性组合的性质，从而可设计出更多收敛的

多参数曲线细分格式。   
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0. 引言 

细分方法是通过对初始控制多边形/控制网格不断细化生成光滑曲线/曲面的造型方法。 由于具

有算法简单、易于实现和高效性等优点，细分方法成为计算机图形学， 计算机辅助几何设计和工业

造型设计中的一种重要方法。 

Chaikin[1]最早在构造曲线中引入离散细分曲线的概念， 提出的用于生成二次B样条的算法。此

后，可从任意拓扑网格生成光滑曲面的Catmull-Clark曲面细分格式[2]的提出标志着细分方法成为曲

线曲面造型的一种方法。自此，新的细分格式和分析理论不断被提出和完善[3]。在单变量细分格式

的分析和构造上，Dyn等人[4,5，6]和Warren[7]给出了二重格式的一些充分条件和必要条件，Hassan

等人[8,9]给出了三重格式的一些充分条件。Romani[10]和Huang[11]分析了一般的多重格式的连续

性。 

在此之前的单变量细分格式都是没有参数或单参数的，在应用时，单参数缺乏自由度来设计满足

一定性质的格式。我们通过分析形如
1

1 1 0( ) ( )( 1) 1n n m
n nD z a z a z a z a z m−

−= + + + + + , ≥ 的生成多项

式对应的矩阵 D的特征值，得到了一类收敛的多参数差分格式。继而根据细分格式和差分格式的关系

以及 连续性条件，我们可以设计一系列任意阶连续的多参数曲线细分格式。通过选取合适的参数，

我们得到了经典的Chaikin格式[1]，三次B样条格式[5]和四点插值格式[4]等。 
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以往设计细分格式，控制点的权值是对称的，因而基函数和极限曲线呈现一定的对称性。通过选

取不对称的参数，我们可以得到不对称的细分格式。特别地，我们给出了一种不对称的 连续的三

点插值格式，生成的极限曲线呈现有趣的不对称性。另外，根据收敛的同阶差分格式的线性组合仍是

收敛的差分格式的性质，可以组合设计出更多收敛的多参数曲线细分格式。 
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1.预备知识 

给定初始控制点向量 ,
0 0{ }i i Z= : ∈p p Z 为整数集，静态细分格式按如下方式定义一个控制点向

量序列{ }： 
k k Z: ∈p

 
1

2
k k
i i j

j Z
jp a p+

−
∈

= .∑  

这里，有限个元素不为零的系数构成的集合 { }= : ∈ia i Za 称为细分格式的掩模。上面的细分过程用

矩阵形式可表示为 ，矩阵
1k+ =p S kp S 称为细分矩阵，其元素满足 2 j i j is a i Z j+ , Z= , ∈ , ∈ 。定义掩

模 的生成多项式 为细分矩阵(或细分格式)a ( ) i
ii

S z a z=∑ S 的生成多项式。 

由[5]知，细分格式一致收敛，则其掩模 必满足 a
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a a += = .∑ ∑  (1) 

记 为后差分算子，差分向量Δ 1{( ) }j j j j
i i ip p i Z−Δ = Δ = − : ∈p p 。考察差分向量的细分过程，

有 

 
1j j+Δ = Δ ,p D p  

这里 D为差分格式的细分矩阵，我们称之为差分矩阵。由 ，则有
1j+ =p S jp jjΔ = ΔSp D p ，表示为

生成多项式形式即为 。 
2 2(1 ) ( ) ( ) ( )(1 ) ( )j jz S z P z D z z P z− = − 2

从而，细分矩阵 S 和差分矩阵 D对应的生成多项式满足 

 ( ) (1 ) ( )S z z D z= + .  (2) 

注意，文[7]中采用的前差分算子，只能得到 ( ) (1 ) ( )S z z D z z= + / 。 

对细分格式的收敛性和连续性分析，文[7]给出了下面的定理： 

定理1. 假定细分格式 S 的掩模 满足式(1)，a D 为其差分矩阵。若存在正整数 及实数k
0 1α≤ < ，使

k α|| ||≤D ，则细分格式 S 一致收敛。 

定理2. 若生成多项式 定义的细分格式( )S z S 是收敛的，那么 1( ) (2
kz S z)+ 定义一个 连续的

细分格式。 
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2. 多参数细分格式 

由定理2知，从收敛的细分格式可以构造任意阶光滑的细分格式。由定理1，要构造收敛的细分格

式 S ，需要差分矩阵 D为收敛矩阵，此时称其对应的差分格式是收敛的。这样问题就转化为寻找合

适的多项式 ，使其对应的差分格式( )D z D是收敛的，继而 ( ) (1 ) ( )S z z D z= + 对应于收敛的细分格式。

易见 满足如下两个条件： ( )D z
1． 的奇数项系数与偶数项系数和均为( )D z 1

2 ； 

2． 对应矩阵( )D z D的谱半径 ( ) 1ρ <D ，这里 ( ) max i iρ λ= |D |， iλ 是 D的特征值。 

注意，收敛的差分格式不同于收敛的细分格式，对收敛的细分格式 S ，其细分矩阵的谱半径 ( ) 1ρ =S 。 

根据上面两个条件容易找到一些合适的多项式 ，如： ( )D z
I) ，若( ) ( )( 1)D z az b z= + + 1

21 1a b a b| |< ,| |< , + = ，则 对应于收敛的差分格式。 ( )D z
II) ，若 且

1
1 1 0( ) ( )( 1) 1n n m

n nD z a z a z a z a z m−
−= + + + + + , ≥ 0ia ≥ 1

2mii
a =∑ ，易验证

1 1
2 1|| ||= <D ，而 的奇数项系数与偶数项系数和为( )D z 1 1

22
2 m

m− 1× = ，所以这样的 对应于收敛

的差分格式。 

( )D z

但这两个应用是非常有限的。I)中的自由度太少，能得到的格式有限；II)是因为所有的 ，

所以 对应的细分矩阵行中不会出现负项，这使得上述细分格式形式设计非常有限，

例如在这种格式中不可能得到经典的四点插值格式[4]。 

0ia ≥
( ) ( )( 1)S z D z z= +

≥对形如 的多项式对应的矩阵
1

1 1 0( ) ( )( 1) 1n n m
n nD z a z a z a z a z m−

−= + + + + + , D的特征值，

我们有如下引理： 

引理1. 设 mD 是生成多项式为 ( ) ( )( 1) 1mD z az b z m= + + , ≥ 的矩阵，则 mD 的特征值为

。 
1{ 2 (ma b a b a b−, , + , , + )}

引理2. 设 mD 是生成多项式为
2( ) ( )( 1) 1mD z az bz c z m= + + + , ≥ 的矩阵，则 mD 的特征值为

。 
1{ 2( ) 4( ) 2 (ma b c a b c a b c a b c a b c−, , , + + , + + , + + , , + + )}

引理的证明见附录。有了上述引理，我们可以设计一些收敛的多参数差分格式，再利用关系式(2)

和定理2设计任意阶连续的多参数曲线细分格式。 

由引理1，我们可以设计收敛的两参数差分格式。 

定理3. ，若( ) ( )( 1)mD z az b z= + + 1
2

1 1 ma b a b m 1| |< ,| |< , + = , ≥ ，则 生成收敛的差分格

式。 

( )D z



证明： 由引理1知， 对应的差分矩阵( )D z D的特征值为 所

以

1{ 2( ) 2 (ma b a b a b a b−, , + , + , , + )}

1
1 1 1 1

22 2
( ) max{ 2( ) 2 ( ) } max{ } 1m m

ma b a b a b a b a bρ −
−= | |,| |,| + |,| + |, ,| + | = | |,| |, , , , <D ，则 D

是收敛矩阵。又由于 D的行和为
1 1

2( ) 2ma b −+ × = ，故 对应于收敛的差分格式。证毕。 ( )D z
例1 取 ，则1m = 1

2a b+ = ， ( ) ( )( 1)D z az b z= + + 。由关系式(2)和定理2知，生成多项式

21
2( ) ( )( 1)S z D z z= + 对应的细分格式： 

 

1 11
2 14 4

1 3 11
1 12 1 2 4 2

( ) ( )j j
i i

j jj
i ii

p a p
p ap p

⎧ +
⎪ −⎪
⎨

+⎪

j
i

j
i

b p
bp− +⎪ +⎩

= + + +
= + +

 (3) 

当 1
21 1a b a b| |< ,| |< , + = 时，至少是 连续的。 
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取 1

20a b= , = ，格式(3)即为Chaikin格式[1]；取 1
4a b= = ，格式(3)即为三次B样条细分格式[5]；

取 31
4a b= − , = 4 ，则得到一个 连续的三点插值格式： 
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1
2

1 3 31
1 12 1 8 4 8

j j
i i

j jj
i ii

p p
p p p

+⎧
⎪⎪
⎨

+⎪ j
ip− ++⎪⎩

=
= − + +

 (4) 

类似地，由引理2，我们可以设计收敛的三参数差分格式。 

定理4. ，若
2( ) ( )( 1)mD z az bz c z= + + + 1

2
1 1 1 ma b c a b c m 1| |< ,| |< ,| |< , + + = , ≥ ，则 生

成收敛的差分格式。 

( )D z

例2 取 ，则2m = 1
4a b c+ + = ，

2( ) ( )( 1)D z az bz c z 2= + + + 。由关系式(2)和定理2知，生成多

项式
21

2( ) ( )( 1)S z D z z= + 对应的细分格式： 

 

1 1 11
2 12 2 2

1 1 1 11
1 12 1 2 2 2 2

(4 ) (4 6 4 ) ( 4 )
(6 4 ) ( 4 6 )

j j j
i i i

j j jj
i i ii

p a b p a b c p b c p
p ap a b c p a b c p c

⎧ +
⎪ −⎪
⎨

+⎪
− +⎪ +⎩

= + + + + + +
= + + + + + + +

1

2

j
i

j
ip

+

+

 (5) 

当 1
41 1 1a b c a b c| |< ,| |< ,| |< , + + = 时，至少是 连续的。 
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取 1

8a c b= = − , = 1
2 ，格式(5)即为经典的四点插值格式[4]；取 1

12a b c= = = ，则得到一个至少

连续的逼近格式。 
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   图1 逼近格式的比较                               图2 插值格式的比较 

图1中给出了Chaikin格式[1]，三次B样条格式[4]和取 1
12a b c= = = 的格式(5)这三种逼近格式作用在

同一初始网格上的结果。图2中给出了三点插值格式(4)和四点插值格式[4]作用在同一初始网格上的

结果。注意到，由于三点插值格式(4)中控制顶点权值的不对称性，生成的极限曲线形状呈现不对称

性。一般地，在格式(3)和格式(5)中，分别取 a b≠ 和 a c≠ ，即可得到类似的不对称细分格式。 
进一步，对于同阶差分格式，我们有如下性质。 

性质1. 设 1, 2D D 为满足定理4条件的两个同阶收敛差分格式，则 1 2α β+D D 为收敛差分格式，

这里 0 0 1α β α β> , > , + = 。 

证明： 设 1 2,D D 对应的生成多项式分别为 ，则
2 2

1 1 1 2 2 2( )( 1) ( )(m ma z b z c z a z b z c z+ + + , + + +1)



1 2α β+D D 生成多项式为 。由引理2的证明过程

可知，

2
1 2 1 2 1 2(( ) ( ) ( ))( 1)ma a z b b z c c zα β α β α β+ + + + + +

1 2α β+D D 的特征值为 1 2 1 2 1 2 1 1 1 2 2 2{ ( )a a b b c c a b c a b c( )),α β α β α β α β+ , + , + , + + + + +
 

1
1 1 1 2 2 212

( ( ) ( ))}m a b c a b cα β−, + + + + + 。 0 0 1α β α β> , > , + = 1 1 1 2 2 2a b c a b c和 , , , , ,

) 1

满足的条件可得

出 1 2(ρ α β+D D < 且行和为 1
2
，即 1 2α β+D D 仍为收敛的差分格式。证毕。 

根据上述性质，可以进一步通过加权组合不同的差分格式而构造更多的多参数曲线细分格式。 

例3 在定理4中取 时的细分格式，取2m = 1 1
8 2a c b= = − , = 和

1
12a b c= = = 时的差分格式分别

为 1, 2D D 。由性质1可知，
1 1

12 2= + 2D D D 也是收敛的差分格式，它对应一个至少 连续的逼近格式： 
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5 19 51
2 1 148 24 48

1 49 49 11
1 12 1 96 96 96 96

j j j j
i i i i

j j jj
i i ii

p p p p
p p p p

⎧ +
⎪ − +⎪
⎨

+⎪ − 2
j

ip− + +⎪ +⎩

= + +
= + + −

                         

 
图3 组合格式 

图3中给出了差分格式 1, 2D D 和它们的组合格式
1 1

12 2= + 2D D D 对应的曲线细分格式作用在同一初始

网格上的结果。 

3. 结论 

本文通过分析形如 的生成多项式对应的矩

阵

1
1 1 0( ) ( )( 1) 1n n m

n nD z a z a z a z a z m−
−= + + + + + , ≥

D的特征值形式，并且根据矩阵收敛和特征值的关系给出了一类收敛的多参数差分格式。继而根据

细分格式和差分格式的关系以及连续性条件，可以设计一系列任意阶连续的多参数曲线细分格式。多

参数格式和以往的单参数格式相比，可以有更多自由度来设计满足特定性质的细分格式。在本文的给

出的差分格式中，我们不仅可以得到一系列新的收敛细分格式，而且通过适当选取差分格式的参数可

以得到了一些经典的细分格式。进一步，通过选取不对称的参数，可以得到不对称的细分格式。作为

例子，我们给出了不对称的 连续的插值格式，生成的极限曲线呈现不对称性，增加了细分方法的

造型能力。另外，我们证明了收敛的同阶差分格式的线性组合仍是收敛的差分格式。根据这个性质，

可以设计出更多收敛的多参数曲线细分格式。 
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本文根据分析差分矩阵特征值的符号形式，从而得到矩阵的收敛性条件与矩阵元素的关系。我们

希望推广这种思路，讨论更多的差分矩阵特征值形式，设计更多类型的多参数细分格式。对已有的收

敛细分格式，研究参数选取和细分格式性质的关系也是需要做进一步探讨的工作。如对于怎样选取参

数使得细分格式的具有保凸性，参数的选取对细分格式连续性的影响等。 

4. 附录 

我们仅以引理2为例给出证明，引理1证明类似。 

引理2的证明： 用归纳法， 时，可以求得1m = 1D 的特征值是{ ( )}a b c a b c, , , + + 。 

现在假定 时命题成立，要证m k= 1m k= + 时也成立。m k= 时，生成多项式为 

 
2 2 1

2 1 1( ) ( )( 1)k k k
k k k 0f z az bz c z a z a z a z a+ +

+ += + + + = + + + +  

从而 kD 的 ( 3 阶中心矩阵为 ) ( 3k k+ × + )



  

2 2 4

1 1 3

2 2

4 2 0

5 3 1

6 4 2 0

0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0

k k k k

k k k

k k k

a a a a
a a a
a a a

a a a
a a a
a a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ − −
⎜ ⎟
⎜ ⎟

+ − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

+ −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

kD 的特征值就是行列式det( )k λ−D I 的解。 

当 时，生成多项式为1m k= + 1( ) ( )( 1)k kf z f z z+ = + ，对应的差分矩阵为 1k+D 。则 1k+D 的特征

值就是行列式 1det( )k λ+ −D I 的解， 1k λ+ −D I 的 ( 4) ( 4k k )+ × + 阶中心矩阵为， 

 

2 1 1 2

2 1 1

2 1

2 1 0

3 2 1 0

4 3 2 1 0

0 0
0 0
0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

k k k k k

k k k k

k k k

a a a a a
a a a a

a a a

a a a
a a a a
a a a a a

λ
λ

λ

λ
λ

0
0 0
0 0

0
0
λ

+ + − −

+ + −

+ +

− + +⎛ ⎞
⎜ ⎟+ − +⎜ ⎟
⎜ ⎟+ −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟+ −
⎜ ⎟

+ + −⎜ ⎟
⎜ ⎟+ + −⎝ ⎠

 (6) 

 

我们只要证明 kD 的特征值都是 1k+D 的特征值，且 1k+D 还有另一特征值 ，则引理得

证。考察矩阵(6)，将所有的列加到最后一列，于是新的行列式最后一列元素都为

2 ( )k a b c+ +

2 ( )k a b c λ+ + − 。

将它作为一个因子提出去，此时矩阵的最后一列元素都为1，再从第一行起，用前一行减后一行，直

到最后一行，则矩阵变为 

  (7) 

2 2 2

1 1 1

2 2

1 3 1

2 4 0 2

4 3 2 1

0 0
0 0
0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

k k k k k

k k k

k k k

a a a a a
a a a

a a a

a a a
a a a a
a a a a

λ λ
λ λ

λ

λ λ
λ

+ + −

+ − +

+ +

− − + −⎛ ⎞
⎜ ⎟− − +⎜ ⎟
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− − − +
⎜ ⎟

− − −⎜ ⎟
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

0
0 0
0 0

0
0
1

再对矩阵(7)右乘矩阵 

( 4) ( 4)

1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 1 k k+ × +

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

则可得 

( 4) ( 4)

0
* 1

k

k k

λ

+ × +

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

D I
          

于是我们有 1det( ) det( )(2 ( ) )k
k k a b cλ λ+ − = − + + −D I D I λ 。由归纳假设知， 1k+D 的特征值为

。证毕。 { 2( ) 4( ) 2 (ka b c a b c a b c a b c a b c, , , + + , + + , + + , , + + )}
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A Class of Curve Subdivision Schemes with Several Parameters 
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Abstract: A class of convergent difference schemes with several parameters is proposed. According to the 
relationship between the subdivision scheme and its difference scheme and the sufficient condition for  
continuity, we can devise curve subdivision schemes with arbitrary order continuity. By setting appropriate 
parameters, some classical curve subdivision schemes such as the Chaikin’s scheme, the cubic B-spline 
scheme and 4-point interpolating scheme can be obtained. A -continuous asymmetric 3-point 
interpolating scheme is also presented to model asymmetric limit curves. Furthermore, the property of the 
linear combination of the difference schemes of the same order is analyzed, which can help to devise more 
convergent curve subdivision schemes with several parameters.  
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