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第七章 振动

§7.1 简谐振动 熟练掌握一维简谐振动的动力学方程及
周期、频率、圆频率、相位、初位相的概念；了解简谐振
动的矢量表示和复数表示。

§7.2 阻尼振动 了解阻尼振动的动力学方程及欠阻尼、
过阻尼和临界阻尼三种运动状态 。

§7.3 受迫阻尼振动 了解受迫阻尼振动的稳定态和共振
的概念，了解品质因数的意义。

§7.4 谐振动的合成 掌握同方向、同频率简谐振动的合
成；同方向、不同频率的简谐振动的合成；互相垂直简谐
振动的合成。



2

§7.1 简谐振动

一. 小幅单摆

将单摆小幅度地拉离平衡位置。

取自然坐标系。考虑切向运动

sinmgam t 

其中
l

dt

Sd

dt

dv
at 

2

2

切向动力学方程  singl 

当 时， ，有0  sin 0 
l

g

这种形式的方程称为谐振方程，常写为

02

0  

其中 ，固有频率，由系统本身决定。
l

g
0

mg

T


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谐振方程的两个特解是 和 。二阶常微
分方程的通解是两个特解的线性组合

t0sint0cos

)cos(sincos 000201)(   tAtAtAt

其中两个参量A，0由初始条件给出。

若 时， ，代入（1），得到0t 0,0     

（1）

)cos(,0, 00)(0 tA t             
0

若 时， ，代入（1），得到0t a    ,0

)
2

3
cos(,

2

3
, 0

0

)(

0











 t

aa
A t          

0

对一个弹簧振子，可以写出相似的方程 0 x
m

k
x

其解
m

k
tAx  000 ),cos(    
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二.  简谐振动的描述

某物理量 ，随时间简谐变化，
三特征量（要素）全面描述其状态。

)cos( 00)(   tAa t

1º 频率和周期：

频率0表示变化的快慢。周期T是完成一次振动的时
间，

0

2




T

2º 振幅：

振幅A表示变化的幅度。振动能量。

3º 位相和初位相：

决定瞬时状态和变化趋势的特征量。位相
差反映两个量之间的关系。 0叫初位相，在同频情形更
重要。

00  t
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三.  谐振的能量

单摆为例。动能
22 )(

2

1

2

1
lmmvEk 

势能

)0(,
2

1

)
2

(sin2)cos(

2

2










    mgl

mglllmgEp

所以，总机械能

2
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2
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1

mglA

tmglAtAml

mglmlEEE pk











守恒。等于摆至最高点的重力势能。
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同样可以得到，弹簧振子的机械能
2

2

1
kAE 

动能和势能的平均值是总能量之半。

,
2
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  ,

2
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E
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kk  

四.  谐振的其它表示

1º 旋转矢量法

简谐量
可以用平面极坐标中的一个旋转
矢量 表示。其长度等于振幅，
与极轴的夹角等于位相。其极轴
方向投影是简谐量的瞬时值。

)cos( 00)(   tAa t

A


O x

y



t+0

A

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2º 复数法

对于复杂运算，更常用的是复数法。

复数 ，其复指数形式中模和幅角，
对应复平面中矢量 的长度和夹角。

jAebjaA 
~

A


当 时，以上成为旋转矢量和复简谐00   t
)( 00

~  


tj
AeA

其模和幅角对应于振幅和位相，其实部是瞬时值。

)cos()
~

Re( 00   tAA

另外也常将振幅和初位相合写为复振幅形式 。
其中包含了简谐量中主要的两个要素。

0

0

~ j
AeA 
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§7.2 阻尼振动

实际的振动系统存在阻尼，耗散能量，例如油中的振子
系统。

低速下，阻尼力 ，动力学方程为xhf 

0 kxxhxm  写为 02 2

0  xxx  

m

k
0其中 固有频率， 阻尼因子。

m

h

2


将试探解 代入方程，得
tjeAx ~



0)2(
~ 2

0

2   jeA tj

有非零解的充要条件是
tjeA ~ 02 2

0

2   j

得到 22

0   j

对0与的三种关系，出现三种实际情况。
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一. 0>，欠阻尼
22

0  ,   j

通解是以上两解的线性组合

)
~~

( 21)(

tjtjt

t eAeAex   

实际的物理解应是实数解。上式中 、 满足复共轭

时，

1

~
A 2

~
A

je
A

AA
2

~~ *

21 

)cos()(    tAex t

t

是方程的物理解。 A和由初始条件
决定。

振幅按 衰减，经无穷长时间
衰减为零。

tAe 



10

二.  0<，过阻尼
2

0

2  ,   rrjj若阻尼很大，有
tt

t
rr eAeAx
)(

2

)(

1)(

 


偏离平衡位置的距离按指数衰减，无法完成一次振动。

三.  0=，临界阻尼

情况介于上述两者之间，与过阻尼相似，但阻尼较小，
将在较短的时间内趋向平衡点。
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critical damping

     
0
==0.3 underdamping



=0.3, =0.03

overdamping



=0.3, =0.5
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Damped free oscillation
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§7.3 受迫阻尼振动

以上讨论的是自由振动。若振动中受外力作用，并外力
作功，称受迫振动。若外力是恒定的，则影响不大，只是
平衡位置改变。

考虑随时间周期性变化的策动力 。一般
地，系统存在自由振动和受迫振动的叠加。

)cos( 00  tF

若系统存在阻尼。暂态过程：自由振动能量耗散，被衰

减；受迫振动由外力补充能量趋于稳定。稳态：仅剩与外
力同频的简谐受迫振动。以下考虑稳态响应。

一.  稳态响应

动力学方程 )cos( 00   tFkxxhxm 

)cos(2 0
02

0   t
m

F
xxx 

物理上稳态解是同频振荡，因此方程两边是同频简谐量。
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方程两边分别是复简谐的实部。同频复简谐相等的充要条
件是其实部相等。方程变为复简谐方程

tjtj eAAex  ~~ )(  
及位移的复数形式 ，代入上式，得到

策动力的复数形式
tjtjjtj

eFeeFeFF 

00

)(

0

~~
00 



m

F
xxx

~
~~2~ 2

0  

tjtj e
m

F
eAj  02

0

2

~
~

)2( 

解得

)(

2/122222

0

0

2

0

2

0 0

]4)[()2(

~
~ 











j
e

m

F

mj

F
A

)
2

(  ,
]4)[( 22

0

1

2/122222

0

0






 



 tg

m

F
A
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所以，稳态受迫振动 )cos( 0)(   tAx t

二.  共振与带宽

考虑振幅、位相随频率变化。

22

0

0
max

2  


m

F
A

在 时，振幅极大
22

0 2 

共振宽度=2-1

2

max,

2

2

1
21

AA 

 2计算可得

由

阻尼越小，频宽越窄。
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三.  能量关系和品质因数

稳态情形下，系统动能和势能分别是（取0=0）

)(cos
2

1

2

1

),(sin
2

1

2

1

22

0

22

2222









tmAkxE

tmAxmE

p

k 

（机械能不守恒）

考虑系统平均能量

)(
4

1

4

1

4

1

11

2

0

222

0

222  

 


mAmAmA

dtE
T

dtE
T

EEE
Tt

t p

Tt

t kpk

可以看到在一个周期内，策动力作功与阻力作功抵消。
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策动力功率 )sin()cos(0)(   tAtFxFPt 

阻力功率 )(sin22 222

)(
  tAmxxmP

tf 

平均功率 22

0 ,sin
2

1
 AmPAFP f    

将A、代入，可以得到 0 fPP

品质因数










4

)(

4

)(
2

2

0

2

22

2

0

22 










Am

mA

TP

E
Q

表示效率。共振下，

0 




2
0Q

相对频宽

Q

12

00











（频率选择性）
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§7.4 谐振动的合成

一.  同方向，同频率

设质点同时参加两个振动，

)cos(),cos( 222111   tAxtAx   

则合成是同频简谐振动   )cos(21   tAxxx

其中的A， 可以通过三角运算获得。

用矢量法合成方便而直观。

由几何关系得到



















2211

22111

2121

2

2

2

1

coscos

sinsin

,)cos(2








AA

AA
tg

AAAAA

x

y

O



 1A


 2A


 A

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Composition of oscillations
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out-of-phase

 

 

 

parallel directions, same frequencies
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二.  同方向，异频率

设 )cos(),cos( 22221111   tAxtAx   

从矢量图看，合成矢量的大小随时间周期性变化，可以
看作振幅作周期性改变，称为拍，变化频率称为拍频。

拍频

21

21

2
fff 








在A1＝A2的简单情形，通过三角运算

  )
22

cos()
22

cos(2 21212121
21

 






 ttAxxx
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Composition of oscillations

parallel directions, different frequencies

=0.5, 0.85

 

t (arb. units)

=0.5, 0.55
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三.  互相垂直简谐振动的合成

设同频率 )cos(),cos( yyxx tAytAx     

消去时间，可以得到轨道方程

)(sin)cos(
2 2

2

2

2

2

yxyx

yxyx AA

xy

A

y

A

x
   

一般情形是椭圆。也可以出现直线、正椭圆和圆。

若频率稍有差别，轨道会按以上顺序动态变化。
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若频率有简单的整数比
例关系，也可以得到稳定
的封闭合成运动轨道。称
为李萨如图形。
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Composition of oscillations

perpendicular directions, 

same frequencies

x=y,  x-y=/4 x

y

1

1
1

2

2
2
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Composition of oscillations

perpendicular directions, different frequencies

Simple Lissajous figures for various frequency ratios, from Koenig's Acoustic 

Catalogue, 1865.
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http://jxzy.ustc.edu.cn/tcpe/read.aspx

http://jxzy.ustc.edu.cn/tcpe/read.aspx

