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提纲： 

1. 符号书写及其含义： 

2. 数、函数及其性质： 

A. 复数 

B. 常用函数 

C. 函数的性质 

D. 函数之间的关系 

E. 函数的展开 

3. 微分方程 

4. 微分方程组 

5. 偏微分方程 

6. 积分变换及其反演 

7. 积分 

8. 数值方法 

软件： 

Matlab：长于数值计算，尽量采用矩阵运算，减少 for 循环 

               《高等应用数学问题的 Matlab 求解》薛定宇、陈阳泉，清华大学出版社 2004 

Mathematica：长于符号运算，可以得到许多标准数学函数，Series[f,{x,0,5}]; FunctionExpand[f] 

1. 符号书写及其含义： , ; , ; , ; , ; , 2, , ,o O x u aσ δ χ μ π α ∂  

符号 名称 TeX 用法  

≡  恒等于 \equiv 定义  

=  等于 = 赋值  

≈  

=�  

约等于 

近似于 

\approx 

\doteq 
近似 

有效数字，P244 数量级

13 10 3 10n nA−⋅ < ≤ ⋅  

~ 渐近于 \sim 渐近  

∝  正比于 \propto 量级  

→  趋近于 \to 趋近  

2. 数、函数及其性质： 

A. 复数：求解形同 2 1 0x + = 一类的方程遇到的问题 

虚数： 1i = − ，复数： z x iy= + ，共轭复数： *z z x iy= = −  
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复数的模： 2 2| |z z z x y= = + ，复数的辐角： Arg arg 2 ,z z n nπ= + ∈]  

复数的辐角主值： arg ( , ), tan /z y xϕ π π ϕ= ∈ − =   

B. 常用函数 

i. 指数函数和对数函数 

cos sinixe x i x= +  (1748 年，复数的欧拉公式)    cosh sinhxe x x= +  

ln ln | | argz z i z= + ，Ln ln | | Argz z i z= +  

特别地， 1 0ie π + = (欧拉公式) ， Ln (ln1 Arg ) / 2 2 ,i i i i i i ni e e e nπ π+ − −= = = ∈]  

ii. 三角函数： ( )1
2

sin ix ix

i
x e e−= −        ( )1

2
cos ix ixx e e−= +  

iii. 双曲函数： 2(sinh ) cosh , (cosh ) sinh , (tanh ) 1/(cosh )x x x x x x′ ′ ′= = =  

( )
( )

1
2
1
2

sinh sh

cosh ch

tanh th sh / ch

x x

x x

x x e e

x x e e

x x x x

−

−

= = −

= = +

= =

   

1 1 2

1 1 2

1 1 1 1
2 1

arsinh sinh sh ln( 1 )

arcosh cosh ch ln( 1), 1

artanh tanh th ln , | | 1x
x

x x x x

x x x x x

x x x

− −

− −

− − +
−

= = = + +

= = = ± − ≥

= = = <

 

iv. Fresnel 积分： 

2 2 2

0 0 02 2 2
S( ) sin ; C( ) cos ; C( ) S( ) exp( )

x x x
x t dt x t dt x i x i t dtπ π π= = + =∫ ∫ ∫  

特别地，S( ) C( ) 1/ 2∞ = ∞ =  

v. 误差函数和补余误差函数： 

2 2

0

2 2erf( ) ; erfc( ) 1 erf( )
x t t

x
x e dt x x e dt

π π
∞− −= = − =∫ ∫  

特别地， erf( ) 1; erfc( ) 0∞ = ∞ =  

vi. Euler 函数  

11 1 1

0 0
( ) ; B( , ) (1 ) ( ) ( ) / ( )x t x yx t e dt x y t t dt x y x y

∞ − − − −Γ = = − = Γ Γ Γ +∫ ∫  

2 1 / 2

0

1 1 1
2 2 2

( 1) ( ), 0; ( 1) !; ( ) (1 ) ;
sin

2 1(2 ) ( ) ( ); (1/ 2) ; sin cos ( , )
2

x
n m n m

x x x x n n x x
x

x x x x xdx
π

π
π

π
π

−
+ +

Γ + = Γ > Γ + = Γ Γ − =

Γ = Γ Γ + Γ = = Β∫
 

C. 函数的性质 

i. 函数的极限：L’Hospital 法则 
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若
0 0

lim ( ) 0, lim ( ) 0
x x x x

f x g x
→ →

= = ，则
0 0

( ) ( )lim lim
( ) ( )x x x x

f x f x
g x g x→ →

′
=

′
 

若
0 0

lim ( ) , lim ( )
x x x x

f x g x
→ →

= ∞ = ∞，则
0 0

( ) ( )lim lim
( ) ( )x x x x

f x f x
g x g x→ →

′
=

′
 

例如： ( ) ( ) ( )1ln 1ln 1 1

0
lim 1 1 lim lim

tx x x t
x x t

x e e e
++

→±∞ →±∞ →
+ = = =  

(P.92)对于有限的m和 N m>> ，有 

( ) ( )
2

2 2
2

/ 2
/ 22 2 2 2 / 21 1

m N
N N m m Nm N m N e

−
− −⎡ ⎤− = − =⎢ ⎥⎣ ⎦

 

( ) ( )
2

2/ 2/ 2 / 21 1
m Nm N m m Nm N m N e± ±⎡ ⎤± = ± =⎣ ⎦

 

ii. 函数 ( )f x 的极值： 

极大值
( ) 0
( ) 0

f x
f x
′ =⎧

⎨ ′′ <⎩
；极小值

( ) 0
( ) 0

f x
f x
′ =⎧

⎨ ′′ >⎩
 

iii. 
( , )

( , ) 0
z f x y
x y
=⎧

⎨Φ =⎩
的条件极值： 

构造辅助函数 ( , ) ( , ) ( , )F x y f x y x yλ= + Φ  

求解
0 0
0 0

F x f x x
F y f y y

λ
λ

∂ ∂ = ∂ ∂ + ∂Φ ∂ =⎧ ⎧
⇒⎨ ⎨∂ ∂ = ∂ ∂ + ∂Φ ∂ =⎩ ⎩

，其中λ为 Lagrange 因子 

D. 函数之间的关系（注意规范符号书写） 

0

0

0

0

0

( ) ( ( )),0
( ) ( ( )),( )lim

1 ( ) ~ ( ),( )
( ) ( ( )),

x x

f x o g x x x
f x O g x x xAf x
f x g x x xg x

g x o f x x x

→

= →⎧
⎪ = →⎪= ⎨ →⎪
⎪ ∞ = →⎩

远小于

同量阶

等价量

远大于

          

 

E. 函数的展开 

i. 二项式展开：
0

!
( )

!( )!

n
n n m m

m

n
a b a b

m n m
−

=
+ =

−∑  

ii. Maclaurin 展开：
∞

=
= ∑

( )

0

(0)
( )

!

k
k

k

f
f x x

k
 

iii. Taylor 展开：
( )

0
0

0

( )
( ) ( )

!

k
k

k

f x
f x x x

k

∞

=
= −∑  
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          渐近展开式 

2 3
0 1 2 3

0 1 0

2 20 0

0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) 1
1 1( ) ( ,0); ( ) lim ( , )
1!

( , )1 1 1 1 1( ) lim lim ( , ) ( , )
2! 2! ( )

...

e.g. ( ) , ( ) ( ,0)

f x a x a x a x a x

a x f x a x f x

f xda x f x f x
d

a x f x

εε

ε
εε εε ε

ε δ ε δ ε δ ε δ ε

ε
δ

ε δε ε
δ ε δ δ δ δ

δ ε ε

→

→ →

= + + + + <<

= =
′

′′⎛ ⎞⎛ ⎞= = −⎜ ⎟⎜ ⎟′ ′ ′ ′ ′⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= =

"

1 2
1; ( ) ( ,0); ( ) ( ,0);
2!

a x f x a x f xε εε= = "

 

渐近级数展开： 

[ ]

( )

2 3
0 1 2 3

(0)
0

(0) (0)
1 0

2 0

( ( ), )

( (0),0)
1( ) lim ( ( ), ) ( ) ( ( ), ) (0)
1!

( ( ), ) ( ) ( ( ), ) ( ) ( ( ), ) ( )1( ) lim
2! ( ( ), ) ( ) ( ( ), )

x x

xx x x

x

f x a a a a

a f x f

a x f x x f x f x f

f x x f x x f x x
a x

f x x f x

ε εε

ε

ε
ε εε

ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε ε ε ε ε
ε ε ε ε ε

→

→

= + + + +

= =

′ ′= + = +

′ ′ ′′+ +⎡
= ⎢ ′+ +⎣

"

( )2(0) (0) (0) (0)1 (0) 2 (0) (0)
2!

...

xx x xf x f x f x fε εε

⎤
⎥
⎦

⎡ ⎤′ ′ ′′= + + +⎣ ⎦

 

P53 

2 3
0 1 2 3( ( ), ( ), )f x y a a a aε ε ε ε ε ε= + + + +"  

 
∞

=
= = + + + + +∑ 2

0

1 11 ( )
! 2 ! !

n
x n n

n

xe x x x o x
n n

, | | 1x <<  (Maclaurin) 

0 0 2 30
0 0 0

0

( ) 1 1[1 ( ) ( ) ( ) ]
! 2! 3!

n
x xx

n

x xe e e x x x x x x
n

∞

=

−
= = + − + − + − +∑ "  (Taylor) 

α α α α α αα − − − ++ = + + + + +2( 1) ( 1) ( 1)
(1 ) 1 ( )

2! !
n nn

x x x x o x
n

, | | 1x <<  

∞
−

=
+ = − = − + − + − <∑

2 3 4 5
1

1
ln(1 ) ( 1) , | | 1

2 3 4 5

n
n

n

x x x x xx x x
n

 

∞
−

=

−+ = + + − = + − + − + − ≤∑
2 3 4 5

1

2

(2 3)!! 5 7
1 1 ( 1) 1 , | | 1

2 (2 )!! 2 8 16 128 256
n n

n

nx x x x x x
x x x

n
∞

+

=

−= = − + − + −
+∑

3 5 7 9
2 1

0

( 1)
sin

(2 1)! 6 120 5040 362880

m
m

m

x x x xx x x
m
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∞

=

−= = − + − + −∑
2 4 6 8

2

0

( 1)
cos 1

(2 )! 2 24 720 40320

m
m

m

x x x x
x x

m
 

3. 微分方程：
( )( , , ,..., ) 0nF x y y y′ =  

i. 可分离变量方程： 

1 1
1 1 2 2

2 2

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 0
( ) ( )
f x g yf x g y dx f x g y dy dx dy C
f x g y

+ = ⇒ + =∫ ∫  

ii. 齐次方程： 

 一阶： ( )( ) / , ( ) 0dy yF u y x u F u dx xdu
dx x

= ⇒ = − + = ，可分离变量 

 二阶：

( )

1 1 2 1 2
1

( ) ( ) 0 ( ) ( ) ( )
( )

p t dt
ey p x y q x y y x c y x c y x dx
y x

−∫
′′ ′+ + = ⇒ = + ∫  

 二阶常系数： 1 22
1 20 0, ( ) k x k xy py qy k pk q y x c e c e′′ ′+ + = ⇒ + + = = +  

iii. 线性方程： 

 一阶： 
( ) ( )

( ) ( ) ( )
p x dx p x dxdy p x y q x y e q x e dx C

dx
− ⎡ ⎤∫ ∫+ = ⇒ = +⎢ ⎥⎣ ⎦∫  

常数变易法：线性齐次方程 ( ) 0dy p x y
dx

+ = 的解
( )p x dx

y Ae
−∫= ，线性方程的解

( )
( )

p x dx
y A x e

−∫= 代入方程可得
( )

( ) ( )
p x dx

A x q x e dx C∫= +∫  

 二阶： 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y p x y q x y f x y x c x y x c x y x′′ ′+ + = ⇒ = + ，常数

变易法， 1 1 1 1 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y x c x y x c x y x c x y x c x y x′ ′ ′ ′ ′= + + + ，为了在继续求

微商时不出现系数函数的高阶微商，令 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 0c x y x c x y x′ ′+ = （限制条件），

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )y x c x y x c x y x′ ′ ′= + ， 

1 1 1 1 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y x c x y x c x y x c x y x c x y x′′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′′= + + + ，代入微分方程： 

( )
( )

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

c x y x p x y x q x y x

c x y x p x y x q x y x
c x y x c x y x f x

′′ ′+ +

′′ ′+ + +

′ ′ ′ ′+ + =

，则 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )c x y x c x y x f x′ ′ ′ ′+ =  

例如：

1

( ) 0, ( ) 0
y y x
y y ππ

−′′⎧ + =
⎨ ′= =⎩

，常数变易法： 1 2( ) ( )sin ( ) cosy x c x x c x x= +  
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1 1 1
1 2 1

1 1
1 2 2

2 2

cos( )( )sin ( ) cos 0 ( ) cos
sin( )cos ( )sin ( ) sin ( )

x

x

tc x dt Cc x x c x x c x x x t
tc x x c x x x c x x x c x dt C
t

π

π

−

− −

⎧ = +⎪′ ′+ = ′⎧ =⎧ ⎪ ⎪⇒ ⇒⎨ ⎨ ⎨′ ′− = ′ = −⎪⎩ ⎪⎩ = − +
⎪⎩

∫

∫
 

iv. 不显含未知量的方程： 

( ) ( ) ( 1)
1( , ) 0 ( ), ( ), ( ) ( ) ,...n n nF x y x t y t y t t dt Cϕ ψ ψ ϕ− ′= ⇒ = = = +∫  

v. 不显含自变量的方程： 

( ) ( 1) ( 1)

( 1) ( )
( 1) ( )

1

( ) , ( ) ...
( , ) 0 ( )( ), ( ), ,...

( )

n n n

n n
n n

y f y z y z f z
F y y ty t y t x dt C

t
ϕϕ ψ
ψ

− −

−
−

′⎧⇒ = ⇒ = = ⇒
⎪= ⇒ ′⎨ = = = +⎪
⎩

∫
 

( 2) ( ) ( ) ( 2) ( 2) 2( , ) 0 ( ) , ( ) 2 ( ) ...n n n n nF y y y f y z y d z f z dz− − − ′= ⇒ = ⇒ = = ⇒  

例如 P51：
2

2 ( )d r f r
dt

= ，不显含自变量的方程，可以在方程的两边同乘于 2 dr
dt

，

则： 

左边为

22

22 dr d r d dr
dt dt dt dt

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，右边为
( )2 ( ) 2dr dF rf r

dt dt
=  

因此

2

12 ( )dr F r C
dt

⎛ ⎞ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

，现在是一个可分离变量方程，易得结果。 

再如 P19：

2
2( )

( )002

( ) 84 ( ) (1 )
(0) (0) 0

V z
V z

d V z GG e dV z edz dzV V

β
βπ ρπ ρ

β

−
−

⎧
=⎪ ⎛ ⎞⇒ = −⎨ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪ ′= =⎩

 

因为
( )

0( ) V zz e βρ ρ −= 即
0

1( ) lnV z ρ
β ρ

= − ，所以

2
2

0
( ) 8 ( )d z G
dz
ρ π β ρ ρ ρ⎛ ⎞ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

2
2

0 04(1 ) , , 2d z z G
dz
ρ ρ ρ ρ ρ ρ π ρ β⎛ ⎞ = − = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

2 1d
dz
ρ ρ ρ= − − ，

2 1
d dzρ

ρ ρ
− =

−
，

1 11 ln
2 1 1

z Cρ
ρ

+ −
= +

− −
， 0C =  

artanh 1 zρ− = ， ( ) ( )2 2sech coshz zρ −= =  

( ) 21 1 2( ) ln ln cosh ln coshV z z zρ
β β β

−= − = − =  
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4. 微分方程组： 1 2( , , ,..., ), 1, 2,...,i i ny f x y y y i n′ = =  

线性齐次方程组：
1

, 1, 2,...,
n

i ij j
j

y a y i n
=

′ = =∑  

令
kx

i iy Ae= ，则
1

n

i ij j
j

kA a A
=

=∑ 即 ( )
1

0
n

ij ij j
j

a k Aδ
=

− =∑ 则 0ij ija kδ− = ，特征方程 

通解：
1

j
n

k x
i j j

j
y c A e

=

=∑  

5. 偏微分方程：
1 21 2 1 2

1 2 1 2

( , ,..., , , , ,..., ),
n

m

n nmm m
n

y y yF x x x y m m m m
x x x x x
∂ ∂ ∂

= + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

"
"

 

分离变量：例如齐次波动方程：
2 2

2
2 2

u ua
t x

∂ ∂
=

∂ ∂
 

令 ( , ) ( ) ( )u x t X x T t= ，则
2( ) ( ) ( ) ( )X x T t a X x T t′′ ′′= 即 2

( ) ( )
( ) ( )

T t X x
a T t X x

λ
′′ ′′

= −�  

2( ) ( ) 0
( ) ( ) 0

T t a T t
X x X x

λ
λ

′′⎧ + =
⎨ ′′ + =⎩

，其中λ受到边值条件的限制 

积分变换：例如轴对称调和方程：

2

2 0u ur
r r z
∂ ∂ ∂⎛ ⎞ + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

令 00
( , ) ( ) ( , )u z rJ r u r z drξ ξ

∞
= ∫ ，因为

2
00
( ) ( , )urJ r r dr u z

r r
ξ ξ ξ

∞ ∂ ∂⎛ ⎞ = −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫  

所以
2

2
2

( , ) ( , ) 0 ( , ) ( ) ( )z zu z u z u z A e B e
z

ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ −∂
− = ⇒ = +

∂
 

则 00
( , ) ( ) ( , )u r z J r u z dξ ξ ξ ξ

∞
= ∫  

6. 积分变换及其反演： 

0 0
( ) ( ) ( , ) ; ( ) ( ) ( , )f fI s f t K s t dt f t I s H s t ds

∞ ∞
= =∫ ∫  

若 ( , ) ( , )H s t K s t= ，则称 ( , )K s t 为 Fourier 核。 

A. Fourier 余弦变换： 

∫∫
∞∞

==
00

)cos()(2)(;)cos()(2)( ααα
π

α
π

α dxFxfdxxxfF cc
 

B. Fourier 正弦变换： 
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0 0

2 2( ) ( )sin( ) ; ( ) ( )sin( )s sF f x x dx f x F x dα α α α α
π π

∞ ∞
= =∫ ∫  

C. Fourier 变换： 

∫∫
∞

∞−

−∞

∞−
== αα

ππ
α αα deFxfdxexfF xixi )(

2
1)(;)(

2
1)(

 

∫ ∫∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

+−∞

∞−

∞

∞−

+ == ηξηξ
ππ

ηξ ηξηξ ddeFyxfdxdyeyxfF yxiyxi )()( ),(
2
1),(;),(

2
1),(

 
D. ν 阶 Hankel 变换： 

0 0
( ) ( ) ( ) ; ( ) ( ) ( )H s tf t J st dt f t sH s J st dsν ν

∞ ∞
= =∫ ∫  

E. Laplace 变换及其反演： 

0

1( ) ( ) ; ( ) ( )
2

ist st

i
F s f t e dt f t F s e dt

i
σ

σπ
∞ + ∞−

− ∞
= =∫ ∫  

F. 梅林变换： 

1

0

1( ) ( ) ; ( ) ( )
2

is s

i
M s f t t dt f t M s t ds

i
σ

σπ
∞ + ∞− −

− ∞
= =∫ ∫  

G. 有限 Fourier 余弦变换： 

)cos()(2)0(1)(;)cos()()(
1

0
nxnffxfdxnxxfnf

n
ccc ∑∫

∞

=

+==
ππ

π

 
H. 有限 Fourier 正弦变换： 

)sin()(2)0(1)(;)sin()()(
1

0
nxnffxfdxnxxfnf

n
sss ∑∫

∞

=

+==
ππ

π

 
7. 积分： 

A. 定积分：Riemann 和的极限：
max{ } 0

( ) lim ( )
i

b
i ixa i

f x dx f xξ
Δ →

= Δ∑∫  

B. Stieltjes 积分(P201): ( )g x 在区间[a,b]上无奇异点，则： 

( )ξ +Δ →
= −∑∫ 1max{ } 0

( ) ( ) lim ( ) ( ) ( )
i

b
i i ixa i

f x dg x f g x g x  

C. 分部积分： udv u v vdu= ⋅ −∫ ∫        ( )u v u v u v′ ′ ′⋅ = ⋅ + ⋅∵  

D. Dirichlet 积分：
0

sin
2

x dx
x

π∞
=∫  

E. Fresnel 积分： 2 2

0 0

1sin cos 2
4

x dx x dx π
∞ ∞

= =∫ ∫  
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8. 数值方法： 

A. Newton 迭代：  

i. 非线性方程： ( ) 0f x =  

ii. 迭代格式：
1 ( )

( )

k
k k

k

f xx x
f x

+ = −
′

 

iii. 思想源于 Taylor 展开 0 0 00 ( ) ( ) ( )( )f x f x f x x x′≡ ≈ + −  

B. Newton- Raphson 迭代： 

i. 非线性方程组： 1 2( , ,..., ) 0, 1, 2,...,i Nx x x i NΦ = =  

ii. 迭代格式：
11 ,k k k k

i i ij j ij i jx x J J x
−+ ⎡ ⎤= − Φ = ∂Φ ∂⎣ ⎦  

C. 最小二乘法：(习题 P182.6) 

i. 问题提法：已知数据点 ( ), , 1,...,i ix y i N= ，线性拟合： y a bx= +  

ii. 矛盾方程组：

1 1 1 11
... ... ... ...

1N N N N

y a bx x y
a
b

y a bx x y

= +⎧ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫
⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⇔ =⎨ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎩ ⎭⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥= + ⎣ ⎦ ⎩ ⎭⎩

 

iii. 
1 1

1 1

1
1 ... 1 1 ... 1

... ... ...
... ...

1N N
N N

x y
a

x x x xb
x y

⎡ ⎤ ⎧ ⎫
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎪ ⎪⎢ ⎥ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎩ ⎭⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎩ ⎭

 

iv. 
2
i i

i ii i

N x ya
x ybx x

⎡ ⎤ ⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎪ ⎪=⎢ ⎥ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦

∑ ∑
∑∑ ∑

  i.e. 

1

2
i i

i ii i

N x ya
x yb x x

−
⎡ ⎤ ⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎪ ⎪= ⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎪ ⎪⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦

∑ ∑
∑∑ ∑

 

拟合
bxy ae= ，改写 ln lny a bx= +  

思考：
2y a bx cx= + +  


