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摘 要

摘摘摘 要要要

在微纳米尺度下，材料的表面形貌和表面相互作用极大地影响了材料的接

触行为。本文对连续介质接触力学模型作了进一步推广和补充，研究了具有任

意表面形状和任意表面相互作用的轴对称弹性体的轴向吸附接触问题，其目的

是提高完全自洽模型的实用性和Maugis模型的有效性。

对于具有任意表面形状和任意表面相互作用的轴对称弹性体，我们建立了

表征表面变形和表面相互作用的协调关系以及载荷—位移关系，得到了无摩擦

和无相对滑动两种情况下的完全自洽模型。为便于数值计算，我们将协调关系

写成不含位移的形式，即写成以表面中心间距作为控制参数的形式，并将其无

量纲化。我们发现，在无摩擦和无相对滑动两种情况下，协调关系和载荷—位移

关系分别具有相同的无量纲形式，只是表征材料性质和表面形状的无量纲参数

ϑ的定义有所不同。该参数在无相对滑动情况下是其在无摩擦情况下的 1 − β2

倍，其中 β为Dundurs常数。我们同时研究了二维无摩擦正向吸附接触问题，并

建立了相应的自洽模型。

本文对完全自洽模型的数值计算方法进行了改进和规范，通过这一努力

将有望改善该理论模型不实用的状况。采用自适应网格技术提高了计算效率

和精度。采用表面中心间距控制法得到了完整载荷—位移曲线，该方法首先为

Greenwood所采用，它不需要处理解分歧的情况，我们进一步将协调关系改写

成不含位移的形式更加方便了这种控制方法的使用。采用 Riemann-Stieltjes积

分，从本质上消除了 Greenwood提到的奇异点的影响，避免了近似积分的处理，

进一步简化了数值求解过程。采用 Newton-Raphson迭代方法加快了收敛速度，

提高了迭代效率，并分析了 Attard和 Parker采用松弛法给出错误结果的可能原

因。

将完全自洽模型应用于具有幂次型表面和 Lennard-Jones作用势的轴对称

问题。结果表明突跳行为是实际问题中采用位移控制模式引起的。我们发现表

面摩擦对变形起抑制作用。我们定义了扩展 Tabor数 µ，并发现了对于任意有效

的形状指数 n存在从 JKR-n到 Bradley-n的扩展MYD转变。

本文还将 Maugis模型推广到具有任意有效的表面形状和任意形式的表面

吸附作用的轴对称问题，得到了广义 Maugis模型，研究了表面形状和表面吸

附作用对接触模型的不同贡献。使用 Dugdale势近似表面吸附作用得到了广义
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M-D模型，在两个极端的条件下分别得到了广义 JKR模型和广义 DMT模型。

将广义M-D模型应用于具有幂次型的表面，得到了M-D-n模型，并给出了拔出

力从 JKR-n到 DMT-n的转变情况。基于M-D-n模型，对 Johnson-Greenwood

吸附图进行了推广，进而建立了以转变参数 Λ、无量纲载荷 P̃ 和形状指数 n为

轴的三维吸附图，指出了各近似理论模型的适用范围。

在近球体吸附接触的M-D模型中，粘着应力 σ0通常被取为理论应力 σth以

匹配完全自洽模型。这种作法过于随意，而文献中也没有其它更好的方案。本

文在推广模型的基础上给出了一个更为合理的方案，即以近似模型和精确模型

在刚性极限下拔出力一致这一条件来确定粘着应力 σ0 的值。我们首先讨论了

具有幂次型表面的轴对称弹性体以 Dugdale势近似 Lennard-Jones作用势的吸

附接触问题，给出了粘着应力 σ0的新的建议值为 k(n)∆γ/z0，其中系数 k(n)与

形状指数 n相关，∆γ 为吸附能，z0为两个平行半空间的平衡间隔。特别地，在

近球体 n = 2的情况下，新的建议值可以被确定为 0.588∆γ/z0 (
.
= 0.573σth)。使

用该值的M-D模型与使用 Maugis建议的理论应力 σth (
.
= 1.026∆γ/z0)给出的

结果相比，在载荷—位移曲线、JKR-DMT转变、表面变形分布和表面压强分

布等方面都更吻合于完全自洽模型的结果。这对于其它任意有效的形状指数 n

也有同样的结论。我们还给出了对应于更一般形式的 Lennard-Jones作用势的

粘着应力 σ0。最后，我们研究了理想球体和弹性半空间之间以 Dugdale势近似

Lennard-Jones作用势的吸附接触问题。

关键词：吸附，接触，完全自洽模型，广义Maugis模型，拔出力，三维吸附图，

粘着应力
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ABSTRACT

Abstract

In the micro/nano scale, the surface profile and surface interaction play an

important role in the contact behavior of materials. The normal adhesive contact

problem of arbitrary axisymmetric elastic objects with an arbitrary surface ad-

hesive interaction is studied in this thesis. The continuum models for mechanical

contacts are extended and supplemented to enhance the practicability of the full

self-consistent model (FSCM) and the validity of the Maugis model.

For the arbitrary axisymmetric elastic objects with an arbitrary surface ad-

hesive interaction, the surface deformation–interaction consistent relation and the

load–displacement relation are derived and the FSCM is established under the

frictionless or non-slipping condition. For convenience in numerical calculation,

we rewrite the consistent relation with the surface central gap, instead of the dis-

placement, as the control parameter. The two dimensionless relations under the

non-slipping condition are found to be same as those under the frictionless con-

dition, respectively, except the definition of a dimensionless parameter ϑ, which

characterizes the material properties and surface shape. This parameter under

the non-slipping condition is 1−β2 times as that under the frictionless condition,

where β is the Dundurs constant. The two-dimensional FSCM is also studied,

but unfortunately the displacement can’t be determined.

The full self-consistent numerical calculation based on a specific interaction

model is further improved in several aspects. First, a variable-spacing technology

is designed to improve the computational efficiency and accuracy. Second, a sur-

face central gap control, which is the simplest one without the necessity of dealing

with the solution bifurcation, is used to derive the full load–displacement curve

as firstly used by Greenwood. Third, a Riemann-Stieltjes integral is employed to

avoid the singularity pointed out by Greenwood. Fourth, the relaxation method

that may lead to errors is replaced by a Newton-Raphson method to accelerate

convergence and improve the efficiency of iterations. Through these improve-

ments, the FSCM will be applied more effectively.

The FSCM is applied to the case of a power-law shape function and the

· iii ·



微纳米吸附接触力学模型的研究

Lennard-Jones (L-J) potential. The numerical results show that the jumping-on

and jumping-off are due to the displacement control in practice. It is shown

that the surface friction restrains the deformation. An extended Tabor number

µ is defined and a transition from the extended Johnson-Kendall-Roberts (JKR)

model to the extended Bradley model, named as an extended Muller-Yushchenko-

Derjaguin (MYD) transition, is found.

The Maugis model is extended to that of arbitrary effective axisymmetric

elastic objects with an arbitrary surface adhesive interaction. Based on the Dug-

dale model, a generalized Maugis-Dugdale (M-D) model is derived. Under two

limit conditions, it is simplified to the generalized JKR model and the general-

ized Derjaguin-Muller-Toporov (DMT) model, respectively. The generalized M-D

model is applied to the case of a power-law shape function and a continuous tran-

sition from the extended JKR model to the extended DMT model is found in this

extended M-D model for an arbitrary shape index n. Based on the extended M-

D model, a three-dimensional Johnson-Greenwood adhesion map is constructed

with coordinates of the transition parameter Λ, the dimensionless load P̃ and the

shape index n.

In the original M-D model, the step cohesive stress σ0 is arbitrarily chosen to

be the theoretical stress σth to match that of the L-J potential. An alternative and

more reasonable one is proposed in this thesis. Using the Dugdale approximation

to match the L-J potential in the adhesive contact of axisymmetric elastic objects

in power-law is first discussed. A relation of the identical pull-off force at the rigid

limit is required for the approximate and exact models. With this requirement,

the stress σ0 is found to be k(n)∆γ/z0, where k(n) is a coefficient, n shape index,

∆γ the work of adhesion and z0 the equilibrium separation. Hence we have

σ0
.
= 0.588∆γ/z0 (

.
= 0.573σth), especially for n = 2. The prediction of the pull-off

forces using this new value shows surprisingly better agreement with the MYD

transition than that using σth
.
= 1.026∆γ/z0 and this is true for other values of

shape index n. And then, for a more general relationship of the L-J potential, the

step cohesive stress σ0 is also presented. Finally, a similar discussion is carried

out in the adhesive contact between an ideal sphere and a half-space.

Keywords: adhesion, contact, full self-consistent model, generalized Maugis

model, pull-off force, three-dimensional adhesion map, cohesive stress
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主主主要要要符符符号号号列列列表表表

E∗ 等效弹性模量 (= (1/E∗
1 + 1/E∗

2)
−1) Equivalent elastic modulus

E∗∗ 等效弹性模量 (= E∗/(1− β2)) Equivalent elastic modulus

Ei 杨氏模量 Young modulus of Solid i

E∗
i 等效弹性模量 (= Ei/(1− ν2

i )) Equivalent elastic modulus of Solid i

H(r) 表面间距 Surface gap

H0 表面中心间距 Surface central gap

KI I型应力集中因子 Mode I stress intensity factor

P 载荷 /接触力 Load / Contact force

Q 形状参数 Shape parameter

R 等效半径 Equivalent radius

R0 参考半径 Reference radius

a 接触半径、接触半宽度 Contact radius / Half-width of contact

c 有效作用半径 Effective radius of action

f(%) 表面形状函数 Surface shape function

g(%) 表面吸附作用函数 Surface adhesive interaction function

h(r) 表面间隔 (= H(r) + z0) Surface separation

h0 有效作用程 Effective range of action

k(n) 系数 (= σ0/(∆γ/z0)) Coefficient

m 无量纲参数 (= c/a) Dimensionless parameter

n 形状指数 Shape index

p(r) 表面压强 /接触压强 Surface pressure / Contact pressure

p∗(h) 表面压强 Surface pressure

p0 参考压强 Reference pressure

ps(H) 表面压强 Surface pressure

r 半径 Radius

ur, uz 变形分量 Deformation components

z(r) 表面形状函数 Surface shape function
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第第第一一一章章章 绪绪绪论论论

1.1 材材材料料料表表表面面面效效效应应应对对对接接接触触触行行行为为为的的的影影影响响响

材料在微/纳米尺度下越发彰显出其神奇的性能和新颖的应用，这极大地

促进了信息技术 “更小、更快、更低廉”的产业化发展，小型化是纳米科学技术

发展的一个重要推动力 [1]。随着尺度的减小，比表面积增大，材料的表面效应

显著地影响其力学行为 [2]。一方面，基于连续介质假设的传统力学没有考虑材

料实际表面形貌以及物体间表面力的影响，从而无法做出合理的解释。另一方

面，建立在由 Schrödinger方程控制的量子力学 (quantum mechanics, QM)基础

上的化学键理论的成功应用极大地发展了纳米力学 (nanomechanics, NM)，这不

仅是对传统连续介质力学 (continuum mechanics, CM)的挑战，更是对牛顿力学

基础的挑战。然而 “自下而上”的定量研究在数学上存在着极大的困难，表现在

大型计算方面往往束手无策，尽管随着计算机的发展有望突破这一束缚，但是

在现有的条件下 “自上而下”的研究仍吸引着人们的广泛兴趣。经过力学工作

者的努力，在传统连续介质力学的基础上考虑尺度效应和表面效应的影响已经

取得了极大的进展，从而显示出了从牛顿力学基础建立微/纳米力学的可能性。

微/纳米力学已经成为当今力学研究的前沿和发展趋势。正如诺贝尔物理奖获得

者 Rohrer教授所指出的，“人类正在迎接纳米力学新时代”，“力学，特别是纳米

力学 (在当代科技中)的整体重要性将和微电子相媲美” [1]。

自然界有许多有趣的现象，如昆虫吸附在物体表面 [3, 4]，壁虎在垂直壁面

上甚至在天花板上行走 [5–7]，细胞吸附探针或其它细胞 [8]，噬菌体侵染大肠杆

菌，绒毛除尘等。这些现象都不能为传统的 Hertz接触理论 [9, 10]所解释，因

为传统接触理论考虑两个弹性体在外力作用下相互接触时，没有考虑材料表

面效应对接触性能的影响。为此已经在连续介质力学的基础上发展出了诸多

可以考虑材料表面效应的接触力学模型 [11–21]。然而这些模型无一例外地采

用了近球形假设，这在应用上存在着很大的局限性。因而人们也已经就一些特

殊表面形状扩展了相关的接触力学模型，如考虑到原子力显微镜 (atomic force

microscope, AFM) [22]的针尖形状、纳米压痕仪的压头形状 [23]、生物附着体的

形状 [24]，幂次型的轴对称表面被广泛采用。除表面形貌外，表面的吸附、摩擦、

磨损、浸润等也是影响表面接触行为的重要因素，每考虑一种因素都会导致问

题变得更加复杂。单就吸附作用而言，它可能源自不同的物理机理，种类繁多，
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如氢键、毛细力、静电荷力、van der Waals力以及其它种类的 “化学”力等 [2]。

接触模型从定量上研究了材料的接触性能，无论对实验获取材料参数，还是对

指导材料设计 [25]都很有帮助。

1.2 吸吸吸附附附接接接触触触理理理论论论模模模型型型的的的发发发展展展和和和存存存在在在的的的问问问题题题

1.2.1 经经经典典典接接接触触触理理理论论论模模模型型型

1882年，Hertz [9]首次研究了两个弹性球体正向无摩擦接触问题，他假设

接触区外部不存在相互作用，而接触区内部的表面压强关于半径 r的分布为椭

圆形的：

p(r) =
2E∗

πR

√
a2 − r2, r 6 a, (1.1)

式中，a为接触半径，R为等效半径，E∗为等效弹性模量，如图 1.1的点划线所

示。Hertz进而计算出了接触体的弹性变形和相互作用力，建立了 Hertz接触模

型，从而开创了接触力学的历史 [10]。在许多宏观接触问题中，经典的Hertz模型

得到了广泛的应用，然而大量的实验研究表明，随着接触尺度的减小，接触体表

面间的吸附作用不能再忽略 [26, 27]。1971年，Johnson等 [11]采用能量方法建立

了第一个考虑吸附作用的接触模型，即著名的 JKR (Johnson-Kendall-Roberts)

模型。如图 1.1的点线所示，JKR模型的表面压强为：

p(r) =
2E∗

πR

√
a2 − r2 −

√
2∆γE∗a

π(a2 − r2)
, r 6 a, (1.2)

式中，∆γ 为吸附能。实际上，Maugis 和 Barquins [12] 证实该模型采用了应

力在接触区边缘奇异的假设，它对应于在接触区边缘存在 I型应力集中因子

KI =
√

2∆γE∗。1975年，Derjaguin等 [13]假设吸附作用不会进一步改变接触体

的轮廓，而仍保持为 Hertz变形时的轮廓，不过吸附作用会导致载荷的下降，从

而建立了另一个著名的吸附接触模型，即 DMT (Derjaguin-Muller-Toporov)模

型。然而该模型并不能满足表面变形和相互作用的协调条件 [28]，尽管后来他们

又发展了积分表面吸附作用的直接 “力”法，建立了 IDMT (improved DMT)模

型 [14]，但改进的模型仍未能满足协调条件 [15]。

关于 JKR和 DMT拔出力的不同曾引起了极大的争议 [28–32]，这在 Tabor

数的引入后得到了澄清。Tabor数 µ被解释为吸附引起的弹性变形量和表面力

的有效作用程的比值，即定义为：

µ =
(
R∆γ2/E∗2z3

0

)1/3
, (1.3)
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式中，z0为两平行半空间的平衡间隔 [33]。实际上，JKR模型适用于 Tabor数较

大的情况，即软材料或强吸附，而 DMT模型适用于 Tabor数较小的情况，即硬

材料或弱吸附。

M-D

actual

M-D

JKR

Hertz

图 1.1: Hertz、JKR和M-D模型的接触压强分布 [34, 35]

Fig. 1.1: Contact pressure distributions of the Hertz, JKR

and M-D models [34, 35].

这两个吸附接触模型在许多领域得到了广泛的应用和扩展。如利用 AFM

测量材料参数 [36]并同 JKR模型 [37–39]或 DMT模型 [40]预测的结果相比较，

不过在测量拔出力时这两个模型也常被误用 [41]。又如 JKR理论已经被进一

步拓展到椭球体接触问题 [42]、二维无滑动接触问题 [43–45]、具有弹性覆层的

接触问题 [46, 47]、多层弹性系统的接触问题 [48]、粘弹性接触问题 [49, 50]等

研究。Shull [51]在 2002年使用 ISI Web of Science统计了从 1982年到 2000年

JKR模型的原始论文 [11]的被引用率情况，统计结果在后十年显示出了戏剧性

的增长。我们进一步统计了从 1990年以来各吸附接触模型的原始论文的年引用

情况，如图 1.2所示。我们发现 JKR模型的原始论文 [11]的年引用率仍在持续

地增长，DMT模型的原始论文 [13]的年引用率总体上也呈现增长的趋势，虽不

及前者的发展势头。然而稍后发展起来的吸附接触模型相应的情况与这两者相

比却逊色不少，正是这一现象促使我们开展了本文的相关工作。

1.2.2 自自自洽洽洽接接接触触触理理理论论论模模模型型型

1977年，实验物理学家 Tabor [28]注意到 DMT模型不满足表面变形和相

互作用的协调关系，进而指出应根据接触力学原理使变形的形状协调于表面分

布力。实际上，如何正确表征表面变形和表面相互作用的协调关系是接触力学

· 3 ·
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图 1.2: 1990年以来各吸附接触模型原始文献的年引用率统计情况

Fig. 1.2: Number of yearly citations to the original papers corresponding to the

adhesive contact models since 1990, as collected from the ISI Web of Science

(available at http://isiknowledge.com) and similarly done by Shull [51] in 2002.

的核心问题。Tabor的想法促使自洽模型迅速地发展起来，吸附接触理论模型的

研究进入了一个新的时期。1979年及次年，Hughes和White [16–18]相继建立

了完全自洽模型 (full self-consistent model, FSCM)和受约自洽模型 (restricted

self-consistent model, RSCM)，然而他们使用的求解方法过于复杂，很难加以推

广和应用。从图 1.2可见，在所统计的论文里完全自洽模型的论文 [16]的引用率

是最低的，而且没有任何增长的趋势。另外受约自洽模型 [18]并未正式发表在

杂志上，所以我们未对它进行统计，事实上它已经完全被下一节将要介绍的理

论模型 [21]所取代了。1980年，Muller等 [19, 20]独立于 Hughes和White的工

作 [16, 17]也建立了完全自洽模型，但Muller等采用了可以较为方便地推广和

应用的数值计算方法，其中他们采用了 Lennard-Jones作用势 [19]或更一般形式

的 Lennard-Jones作用势 [20]来表征材料的表面相互作用，如图 1.3 (a-d)的细实

线所示。该模型也常被称为MYD (Muller-Yushchenko-Derjaguin)模型，但考虑

到该模型的数值计算方法已经经过多次改进 [52–55]，在本文中我们将不准备采

用这一称呼，而宁愿以 “MYD”这一术语专指MYD转变，即拔出力从 JKR模

型过渡到 Bradley模型。自洽模型是连续介质力学范畴下最具准确性的理论模

型，遗憾的是它不能进行显式求解，而需要借助复杂的数值计算才能给出结果，

因而缺乏实用性，致使引用率不高。从图 1.2可见，Muller等的论文 [19]的年引

用率确实不高，变化也比较平缓，相关的应用如最佳吸附表面接触问题 [56]、近

· 4 ·
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椭球体吸附表面接触问题 [57]等。如果提供更为方便的数值计算方法将有助于

改善该模型的实用性，我们发现在现有的数值计算方法 [52–55]中仍有某些方面

可以加以改进，因此本文的一个任务是进一步改进和规范完全自洽模型的数值

计算方法 [58]。
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图 1.3: 各接触模型的表面压强随表面间隔的变化情况

(图中细实线为实际作用势，如 Lennard-Jones作用势) [59, 60]

Fig. 1.3: Variation of surface pressure with surface separation for the (a) Hertz,

(b) JKR, (c) DMT and (d) M-D models. (The light solid curve corresponds to

the actual potential, for example the Lennard-Jones potential.) [59, 60]

1.2.3 Maugis接接接触触触理理理论论论模模模型型型

二十世纪九十年代，断裂力学概念的引入对于吸附接触模型来说是一次重

大的飞跃。1992年，Maugis [21]基于 Dugdale势近似表面吸附作用，并使用应

力非奇异条件和 Griffith关系建立了近球体吸附接触的半解析理论模型，它避

免了复杂的自协调迭代计算，但给出了从 JKR到 DMT的一致转变，其转变参

数 (称为Maugis数)定义为：

λ = σ0

(
9R/2π∆γE∗2)1/3

. (1.4)

式中，σ0 为粘着应力。该模型被称为Maugis-Dugdale (M-D)模型，它的接触压

强为：

p(r) =





2E∗

πR

√
a2 − r2 − 2σ0

π
arctan

√
c2 − a2

a2 − r2
, r 6 a,

− σ0, a 6 r 6 c,

(1.5)
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如图 1.1的实线所示。图 1.3给出了上述各接触模型的表面压强随表面间隔的

变化情况，并与实际作用势 (如 Lennard-Jones作用势)进行了比较。由图可见

M-D模型采用的 Dugdale势也是比较粗糙的 [34]。

1997年，Johnson和 Greenwood [34]基于 M-D模型建立了以 Maugis数 λ

(或 Tabor数 µ)和无量纲载荷 P/πR∆γ 为坐标轴的双参数吸附图，如图 1.4所

示，该图指出了各近似模型 (Hertz、Bradley、DMT、JKR和M-D模型)的有效

适用范围。2004年，Shi和 Zhao比较了各吸附接触模型，并研究了无量纲载荷

参数的影响 [61]。从图 1.2统计结果可见，M-D模型的原始文章 [21]的年引用率

有明显的增长趋势，这表明 M-D模型有良好的应用前景，如将 M-D模型扩展

到具有幂次型表面的轴对称体的接触问题 [23, 62]、振荡载荷下的粘弹性吸附接

触问题 [63]、粗糙表面弹塑性吸附接触问题 [64, 65]、具有毛细吸附的接触问题

[66]、二维无滑动接触问题 [43]等的研究。
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图 1.4: Johnson-Greenwood吸附图 [34]

Fig. 1.4: Johnson-Greenwood adhesion map [34].

1998年，Barthel [67]将 Maugis模型推广到更为一般的表面相互作用，以

线性、二次和指数等近似作用势为例进行讨论，发现从 JKR到 DMT的转变对

作用势的具体形式并不敏感。同年，Greenwood和 Johnson [68]还采用双 Hertz

型近似表面压强分布作了讨论，结果显示它与 M-D模型有同样效果。从这些

研究中可以发现对于Maugis模型采用什么样的近似作用势可能不是那么重要，

因为该模型有效地近似考虑了表面变形与表面相互作用的协调关系，而加深对

Dugdale势的认识将有利于在实际问题中确定材料参数。然而在M-D模型中粘

着应力 σ0 并不是一个容易确定的材料参数。在 Maugis的论文 [21]中，为匹配
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Lennard-Jones作用势，粘着应力 σ0被取为理论应力 σth
.
= 1.026∆γ/z0，它对应

于 λ
.
= 1.157µ。这种取法过于随意 [34]，不过文献中也没有其它更好的建议 [68]。

实际上采用这样简单的作用势是不可能存在精确的粘着应力 σ0 使之匹配于给

定的作用势 [53]，那么如何有效的加以近似将有助于提高该模型的有效性，因此

我们将在这个方面做些有意义的尝试 [69]。

1.3 本本本文文文工工工作作作目目目的的的和和和简简简介介介

本研究首先将完全自洽模型和Maugis模型分别加以推广，使之能够适用于

具有任意表面形状和任意表面相互作用的轴对称弹性体的轴向吸附接触问题，

然后着重解决如何确定粘着应力 σ0这一重要参数的问题，使之能够更好地应用

于实际问题。在理论推导方面从一般到特殊，并通过应用实例加深理解。

第二章作为后续接触问题研究的理论基础，介绍并使用积分变换的方法推

导了弹性半空间轴对称问题在边界上给定切向应力、在边界的某个圆域内给定

正向位移和在圆域外给定正向应力的混合边值条件下的解，并就纯应力和无摩

擦两种特殊的边界条件分别进行了简化。

在第三章中，利用弹性轴对称半空间在纯应力边界条件下的解，研究了两

个具有任意表面形状和任意相互作用的轴对称弹性体的轴向吸附接触问题。在

无摩擦和无相对滑动两种情况下分别建立了完全自洽模型，并归结到了相同的

无量纲形式，进而在控制方式、迭代方法和数值积分等方面对数值计算方法进

行了改进和规范。将该一般理论应用到幂次型表面形状和 Lennard-Jones作用

势的问题，计算得到了完整的载荷—位移曲线，讨论了摩擦在接触过程中的作

用，并研究了拔出力等重要参数。本章最后研究了二维正向无摩擦吸附接触问

题。

在第四章中，对于任意有效的表面形状和任意形式的表面吸附，利用弹性

轴对称半空间在无摩擦边界条件下的解，并利用应力非奇异条件和 Griffith关

系，研究了两个轴对称弹性体的无摩擦轴向吸附接触问题，建立了广义Maugis

模型。将一般理论应用到特殊的吸附作用和特殊的表面形状，给出了使用方便

的理论式子，并深入讨论了具有幂次型表面的情况。

在第五章中，为了使Maugis模型尽可能地匹配给定作用势下的完全自洽模

型，我们将以推广的接触模型为基础，从一般化的角度对Maugis模型补充了一

个关系式，从而给出粘着应力 σ0的新的建议值。进而讨论了具有幂次型表面的

轴对称弹性体接触中采用 Dugdale势分别近似匹配 Lennard-Jones作用势和更

加一般化的 Lennard-Jones作用势的问题，还讨论了理想球体和半空间接触中
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采用 Dugdale势近似匹配 Lennard-Jones作用势的问题。

第六章对全文的研究工作进行总结，并指出进一步工作的发展方向。
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第二章 弹性半空间轴对称问题

第第第二二二章章章 弹弹弹性性性半半半空空空间间间轴轴轴对对对称称称问问问题题题

2.1 引引引言言言

弹性半空间轴对称变形问题的解是轴对称弹性体吸附接触模型的理论基

础。在经典的连续介质接触理论中往往假定接触体的表面理想光滑 [10]，因而可

以不考虑接触体表面间的摩擦对接触行为的影响，以至于在求解半空间问题时

可以直接忽略边界上的切向应力。本章将边界上任意形式的切向应力纳入弹性

半空间的轴对称变形问题中，介绍并采用积分变换的方法求解一类应力和位移

的混合边值问题。

弹性轴对称问题的解可以表示成Boussinesq-Galerkin解、Papkovich-Neuber

解、Muki解、Love解等多种形式 [70–73]。这些解在许多著作都有介绍，如 Sned-

don的著作 [71]介绍了Muki解，Gladwell的著作 [72]介绍了 Papkovich-Neuber

解，Maugis的著作 [73]介绍了 Love解，将其中任意一种形式和半空间的边界条

件联立即可进一步确定弹性半空间轴对称变形问题的解。弹性半空间混合边值

问题首先为 Boussinesq [74]所研究，他考虑的特殊情况是刚性的平头圆柱和半

空间的接触问题。随后，许多特殊情况都得到了研究 [75, 76]，我们不准备罗列

各种特殊情况的解，因为采用积分变换的方法可以很规范地推导出相应的解。

采用积分变换求解数学物理偏微分方程，是由 D’Alembert、Daniel Bernoulli和

Euler在十八世纪中叶引进的分离变量法所奠基的 [72]。求解半空间问题通常采

用 Hankel变换的方法，这或许是由 Harding和 Senddon [77]首次引进的 [72]。实

际上，Hankel变换是多维 Fourier变换转换到极坐标下的形式 [72]，它可以很方

便地处理轴对称问题。

本章首先介绍弹性轴对称问题的基本方程和 Love解，并介绍使用 Hankel

变换求解半空间轴对称问题的方法，然后在此基础上推导含有切向应力的混合

边值问题，最后就纯应力和无切向应力两种边界条件的情况分别进行简化。

2.2 弹弹弹性性性半半半空空空间间间轴轴轴对对对称称称问问问题题题简简简介介介 [71–73]

2.2.1 弹弹弹性性性轴轴轴对对对称称称问问问题题题的的的基基基本本本方方方程程程

在柱坐标系 (r, θ, z)中，如图 2.1，轴对称问题的变形场、应变场和应力场都

只取决于径向坐标 r和轴向坐标 z。对于弹性体 i的无体力静态轴对称问题，它
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的微元有如下基本方程 [71–73]。

z

)(i

z

)(i

r
)(i

)(i

rz

)(i

zr
r

r

O

图 2.1: 柱坐标系下轴对称变形体的微元的应力分量 [73]

Fig. 2.1: The stress components of a small volume element of an

axisymmetrically deformed solid in a cylindrical coordinate system [73].

(1) 应力平衡方程：




∂σ
(i)
r

∂r
+

∂τ
(i)
rz

∂z
+

σ
(i)
r − σ

(i)
θ

r
= 0

∂τ
(i)
rz

∂r
+

∂σ
(i)
z

∂z
+

τ
(i)
rz

r
= 0

(2.1)

(2) 几何方程：



ε(i)
r =

∂u
(i)
r

∂r
, ε

(i)
rθ = 0,

ε
(i)
θ =

u
(i)
r

r
, ε(i)

rz =
1

2

(
∂u

(i)
r

∂z
+

∂u
(i)
z

∂r

)
,

ε(i)
z =

∂u
(i)
z

∂z
, ε

(i)
θz = 0,

(2.2)

(3) 本构关系：




ε(i)
r =

[
σ(i)

r − νi

(
σ

(i)
θ + σ(i)

z

)]
/Ei, ε

(i)
rθ = (1 + νi) τ

(i)
rθ /Ei,

ε
(i)
θ =

[
σ

(i)
θ − νi

(
σ(i)

z + σ(i)
r

)]
/Ei, ε(i)

rz = (1 + νi) τ (i)
rz /Ei,

ε(i)
z =

[
σ(i)

z − νi

(
σ(i)

r + σ
(i)
θ

)]
/Ei, ε

(i)
θz = (1 + νi) τ

(i)
θz /Ei,

(2.3)
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或者




σ(i)
r = λiε

(i) + 2µiε
(i)
r , τ

(i)
rθ = 2µiε

(i)
rθ ,

σ
(i)
θ = λiε

(i) + 2µiε
(i)
θ , τ (i)

rz = 2µiε
(i)
rz ,

σ(i)
z = λiε

(i) + 2µiε
(i)
z , τ

(i)
θz = 2µiε

(i)
θz ,

(2.3′)

式中，体积应变 ε(i) = ε
(i)
r + ε

(i)
θ + ε

(i)
z ，杨氏模量 Ei，泊松比 νi，以及 Lamé常数

λi = Eiνi/ [(1 + νi)(1− 2νi)]和 µi = Ei/2(1 + νi)。

(4) 应力形式的协调方程：




∇2σ(i)
r − 2

r2

(
σ(i)

r − σ
(i)
θ

)
+

1

1 + νi

∂2

∂r2
Θ(i) = 0,

∇2σ
(i)
θ +

2

r2

(
σ(i)

r − σ
(i)
θ

)
+

1

1 + νi

∂

r∂r
Θ(i) = 0,

∇2σ(i)
z +

1

1 + νi

∂2

∂z2
Θ(i) = 0,

∇2τ (i)
rz −

1

r2
τ (i)
rz +

1

1 + νi

∂2

∂r∂z
Θ(i) = 0,

(2.4)

式中，应力第一不变量 Θ(i) = σ
(i)
r + σ

(i)
θ + σ

(i)
z ，柱坐标系下的 Laplace算子

∇2 =
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

∂2

∂z2
.

该协调方程也称为柱坐标系下不计体力的 Beltrami-Michell方程，它是通过将本

构关系代入应变形式的协调方程并利用平衡方程得到的。

2.2.2 弹弹弹性性性轴轴轴对对对称称称问问问题题题的的的 Love解解解

弹性轴对称问题的解有多种形式，本文采用 Love解 [70]的形式。引入 Love

应力函数 Φi(r, z)，它满足双调和方程：

∇2∇2Φi = 0. (2.5)

应力场可以表示为：



σ(i)
r (r, z) =

∂

∂z

(
νi∇2Φi − ∂2Φi

∂r2

)
,

σ
(i)
θ (r, z) =

∂

∂z

(
νi∇2Φi − 1

r

∂Φi

∂r

)
,

σ(i)
z (r, z) =

∂

∂z

[
(2− νi)∇2Φi − ∂2Φi

∂z2

]
,

τ (i)
rz (r, z) =

∂

∂r

[
(1− νi)∇2Φi − ∂2Φi

∂z2

]
,

(2.6)
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位移场可以表示为：





2µiu
(i)
r (r, z) = − ∂2Φi

∂r∂z
,

2µiu
(i)
z (r, z) = 2(1− νi)∇2Φi − ∂2Φi

∂z2
.

(2.7)

2.2.3 使使使用用用 Hankel变变变换换换求求求解解解半半半空空空间间间轴轴轴对对对称称称问问问题题题

双调和方程 (2.5)可以通过使用 Hankel变换求解 [73]。

首先将 Φi(r, z)的零阶 Hankel变换定义为 ΦH
0,i(ξ, z)，即写作：

H0[Φi(r, z); r→ξ] = ΦH
0,i(ξ, z). (2.8)

进而可以导出 ∇2Φi(r, z) 的零阶 Hankel 变换 (参见 Gladwell 著作 [72] 的式

(5.6.20)或Maugis著作 [73]的式 (2.72))：

H0[∇2Φi(r, z); r→ξ] =
(
D2

z − ξ2
)
ΦH

0,i(ξ, z), (2.9)

式中，Dz = ∂/∂z。在上式中，使用 ∇2Φi(r, z)替换 Φi(r, z)，并再次利用上述结

果可以得到：

H0[∇2∇2Φi(r, z); r→ξ] =
(
D2

z − ξ2
)2

ΦH
0,i(ξ, z). (2.10)

在这样的变换下，求解双调和方程 (2.5)等价于求解 ΦH
0,i(ξ, z)关于 z的常微分方

程：

(
D2

z − ξ2
)2

ΦH
0,i(ξ, z) = 0. (2.11)

该方程的一般解为：

ΦH
0,i(ξ, z) = (Ai(ξ) + Bi(ξ)ξz) e−ξz + (Ci(ξ) + Di(ξ)ξz) eξz. (2.12)

利用上述变换可以进一步把位移场和应力场表示出来 (参见 Maugis著作

[73]的式 (2.73-2.79))，位移场为：





2µiu
(i)
r = H1[ξDzΦ

H
0,i; ξ→r],

2µiu
(i)
z = H0[(1− 2νi)D

2
zΦ

H
0,i − 2(1− νi)ξ

2ΦH
0,i; ξ→r],

(2.13)
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应力场为：




σ(i)
r = H0[νiD

3
zΦ

H
0,i + (1− νi)ξ

2DzΦ
H
0,i; r]−

1

r
H1[ξDzΦ

H
0,i; ξ→r],

σ
(i)
θ = H0[νiD

3
zΦ

H
0,i − νiξ

2DzΦ
H
0,i; ξ→r] + r−1H1[ξDzΦ

H
0,i; ξ→r],

σ(i)
z = H0[(1− νi)D

3
zΦ

H
0,i − (2− νi)ξ

2DzΦ
H
0,i; ξ→r],

τ (i)
rz = H1[νiξD

2
zΦ

H
0,i + (1− νi)ξ

3ΦH
0,i; ξ→r].

(2.14)

考虑到在无穷远处应力都变成零，ΦH
0,i(ξ, z)的解 (2.12)重新写作：

ΦH
0,i(ξ, z) = (Ai(ξ) + Bi(ξ)ξz) e−ξz. (2.15)

它的 k阶导数为：

Dk
zΦ

H
0,i(ξ, z) = (−ξ)k (Ai − kBi + Biξz) e−ξz. (2.16)

代入位移场 (2.13)和应力场 (2.14)，有：




2µiu
(i)
r = −H1[ξ

2 (Ai −Bi + Biξz) e−ξz; ξ→r],

2µiu
(i)
z = −H0[ξ

2 (Ai + 2(1− 2νi)Bi + Biξz) e−ξz; ξ→r],
(2.17)

和 



σ(i)
r = −H0[ξ

3 (Ai − (1 + 2νi)Bi + Biξz) e−ξz; ξ→r]

+ r−1H1[ξ
2 (Ai −Bi + Biξz) e−ξz; ξ→r],

σ
(i)
θ = H0[2νiξ

3Bie
−ξz; ξ→r]

− r−1H1[ξ
2 (Ai −Bi + Biξz) e−ξz; ξ→r],

σ(i)
z = H0[ξ

3 (Ai + (1− 2νi)Bi + Biξz) e−ξz; ξ→r],

τ (i)
rz = H1[ξ

3 (Ai − 2νiBi + Biξz) e−ξz; ξ→r],

(2.18)

式中，函数 Ai(ξ)和 Bi(ξ)需要在特定的边界条件下才能确定出来。

2.3 混混混合合合边边边界界界条条条件件件下下下的的的解解解

本节利用积分变换进一步求解弹性半空间的这样一类混合边值问题，它在

边界上给定切向应力 τ
(i)
rz，而在半径为 a的圆域内给定正向位移 u

(i)
z ，在圆域外

给定正向应力 σ
(i)
z ，记作：





u(i)
z (r, 0) = wi(r), r 6 a,

σ(i)
z (r, 0) = σi(r), r > a,

τ (i)
rz (r, 0) = τi(r), r > 0.

(2.19)
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2.3.1 使使使用用用积积积分分分变变变换换换表表表示示示的的的形形形式式式解解解

在边界 z = 0上，由式 (2.17)和 (2.18)可得径向位移和正向位移分别为：





2µiu
(i)
r (r, 0) = −H1[ξ

2 (Ai −Bi) ; ξ→r],

2µiu
(i)
z (r, 0) = −H0[ξ

2 (Ai + 2(1− 2νi)Bi) ; ξ→r],
(2.20)

而正向应力和切向应力为：





σ(i)
z (r, 0) = H0[ξ

3 (Ai + (1− 2νi)Bi) ; ξ→r]

τ (i)
rz (r, 0) = H1[ξ

3 (Ai − 2νiBi) ; ξ→r]
(2.21)

我们记





αi(ξ) = −ξ3 (Ai(ξ) + (1− 2νi)Bi(ξ)) ,

βi(ξ) = −ξ3 (Ai(ξ)− 2νiBi(ξ)) ,
(2.22)

或者





Ai(ξ) = −ξ−3 (2νiαi(ξ) + (1− 2νi)βi(ξ)) ,

Bi(ξ) = −ξ−3 (αi(ξ)− βi(ξ)) .
(2.22′)

径向位移和正向位移可以写作：





2µiu
(i)
r (r, 0) = H1[ξ

−1 (2(1− νi)βi(ξ)− (1− 2νi)αi(ξ)) ; ξ→r],

2µiu
(i)
z (r, 0) = H0[ξ

−1 (2(1− νi)αi(ξ)− (1− 2νi)βi(ξ)) ; ξ→r],

或者写作：





E∗
i u

(i)
r (r, 0) = H1[ξ

−1 (2βi(ξ)− (1− ν∗i )αi(ξ)) ; ξ→r],

E∗
i u

(i)
z (r, 0) = H0[ξ

−1 (2αi(ξ)− (1− ν∗i )βi(ξ)) ; ξ→r],
(2.23)

式中，等效弹性模量 E∗
i = Ei/(1 − ν2

i ) = 2µi/(1 − νi) 和等效泊松比 ν∗i =

νi/(1− νi)。正向应力和切向应力写作：





σ(i)
z (r, 0) = −H0[αi(ξ); ξ→r],

τ (i)
rz (r, 0) = −H1[βi(ξ); ξ→r].

(2.24)
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定义函数 Φi(s)的 Fourier余弦变换1 和 Ψi(s)的 Fourier正弦变换分别对应

于函数 αi(ξ)和 βi(ξ)，记作：




αi(ξ) = Fc[Φi(s); s→ξ] =
√

2/π
∫∞

0
Φi(s) cos(ξs) ds,

βi(ξ) = Fs[Ψi(s); s→ξ] =
√

2/π
∫∞

0
Ψi(s) sin(ξs) ds.

(2.25)

这两个式子的两边分别同乘于 ξ−1，并作一阶 Hankel变换 (A.35)，进而利用积

分变换关系式 (A.45)和 (A.46)可得：

H1[ξ
−1αi(ξ); ξ→r] = r−1Fc[Φi(s); s→0]− r−1A2[sΦi(s); s→r],

H1[ξ
−1βi(ξ); ξ→r] = H1[ξ

−1Fs[Ψi(s); s→ξ]; ξ→r] = r−1A 1[sΨi(s); s→r].

同理，利用积分变换关系式 (A.43)和 (A.44)可得：

H0[ξ
−1αi(ξ); ξ→r] = H0[ξ

−1Fc[Φi(s); s→ξ]; ξ→r] = A1[Φi(s); s→r],

H0[ξ
−1βi(ξ); ξ→r] = H0[ξ

−1Fs[Ψi(s); s→ξ]; ξ→r] = A 2[Ψi(s); s→r].

因此，边界上的位移 (2.23)可以重新写作：





E∗
i u

(i)
r (r, 0) = 2r−1A1[sΨi(s); s→r]− (1− ν∗i )r

−1Fc[Φi(s); s→0]

+ (1− ν∗i )r
−1A2[sΦi(s); s→r],

E∗
i u

(i)
z (r, 0) = 2A1[Φi(s); s→r]− (1− ν∗i )A2[Ψi(s); s→r].

(2.26)

将式 (2.25)的两边同乘于 ξ，并分别进行分部积分可得：




αi(ξ)ξ = −Fs[Φ
′
i(s); s→ξ],

βi(ξ)ξ =
√

2/π Ψi(0) + Fc[Ψ
′
i(s); s→ξ],

(2.27)

其中，已取 Φi(∞) = Ψi(∞) = 0，这是由所有应力分量在无穷远处都趋于零的条

件决定的。将式 (2.27a)两边同乘于 ξ−1，并作零阶 Hankel变换 (A.35)，进而利

用积分变换关系式 (A.44)可得：

H0[αi(ξ); ξ→r] = −H0[ξ
−1Fs[Φ

′
i(s); s→ξ]; ξ→r] = −A2[Φ

′
i(s); s→r].

同理，对于式 (2.27b)，利用积分变换关系式 (A.45)，并考虑到 H1[ξ
−1; ξ→r] =

r−1以及 Fc[Ψ
′
i(s); s→0] = −

√
2/π Ψi(0)，可得：

H1[βi(ξ); ξ→r] = −r−1A2[sΨ
′
i(s); s→r].

1这里定义的函数 Φi(s)的符号 Φ采用斜体书写，区别于 Love应力函数 Φi(r, z)的符号 Φ采

用正体书写。
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因此，边界上的应力 (2.24)可以表示成：




σ(i)
z (r, 0) = A2[Φ

′
i(s); s→r],

τ (i)
rz (r, 0) = r−1A2[sΨ

′
i(s); s→r].

(2.28)

2.3.2 一一一类类类混混混合合合边边边界界界条条条件件件下下下的的的解解解

下面我们可以开始考虑在混合边界条件 (2.19)下的解。

对于 r > 0，联合式 (2.19c)和式 (2.28b)，我们有：

τ (i)
rz (r, 0) = r−1A2[sΨ

′
i(s); s→r] = τi(r), r > 0. (2.29)

利用 Abel逆变换 (A.41)，我们立即得到：

Ψ ′
i(s) = s−1A−1

2 [tτi(t); t→s] = −A2[(tτi(t))
′ ; t→s], s > 0. (2.30)

考虑到 Ψi(∞) = 0，我们对上式两边分别积分，并对右边交换积分顺序，整理

得：

Ψi(s) =
∫∞

s
A2[(tτi(t))

′ ; t→ρ] dρ =
√

2/π
∫∞

s
(tτi(t))

′ arccos(s/t) dt.

再考虑到 τi(∞) = 0，我们对上式进行分部积分，并利用 Abel变换 (A.40)，则

有：

Ψi(s) = −
√

2/π
∫∞

s

sτi(t)√
t2 − s2

dt = −sA2[τi(t); t→s], s > 0. (2.31)

对于 r > a，联合式 (2.19b)和式 (2.28a)，可得：

σ(i)
z (r, 0) = A2[Φ

′
i(s); s→r] = σi(r), r > a. (2.32)

同样利用 Abel逆变换 (A.41)，我们立即得到：

Φ′i(s) = A−1
2 [σi(t); t→s] = −DsA2[tσi(t); t→s], s > a, (2.33)

式中，Ds = ∂/∂s。考虑到 Φi(∞) = 0，上式积分可得：

Φi(s) = −A2[tσi(t); t→s] = −
√

2/π
∫∞

s

tσi(t)√
t2 − s2

dt, s > a. (2.34)

对于 r 6 a，联合式 (2.19a)和式 (2.26b)，可得：

2A1[Φi(s); s→r]− (1− ν∗i )A2[Ψi(s); s→r] = E∗
i wi(r), r 6 a. (2.35)

· 16 ·



第二章 弹性半空间轴对称问题

由式 (2.31)，上式左边第二项相关的 Abel变换可以写作：

A2[Ψi(s); s→r] = −A2[sA2[τi(t); t→s]; s→r]

= − 2

π

∫∞
r

∫∞
s

sτi(t)√
(s2 − r2)(t2 − s2)

dt ds

进一步交换积分顺序可得：

A2[Ψi(s); s→r] = − 2

π

∫∞
r

τi(t)
∫ t

r

s√
(s2 − r2)(t2 − s2)

ds dt

= −
∫∞

r
τi(t) dt. (2.36)

利用 Abel逆变换 (A.38)，我们有：

Φi(s) =
1

2
A−1

1 [E∗
i wi(t)− (1− ν∗i )

∫∞
t

τi(ρ) dρ; t→s], s 6 a,

或者写作：

Φi(s) =
1

2
E∗

i

(√
2/π w∗

i (0) + sA1[w
∗
i
′(t); t→s]

)
, s 6 a, (2.37)

式中，

w∗
i (t) = wi(t)− 1− ν∗i

E∗
i

∫∞
t

τi(ρ) dρ. (2.38)

这样我们得到函数 Φi(s)和 Ψi(s)分别为：

Φi(s) =





√
2/π φi(s), s 6 a,

√
2/π ϕi(s), s > a,

(2.39)

和

Ψi(s) =
√

2/π ψi(s), s > 0, (2.40)

其中，




φi(s) =
E∗

i

π

[
w∗

i (0) + s
∫ s

0

w∗
i
′(t)√

s2 − t2
dt

]
,

ϕi(s) = − 2

π

∫∞
s

tσi(t)√
t2 − s2

dt,

ψi(s) = − 2

π

∫∞
s

sτi(t)√
t2 − s2

dt.

(2.41)

将它们代入式 (2.26)和式 (2.28)可进一步导出边界上的径向位移 u
(i)
r (r, 0)、圆域

外的正向位移 u
(i)
z (r, 0)和圆域内的正向应力 σ

(i)
z (r, 0)，以及边界上的正向合力

Pi。以下我们逐一进行推导。
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(1) 边边边界界界上上上的的的径径径向向向位位位移移移

首先，我们利用附录的式 (A.56)的推导，可得：

A1[sΨi(s); s→r] =
∫ r

0

sψi(s)√
r2 − s2

ds = −r
∫∞

0
tτi(t)W

0
1,1(t, r) dt, r > 0,

式中，Weber-Schafheitlin型积分W 0
1,1(t, r)有多种表示形式，见式 (A.55)。其次，

我们可以得到：

Fc[Φi(s); s→0] =
∫ a

0
φi(s) ds +

∫∞
a

ϕi(s) ds,

其中将式 (2.41)代入并交换积分顺序整理得：

∫ a

0
φi(s) ds =

a

π
E∗

i w
∗
i (0) +

E∗
i

π

∫ a

0
w∗

i
′(t)
√

a2 − t2 dt,

∫∞
a

ϕi(s) ds = − 2

π

∫∞
a

tσi(t) arccos(a/t) dt.

最后，分两种情况讨论可得：

A2[sΦi(s); s→r] =





∫ a

r

sφi(s)√
s2 − r2

ds +
∫∞

a

sϕi(s)√
s2 − r2

ds, r 6 a,

∫∞
r

sϕi(s)√
s2 − r2

ds, r > a,

其中将式 (2.41)代入并交换积分顺序等操作后整理可得：

∫ a

r

sφi(s)√
s2 − r2

ds =
1

π
E∗

i w
∗
i (0)

√
a2 − r2+

E∗
i

π

∫ a

r

∫ s

0

s2w∗
i
′(t)√

(s2 − t2)(s2 − r2)
dt ds,

∫∞
a

sϕi(s)√
s2 − r2

ds = − 2

π

∫∞
a

tσi(t) arctan

√
a2 − t2

r2 − a2
dt,

∫∞
r

sϕi(s)√
s2 − r2

ds = −
∫∞

r
tσi(t) dt.

因此，将以上结果代入式 (2.26a)即得边界上的径向位移：

u(i)
r (r, 0) =

2

E∗
i r

∫ r

0

sψi(s)√
r2 − s2

ds− 1− ν∗i
E∗

i r

(∫ a

0
φi(s) ds +

∫∞
a

ϕi(s) ds
)

+
1− ν∗i
E∗

i r





(∫ a

r

sφi(s)√
s2 − r2

ds +
∫∞

a

sϕi(s)√
s2 − r2

ds

)
, r 6 a,

∫∞
r

sϕi(s)√
s2 − r2

ds, r > a.

(2.42)
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(2) 圆圆圆域域域外外外的的的正正正向向向位位位移移移

类似于上面的推导，我们可以得到：

A1[Φi(s); s→r] =
∫ a

0

φi(s)√
r2 − s2

ds +
∫ r

a

ϕi(s)√
r2 − s2

ds, r > a,

A2[Ψi(s); s→r] =
∫∞

r

ψi(s)√
s2 − r2

ds, r > 0,

其中,

∫ a

0

φi(s)√
r2 − s2

ds =
E∗

i

π
w∗

i (0) arcsin(a/r)+
E∗

i

π

∫ a

0
w∗

i
′(t) arctan

√
a2 − t2

r2 − a2
dt,

∫ r

a

ϕi(s)√
r2 − s2

ds = − 2

π

∫ r

a

∫∞
s

tσi(t)√
(r2 − s2)(t2 − s2)

dt ds,

∫∞
r

ψi(s)√
s2 − r2

ds = −
∫∞

r
τi(t) dt.

因此，由式 (2.26a)，我们有圆域外的正向位移为：

u(i)
z (r, 0) =

2

E∗
i

∫ a

0

φi(s)√
r2 − s2

ds +
2

E∗
i

∫ r

a

ϕi(s)√
r2 − s2

ds

− 1− ν∗i
E∗

i

∫∞
r

ψi(s)√
s2 − r2

ds, r > a. (2.43)

(3) 圆圆圆域域域内内内的的的正正正向向向应应应力力力

类似地，由式 (2.28a)，我们有圆域内的正向应力为

σ(i)
z (r, 0) =

∫ a

r

φ′i(s) ds√
s2 − r2

+
ϕi(a)− φi(a)√

a2 − r2
+

∫∞
a

ϕ′i(s) ds√
s2 − r2

, r 6 a, (2.44)

其中,

∫ a

r

φ′i(s)√
s2 − r2

ds =
E∗

i

π

∫ a

r

∫ s

0

(tw∗
i
′(t))′√

(s2 − r2)(s2 − t2)
dt ds,

∫∞
a

ϕ′i(s)√
s2 − r2

ds = − 2

π

∫∞
a

tσi(t)

r2 − t2

√
a2 − r2

t2 − a2
dt.
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(4) 边边边界界界上上上的的的正正正向向向合合合力力力

边界上的正向合力定义为：

Pi = −
∫∞

0
σ(i)

z (r, 0) 2πr dr. (2.45)

将式 (2.28a)代入上式，并交换积分顺序，可得：

Pi = −
∫∞

0
A2[Φ

′
i(s); s→r] 2πr dr = −2

√
2π

∫∞
0

Φ′i(s)s ds.

对上式采用分部积分，并考虑到 Φi(∞) = 0，可以得到：

Pi = 2
√

2π
∫∞

0
Φi(s) ds = 2π

∫ a

0
φi(s) ds + 2π

∫∞
a

ϕi(s) ds, (2.46)

其中利用交换积分顺序等数学运算可得：

2π
∫ a

0
φi(s) ds = 2aE∗

i w
∗
i (0) + 2E∗

i

∫ a

0
w∗

i
′(t)
√

a2 − t2 dt,

2π
∫∞

a
ϕi(s) ds = −4

∫∞
a

tσi(t) arccos(a/t) dt.

因此，我们得到了边界上的正向合力：

Pi = 2E∗
i

(
awi(0) +

∫ a

0
wi
′(t)
√

a2 − t2 dt
)
− 4

∫∞
a

tσi(t) arccos(a/t) dt

− 2(1− ν∗i )
(
a

∫∞
0

τi(ρ) dρ−
∫ a

0
τi(t)

√
a2 − t2 dt

)
. (2.47)

2.4 两两两种种种特特特殊殊殊的的的边边边界界界条条条件件件

2.4.1 纯纯纯应应应力力力边边边界界界条条条件件件

我们考虑的第一种特殊的边界条件是纯应力边界条件，它在边界上给定正

向应力和切向应力，记为：




σ(i)
z (r, 0) = σi(r), r > 0,

τ (i)
rz (r, 0) = τi(r), r > 0.

(2.48)

这个边界条件相当于把混合边界条件 (2.19) 中的 a 看作为零。由式 (2.34) 和

(2.31)，我们立即有：





Φi(s) = −A2[tσi(t); t→s] = −
√

2/π
∫∞

s

tσi(t)√
t2 − s2

dt, s > 0,

Ψi(s) = −sA2[τi(t); t→s] = −
√

2/π
∫∞

s

sτi(t)√
t2 − s2

dt, s > 0.

(2.49)
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而边界上的正向合力 (2.47)改写为：

Pi = −
∫∞

0
σi(t) 2πt dt, (2.50)

这个式子和将边界条件 (2.48a)直接代入定义式 (2.45)是一致的。边界上的径向

位移 (2.42)改写为：

u(i)
r (r, 0) = − 2

E∗
i

∫∞
0

tτi(t)W
0
1,1(t, r) dt +

1− ν∗i
E∗

i r

∫ r

0
tσi(t) dt, (2.51)

式中，Weber-Schafheitlin 型积分 W 0
1,1(t, r) 的各种表示形式参见附录的式

(A.55)。边界上的正向位移 (2.43)改写为2：

u(i)
z (r, 0) = − 2

E∗
i

∫∞
0

tσi(t)W
0
0,0(t, r) dt +

1− ν∗i
E∗

i

∫∞
r

τi(t) dt, (2.52)

式中，Weber-Schafheitlin型积分W 0
0,0(t, r)的各种表示形式参见附录的式 (A.53)，

相关的推导如附录的式 (A.54)所示。

2.4.2 无无无摩摩摩擦擦擦边边边界界界条条条件件件

我们考虑的第二种特殊边界条件是无摩擦边界条件，即为：





u(i)
z (r, 0) = wi(r), r 6 a,

σ(i)
z (r, 0) = σi(r), r > a,

τ (i)
rz (r, 0) = 0, r > 0.

(2.53)

该边界问题的解可以通过叠加 Sneddon方法 [79]和 Lowengrub-Sneddon方法

[80]分别给出的解来得到 [81]。本文已经采用积分变换的方法得到了更一般的

解，因此对于无摩擦情况，我们有 Ψi(s) = 0和

Φi(s) =





1

2
E∗

i

(√
2/π wi(0) + sA1[w

′
i(t); t→s]

)
, s 6 a,

−A2[tσi(t); t→s], s > a.
(2.54)

边界上的正向合力 (2.47)改写为：

Pi = 2E∗
i

[
awi(0) +

∫ a

0
w′

i(t)
√

a2 − t2 dt
]
− 4

∫∞
a

tσi(t) arccos(a/t) dt.

(2.55)

2参考文献 [10]第 77页公式 (3.98a)的第二项分母多输入了一个 π。参考文献 [56]的式 (A3)

和式 (A4)，以及参考文献 [78]的式 (47-50)和式 (55-57)因此需要作相应的修改。
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圆域外的正向位移 (2.43)改写为：

u(i)
z (r, 0) =

2

π
wi(0) arcsin(a/r) +

2

π

∫ a

0
w′

i(t) arctan

√
a2 − t2

r2 − a2
dt

− 4

πE∗
i

∫ r

a

∫∞
s

tσi(t)√
(r2 − s2)(t2 − s2)

dt ds, r > a. (2.56)

圆域内的正向应力 (2.44)改写为：

σ(i)
z (r, 0) =− E∗

i

π
√

a2 − r2

[
wi(0) + a

∫ a

0

wi
′(t) dt√
a2 − t2

+
2

E∗
i

∫∞
a

tσi(t) dt√
t2 − a2

]

+
E∗

i

π

∫ a

r

∫ s

0

(twi
′(t))′√

(s2 − r2)(s2 − t2)
dt ds

− 2

π

∫∞
a

tσi(t)

r2 − t2

√
a2 − r2

t2 − a2
dt, r 6 a. (2.57)

边界上的径向位移可由式 (2.42)简化得到，考虑到其形式比较复杂，而且在本

文余下部分里没有用到，这里不再赘述。

当 σi(r) = 0时，上述式子将退化到 Sneddon方法 [79]给出的形式：

Pi = 2π
∫ a

0
φi(s) ds = 2E∗

i

(
awi(0) +

∫ a

0
w′

i(t)
√

a2 − t2 dt
)

, (2.58)

u(i)
z (r, 0) =

2

E∗
i

∫ a

0

φi(s)√
r2 − s2

ds, r > a, (2.59)

σ(i)
z (r, 0) =

−φi(a)√
a2 − r2

+
∫ a

r

φ′i(s)√
s2 − r2

ds, r 6 a, (2.60)

式中, φi(s)定义为

φi(s) =
E∗

i

π

[
wi(0) + s

∫ s

0

w′
i(t)√

s2 − t2
dt

]
. (2.61)

而当 wi(r) = 0时，上述式子将退化到 Lowengrub-Sneddon方法 [80]给出的形

式：

Pi = 2π
∫∞

a
ϕi(s) ds = −4

∫∞
a

tσi(t) arccos(a/t) dt, (2.62)

u(i)
z (r, 0) =

2

E∗
i

∫ r

a

ϕi(s)√
r2 − s2

ds, r > a, (2.63)

σ(i)
z (r, 0) =

ϕi(a)√
a2 − r2

+
∫∞

a

ϕ′i(s)√
s2 − r2

ds, r 6 a, (2.64)

式中, ϕi(s)定义为

ϕi(s) = − 2

π

∫∞
s

tσi(t)√
t2 − s2

dt. (2.65)
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2.5 本本本章章章小小小结结结

本章作为后续章节研究两个弹性轴对称体正向吸附接触问题的理论基础，

介绍并使用积分变换的方法推导了一类混合边界条件下的弹性半空间轴对称变

形问题的解。

首先，介绍了轴对称弹性体微元在柱坐标系下的基本方程，包括平衡方程、

几何方程、本构关系和应力形式的协调方程；引入 Love应力函数介绍了弹性空

间轴对称问题的 Love解，包括位移场和应力场；还介绍了 Hankel变换求解弹性

半空间轴对称问题，并将解表示成含两个待定函数的形式。

其次，对于在边界上给定切向应力，而在某个圆域内给定正向位移并在圆

域外给定正向应力的混合边值问题，采用积分变换的方法，其中涉及 Hankel变

换、Fourier正弦和余弦变换、Abel变换，求解了边界上的径向位移、圆域外的

正向位移和圆域内的正向应力，以及边界上的正向合力。该问题的解可以用以

研究考虑表面摩擦的轴对称弹性体的正向吸附接触问题。

最后，就纯应力边界条件和无摩擦边界条件两种特殊的边界条件，将解进

行了简化，为推广完全自洽模型和Maugis模型进而研究表面形状、表面摩擦和

吸附作用对接触行为的影响作了必要的准备工作。
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第第第三三三章章章 完完完全全全自自自洽洽洽模模模型型型的的的推推推广广广和和和应应应用用用

3.1 引引引言言言

二十世纪七十年代末，伴随着一场著名的争议 [28–32]，弹性近球体轴向吸

附接触的自洽模型逐渐发展起来 [16–20]。自洽模型的实质是建立和求解表面变

形和表面相互作用的协调关系。尽管在此之前弹性变形和相互作用的协调行为

已广为人知 [16]，但由于数学上求解非线性积分方程存在极大的困难，自洽模型

的求解和应用至今都还是一个重大的挑战。一方面，从 JKR模型飚高的引用率

[51]来看，自洽模型越发显得不够吸引人注意，如图 1.2。其原因是 JKR模型是

显式的，在某种程度上已经具有较高的精度，而自洽模型虽然在连续介质范畴

内是最为准确的模型，但它需要借助复杂的数值计算方法来迭代求解，很难直

接应用到实际问题中。另一方面，经典接触模型往往假设接触体的表面理想光

滑 [10]，接触表面之间不存在摩擦作用，也往往只对近球体等一些较为简单的几

何外形加以讨论，从而限制了理论模型的可扩展性。因此，我们将在扩展完全自

洽模型的基础上，进一步改进和规范自洽模型的数值计算方法，以期改善自洽

模型不够实用的现状。

1977年，实验物理学家 Tabor发表了一份关于表面问题中涉及的相关理论

问题的报告 [28]。正是这份报告以及其后所引发的争议 [29–32]促使了吸附接触

自洽模型理论的发展。现在我们知道，有两种类型的自洽模型，按照 Hughes [18]

采用的术语，一类称为完全自洽模型 (FSCM)，一类称为受约自洽模型 (RSCM)。

有限元方法 [82, 83]和分子动力学模拟/原子模拟 [84–87]也应属于自洽理论的

范畴，但我们宁愿把它们归到自洽数值方法中。以下我们着重回顾完全自洽模

型和受约自洽模型的发展历程。

Tabor的报告 [28]指出 DMT模型 [13]把表面力和 Hertz弹性方程结合起

来使用的尝试是很有意思的，但是该模型忽略了接触区外的吸附力对变形的影

响，进而一针见血地指出变形体的形状同表面力的分布应根据接触力学原理进

行自洽处理。这一想法随即在 1979年促使 Hughes和White [16–18]应用轴对称

半空间的 Green函数来近似接触体的解，从而建立了近球体吸附接触的完全自

洽模型。不过其进一步的渐近求解方法过于复杂，很难推广和应用，该解法与

从另外一个方面发展起来的数值解法 [19, 20]相比似乎已经被遗忘了。Hughes

[18]还采用 Hankel变换 [71]的方法建立了受约自洽模型，该模型使用 Hertz理
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论模型来计算接触体之间相互作用的势函数的排斥部分引起的变形，而进一步

的变形和势函数的吸附部分满足自洽关系。然而，该模型求解的工作量不亚于

完全自洽模型，它基本上被Maugis模型 [21]所取代。1998年，Barthel [67]就多

种相互作用势对受约自洽模型和Maugis模型分别进行了推广和比较，他指出前

者采用的数值解法如果处理不当将导致错误的结果，而且正确的结果基本上能

从Maugis模型得到，只是在高精度要求时Maugis模型才不能用。事实上，只要

对Maugis模型进一步补充，在高精度下仍能达到要求。我们将在第四章进一步

推广 Maugis模型，并在第五章对 Maugis模型补充一个关系式，使之能够近似

匹配给定的作用势。

Tabor [28]对DMT模型的见解，引起了Derjaguin等 [29]与他的分歧。1978

年，Derjaguin等 [29]指出 DMT和 JKR模型都有其应用的领域，因而坚持认

为 DMT模型不是错误的。同年，Tabor [30]指出 Derjaguin等 [29]误认为他说

JKR模型“总是正确的”，并重申 DMT模型的错误是因为处理的表面应力分布

和变形不协调。随后的讨论 [31, 32]已经转到 JKR模型合理性的焦点上。1980

年，Muller等 [19]独立于 Hughes和White [16–18]的工作也建立了完全自洽模

型，并采用 Lennard-Jones作用势建立了数值计算方法，从而证明了从 JKR极限

到 DMT极限 (实际上是 Bradley极限)的转变。该转变被广泛称为MYD转变，

而转变参数正是 Tabor [28]基于 JKR模型给出的一个无量纲参数，称为 Tabor

数。与Hughes和White [16–18]的自洽模型和求解方法相比，Muller等 [19, 20]

的完全自洽模型和数值计算方法更容易推广和应用，因此后者比前者有更强的

生命力，这在图 1.2中可以反映出来。由于当时计算机硬件的限制，Muller等

[19]未能给出较为精确和丰富的结果，后来的一些研究者 [52–55]已经在这些方

面做了改进和提高，不过这个方面的工作还有待于进一步改进。

1992年，Attard和 Parker [52, 88]采用表面中心位置控制法 (即把表面当作

不变体时两表面中心的表观间距，相当于相对位移控制法)对接触体表面位移

采用松弛法迭代求解完全自洽模型。他们指出在高 Tabor数下得到的拔出力不

唯一，而是依赖于其计算过程，这个结论显然是错误的，但它出错的原因令人困

惑 [53, 55]。1997年，Greenwood [53]既采用位移控制法也采用了变形后的表面

中心间距控制法做了更加详细的计算，其中首次使用表面中心间距控制法得到

了完整的载荷—位移曲线，他还着重分析了几个方面的因素试图找出 Attard和

Parker计算错误的原因。不过，这几个因素很可能不是主要的原因，我们将在第

3.3节继续讨论这个问题。2000年，Attard继续使用完全自洽模型试图揭示吸附

滞后的本源，他采用的数值计算方法是通过控制迭代误差来说明滞后和加卸载

过程有关。这有些令人莫名其妙，实际上通过 Greenwood的 S型载荷—位移曲
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线我们已经知道滞后是因为实验中高 Tabor数的接触体在采用位移控制法时不

可避免地出现的。同年，Feng [55, 89]更为全面地改进了完全自洽模型的数值计

算方法。他采用载荷—位移曲线中的弧长 (arc-length)控制法也得到了完整的载

荷—位移曲线，采用的 Newton-Raphson迭代加快了收敛速度，并在高 Tabor数

下发现了二次滞后的现象。

本文将建立在近球体的完全自洽模型推广到具有任意表面形状和吸附作用

的轴对称弹性体沿轴向吸附接触的问题，给出了无摩擦和无相对滑动两种情况

下完全自洽模型的统一的无量纲形式。改进了数值计算方法，并讨论了已有数

值计算方法中存在的问题。将推广的模型应用于近球体接触问题，研究了摩擦

对接触行为的影响，并应用于具有幂次型表面的轴对称体的接触问题，给出了

载荷—位移曲线，得到了拔出力等重要参数。最后研究了二维无摩擦接触问题。

3.2 完完完全全全自自自洽洽洽模模模型型型

我们考虑两个具有任意表面形状的轴对称弹性体沿轴向吸附接触的问题，

如图 3.1(a)所示。在柱坐标系中，未变形体的几何形状可以分别表示成半径 r

的函数 z1(r)和 z2(r)，如图虚线所示，并取 z1(0) = z2(0) = 0。如果接触体的变

形量相对表面曲率半径小得多，那么在小变形假设下，弹性接触体的变形场和

应力场分布情况通常以弹性半空间的结果来近似。在上一章中我们已经利用

Hankel变换方法求出了半空间轴对称问题的解，将其应用到这两个轴对称弹性

体，边界上的变形和相互作用之间的协调关系将可以被建立起来。实际上，这个

问题可以等效为一个刚性压头和一个弹性半空间的接触问题，如图 3.1(b)所示。

我们着重推导和求解用于表征接触行为的载荷—位移关系，这个关系一旦建立，

说明边界上的变形和相互作用情况已经清楚，那么原问题的变形场和应力场分

布情况将可以被完全求解出来。

原问题和等效问题之间的关系由以下这些式子来表征。在等效问题中，刚

性压头的表面方程写作：

z(r) = z1(r) + z2(r), (3.1)

其中，z(0) = 0。弹性半空间的材料参数由等效弹性模量 E∗ [10] 和 Dundurs

常数 β [90] 来表征，它们同原问题的接触体 (i = 1, 2) 各自的等效弹性模量

E∗
i = Ei/(1− ν2

i )和等效泊松比 ν∗i = νi/(1− νi)之间的关系如下：

1/E∗ = 1/E∗
1 + 1/E∗

2 , (3.2)

β = [(1− ν∗1)/E
∗
1 − (1− ν∗2)/E

∗
2 ] / (2/E∗

1 + 2/E∗
2) . (3.3)
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E
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z(r)
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r

H(0)
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-uz(r,0)

图 3.1: 轴对称弹性体沿轴向吸附接触问题 (a)及其等效问题 (b)的示意图

(粗实线表示变形后的表面,虚线表示未变形的表面)

Fig. 3.1: Schematic representations of (a) the adhesive contact problem of two

axisymmetric elastic objects and (b) its equivalent problem. Solid curves

represent the deformed surfaces and dashed curves represent the undeformed

surfaces.

不失一般性，我们记原问题中相对较软的接触体为 1号，而记相对较硬的接触

体为 2号，使得 Dundurs常数 β > 0。考虑到原问题中两个弹性体边界上的轴向

正应力和径向剪应力分别平衡，边界上的变形通过各自的变形和应力协调关系

可以被确定。因此，我们记等效弹性半空间边界上的位移和应力为：





ur(r, 0) = u(1)
r (r, 0)− u(2)

r (r, 0),

uz(r, 0) = u(1)
z (r, 0) + u(2)

z (r, 0),

σz(r, 0) = σ(1)
z (r, 0) = σ(2)

z (r, 0),

τrz(r, 0) = τ (1)
rz (r, 0) = −τ (2)

rz (r, 0).

(3.4)

根据原问题和等效问题边界上的轴向正应力和径向剪应力各自的关系

(3.4c)和 (3.4d)，纯应力边界条件 (2.48)可以改写为：





σz(r, 0) = σ(r), r > 0,

τrz(r, 0) = τ(r), r > 0,
(3.5)

式中，σ(r) = σ1(r) = σ2(r)和 τ(r) = τ1(r) = −τ2(r)。将式 (2.51)和 (2.52)分别

代入式 (3.4a)和 (3.4b)，并利用纯应力边界条件 (3.5)，我们可以得到等效弹性
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半空间边界上的径向位移和轴向位移分别为:

ur(r, 0) = − 2

E∗

∫∞
0

tτ(t)W 0
1,1(t, r) dt +

2β

E∗r

∫ r

0
tσ(t) dt, (3.6)

uz(r, 0) = − 2

E∗

∫∞
0

tσ(t)W 0
0,0(t, r) dt +

2β

E∗

∫∞
r

τ(t) dt, (3.7)

式中，W 0
0,0(t, r)和 W 0

1,1(t, r)是Weber-Schafheitlin型积分，其定义式和等价的

表达式分别见附录的式 (A.53)和 (A.55)。

在半径 r处的表面间距由下面这个式子计算得到：

H(r) ≡ [uz(r, 0)] = −δ + z(r) + uz(r, 0), (3.8)

式中，δ = δ1 + δ2 为两个接触体在轴线上相距很远的两点之间的相对位移，

并假定不发生变形情况下两接触体紧挨时 δ = 0，而分离时 δ < 0，即 δ 增

大表示两接触体相互靠近，反之表示两接触体相互分离。由式 (A.53e) 可得

W 0
0,0(t, 0) = (2/πt)K(0) = 1/t，而且已取 z(0) = 0，因而表面中心间距可以写

作：

H0 ≡ H(0) = −δ − 2

E∗

∫∞
0

σ(t) dt +
2β

E∗

∫∞
0

τ(t) dt. (3.9)

上式以位移 δ 为参量表示表面中心间距，将它重新改写一下，我们可以得到以

表面中心间距 H0作为参量来表示的位移 δ：

δ = −H0 − 2

E∗

∫∞
0

σ(t) dt +
2β

E∗

∫∞
0

τ(t) dt. (3.10)

进而在半径 r处的表面间距也可以写成关于表面中心间距H0作为参量的形式：

H(r) = H0+z(r)− 2

E∗

∫∞
0

σ(t)
(
tW 0

0,0(t, r)− 1
)

dt− 2β

E∗

∫ r

0
τ(t) dt. (3.11)

与文献比较，上面这个式子有三个重要的不同：第一，文献中一般采用位移

参量来表示表面间距，这里我们采用表面中心间距参量来表示，这一变化

的目的是在数值计算方法中可以方便地采用新的控制参量；第二，文献中往

往只考虑无摩擦接触问题，即不包含最后一项。第三，我们在附录中给出了

Weber-Schafheitlin型积分W 0
0,0(t, r)的诸多表示形式 (A.53)，其中式 (A.53e)的

形式曾为 Muller等 [19, 20]和 Feng [55]所采用，而式 (A.53c)的形式为 Attard

等 [52, 54]和 Greenwood [53]所采用，但我们将利用 (A.53h)来克服他们遇到的

奇异性问题。关于这些方面的进一步分析我们将会在下文继续展开。

为建立自洽模型，通常假设表面轴向相互作用只决定于当地的表面间距：

σ(r) = −ps(H(r)), (3.12)
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并指定其某种特殊的形式。积分表面轴向相互作用即得载荷：

P =
∫∞

0
ps(H(r)) 2πr dr. (3.13)

而如何考虑表面切向相互作用将是一项比较复杂的工作，对于有限摩擦的情况

我们建议采用有限元方法求解，这里我们将深入讨论无摩擦和无相对滑动两种

极端情况。

3.2.1 无无无摩摩摩擦擦擦情情情况况况

在文献中，通常假设接触体的表面理想光滑，接触体的表面之间不存在摩

擦力 [10]。在这样的情况下，表面间距 (3.11)式不再含有最后一项，它和表面相

互作用 (3.12)式直接联立即可得到协调关系：

H(r) = H0 + z(r) +
2

E∗

∫∞
0

ps(H(t))
(
tW 0

0,0(t, r)− 1
)

dt. (3.14)

这个式子和 Dundurs常数 β没有关系。利用式 (A.53h)，我们将上式改写成如下

形式：

H(r) = H0 + z(r) +
2r

E∗

∫ t=∞

t=0
ps(H(t)) dF (t/r), (3.15)

式中，

F (k) =
1

π

[
(1 + k)E

(
2
√

k

1 + k

)
− (1− k)K

(
2
√

k

1 + k

)
− πk

]
, (3.16)

其导数为：

F ′(k) =
2k

π(1 + k)
K

(
2
√

k

1 + k

)
− 1. (3.16′)

函数 F (k)对任意正数 k 都是连续且有限的，如图 3.2所示，但它的导数

F ′(k)存在一个奇异点，位于 k = 1的地方。这对应于 Greenwood [53]指出的

K(2
√

k/(1 + k))在 k → 1时的奇异性。尽管 Greenwood [53]、Attard [54]以及

Feng [55] 采用了近似方法处理该奇异点，不过我们注意到函数 F (k) 的连续

性和有界性后将不再沿用他们的任何一种近似方法，而采用求解更为方便的

Riemann-Stieltjes积分 [91]方法。因为当 k → 1时，虽然K(2
√

k/(1 + k)) →∞，
但是 (1− k)K(2

√
k/(1 + k)) → 0，即有 F (k) → π/2− 1。又因为表面压强是处

处连续且有限的，所以能够保证 Riemann-Stieltjes积分的存在性。因此，我们可

以有效地避免奇异点带来的影响，进而建立更为方便和准确的数值计算方法。
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图 3.2: 函数 F (k)和 F2(k)及其相应的导数 F ′(k)和 F ′
2(k)

Fig. 3.2: The functions of F (k) and F2(k) and

their corresponding derivations F ′(k) and F ′
2(k).

通过求解完全自洽关系 (3.15)，进而可以确立载荷—位移关系，载荷由式

(3.13)给出，位移由式 (3.10)改写得到：

δ = −H0 +
2

E∗

∫∞
0

ps(H(t)) dt. (3.17)

3.2.2 无无无相相相对对对滑滑滑动动动情情情况况况

我们假设两个接触体在边界上径向位移处处相同，即假定接触体表面之间

没有任何的相对滑动，其等效弹性半空间的径向位移恒等于零：

ur(r, 0) = 0, r > 0. (3.18)

我们对式 (3.6)采用 Hankel变换H1[ur(r, 0), r→ρ]，并利用上式，可得:

0 = − 2

E∗

∫∞
0

r
∫∞

0
tτ(t)W 0

1,1(t, r) dt J1(rρ) dr+
2β

E∗

∫∞
0

∫ r

0
tσ(t) dt J1(rρ) dr.

将函数W 0
1,1(t, r)的定义式 (A.55a)代入上式，并对上式右边两项分别交换积分

顺序，可得:

0 = − 2

E∗

∫∞
0

tτ(t)
∫∞

0
J1(ξt)W

1
1,1(ξ, ρ) dξ dt+

2β

E∗

∫∞
0

tσ(t)
∫∞

t
J1(rρ) dr dt.

式中，

W 1
1,1(ξ, ρ) =

∫∞
0

rJ1(ξr)J1(rρ) dr = ξ−1δ(ξ − ρ),
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以及
∫∞

t
J1(rρ) dr = ρ−1J0(tρ),

见式 (A.52)和 (A.13)。因此，我们可以得到：

0 = − 2

E∗

∫∞
0

tτ(t)ρ−1J1(ρt) dt +
2β

E∗

∫∞
0

tσ(t)ρ−1J0(tρ) dt.

上式两边同乘于 ρ，并再次使用Hankel变换，相当于H1[ρH1[ur(r, 0); r→ρ]; ρ→s]，

进而交换积分顺序可得：

0 = − 2

E∗

∫∞
0

tτ(t)W 1
1,1(t, s) dt +

2β

E∗

∫∞
0

tσ(t)W 1
0,1(t, s) dt.

再次利用式 (A.52)和 (A.13)，即有W 1
0,1(t, s) = −DsW

0
0,0(t, s)，因此，我们最后得

到：

τ(s) = β
∫∞

0
tσ(t)W 1

0,1(t, s) dt = −β
d

ds

∫∞
0

tσ(t)W 0
0,0(t, s) dt. (3.19)

该式表明在无相对滑动的条件下表面摩擦力的分布决定于表面的轴向相互作

用。从 0到 r积分上式，可得：
∫ r

0
τ(s) ds = −β

∫∞
0

σ(t)(tW 0
0,0(t, r)− 1) dt. (3.20)

将这个式子代入式 (3.11)，我们得到表面间距：

H(r) = H0 + z(r)− 2(1− β2)

E∗

∫∞
0

σ(t)(tW 0
0,0(t, r)− 1) dt. (3.21)

或者写作:

H(r) = H0 + z(r) +
2r

E∗∗

∫ t=∞

t=0
ps(H(t)) dF (t/r). (3.22)

式中，E∗∗ = E∗/(1− β2)，而函数 F (k)定义在式 (3.16)。这样我们导出了无相对

滑动情况下的完全自洽关系 (3.22)。与无摩擦情况的自洽关系 (3.15)相比，仅在

第三项的系数有所区别。当 Dundurs常数 β 为零时，二者形式上相同，这点表

明使用相同材料做成的接触体，接触表面上既没有摩擦力也没有相对的滑动。

对式 (3.19)从 0到∞积分，我们有：
∫∞

0
τ(s) ds = β

∫∞
0

σ(t) dt. (3.23)

将该式代入 (3.10)，可以得到位移：

δ = −H0 − 2

E∗∗

∫∞
0

σ(t) dt = −H0 +
2

E∗∗

∫∞
0

ps(H(t)) dt. (3.24)

· 31 ·



微纳米吸附接触力学模型的研究

考虑到
∫∞

0
σ(t) dt与 r无关，式 (3.19)可以改写为：

τ(r) = −β
d

dr

∫∞
0

σ(t)(tW 0
0,0(t, r)− 1) dt, (3.25)

结合式 (3.21)，可以得到：

τ(r) =
1

2
βE∗∗ d

dr
(H(r)− z(r)) =

1

2
βE∗∗ d

dr
uz(r, 0). (3.26)

该式在 Dundurs常数 β = 0时才恒为零。

至此我们得到了无相对滑动条件下的完全自洽关系 (3.22)以及载荷—位移

关系 (3.13)和 (3.24)。在 Dundurs常数 β = 0时，这些关系式和无摩擦条件下给

出的关系是一致的。

3.2.3 无无无量量量纲纲纲形形形式式式

为便于数值计算，运用量纲分析 [92, 93]，我们将上述方程无量纲化。如果

表征表面形状的特征参数是长度量 R0，表征相互作用的特征参数是压强量 p0

和长度量 z0，那么这三个特征参数中有两个独立的量纲，一个是长度量纲，一个

是压强量纲。进一步分析可知，本问题中所有的物理量的量纲都可以表示成这

两个量纲的组合形式。因此，我们取参考量 R0和 p0作为基本量，并定义一个无

量纲参数 ε来表征参考量 z0相对基本量 R0的大小：

ε = z0/R0. (3.27)

对于量纲为长度的物理量，我们引入如下无量纲量：

r̄ = r/R0, z̄ = z/z0, H̄ = H/z0. (3.28)

无量纲化的表面形状方程是 r̄和 ε的函数，记为：

z̄ = fz̄(r̄, ε). (3.29)

对于量纲为压强的物理量，除等效弹性模量外，定义无量纲参数：

p̄s = ps/p0, σ̄ = σ/p0, τ̄ = τ/p0. (3.30)

无量纲化的表面相互作用是 H̄ 的函数，记为：

p̄s = fp̄s(H̄), (3.31)
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而无量纲化的表面间距是 r̄、ε和 ϑ的函数，记为：

H̄ = fH̄(r̄, ε, ϑ), (3.32)

其中，无量纲参数 ϑ在无摩擦条件下定义为：

ϑ = R0p0/z0E
∗, (3.33)

而在无相对滑动的条件下定义为：

ϑ = R0p0/z0E
∗∗. (3.34)

这样无摩擦条件下的自洽关系 (3.15)和无相对滑动条件下的自洽关系 (3.22)都

可以写成如下无量纲形式：

H̄ = H̄0 + z̄ + 2ϑr̄
∫ t̄=∞

t̄=0
p̄s dF (t̄/r̄). (3.35)

无摩擦条件下的位移 (3.17)和无相对滑动条件下的位移 (3.24)也可以写成

统一的形式：

δ̄ ≡ δ/z0 = −H̄0 + 2ϑ
∫∞

0
p̄s dr̄. (3.36)

载荷 (3.13)的无量纲化表示为：

P̄ ≡ P/πR2
0p0 = 2

∫∞
0

p̄s r̄ dr̄. (3.37)

对于无相对滑动的情况，表面的摩擦应力 (3.26)的无量纲化表示为：

τ̄ =
β

ϑ

d

dr̄

(
H̄ − z̄

)
. (3.38)

3.3 数数数值值值计计计算算算方方方法法法

3.3.1 数数数值值值计计计算算算方方方法法法的的的改改改进进进

为提高计算效率和精度，我们采用变网格技术，随时根据表面相互作用的情

况重新划分网格，使得表面相互作用随半径变化较为突兀的地方网格相对较密

些。取有效区间 [0, r̄max]来近似实际区间 [0,∞)，并划分成N 个小区间 [r̄i−1, r̄i]，

第 i个小区间的间隔 ∆r̄i = r̄i − r̄i−1，i = 1, . . . , N。其中，̄rmax的取法可以参考

Feng [55]对近球体处理方法的讨论，我们在下面的内容中具体讨论某个应用问

题时再回到这一点。
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因为函数 F (t̄/r̄)在 t̄/r̄ > 0上是连续有界的，所以我们对于自洽关系式

(3.35)中的积分采用 Riemann-Stieltjes积分 [91]来计算。这样我们无需特别处

理 Greenwood [53]提到的奇异点，避免了像 Feng [55]采用二重积分近似处理的

情况。我们定义自洽关系式 (3.35)的残量和 Jacobi矩阵分别为：

Φ̄i = H̄i − H̄0 − z̄i − 2ϑr̄i

N∑
j=1

p̄s(H̄(ξ̄j))(F (r̄j/r̄i)− F (r̄j−1/r̄i)), (3.39)

J̄ij = ∂Φ̄i/∂H̄j, (3.40)

式中，ξ̄j 为 [r̄j−1, r̄j]上的某一点，我们取 H̄(ξ̄j) = (H̄j−1 + H̄j)/2。

以表面中心间距 H̄0 = H̄(0)作为控制参数，采用 Newton-Raphson迭代方

法

{
H̄k+1

i

}
=

{
H̄k

i

}− [
J̄k

ij

]−1 {
Φ̄k

j

}
, (3.41)

式中，上标 k和 k + 1表示迭代步，迭代直到maxi |(H̄k+1
i − H̄k

i )/H̄k
i | < 10−6。迭

代的初始值可以取 H̄0
i = H̄0 + z̄i，最好的方案是取上一控制步迭代后的解，通过

少量的迭代步即得到收敛的解。进而可以得到对应于 H̄0的位移和载荷：

δ̄ = −H̄0 + 2ϑ
N∑

j=1

p̄s(H̄(ξ̄j)) (r̄j − r̄j−1), (3.42)

P̄ =
N∑

j=1

p̄s(H̄(ξj))(r̄
2
j − r̄2

j−1). (3.43)

改变 H̄0 到 H̄0 −∆H̄0 即可进行下一个迭代过程，进而得到完整的载荷-位移曲

线。理论上 H̄0的最小值为 −1，计算中 H̄0从一个较大的数逐渐减少并接近 −1，

自动调节∆H̄0的大小使得曲线的细节完整地呈现。

3.3.2 数数数值值值计计计算算算方方方法法法的的的比比比较较较

与文献中的数值计算方法 [19, 20, 52–55]相比，我们采用的数值计算方法

在如下方面作了改进和规范，如表 3.1所示：一、采用自适应网格，在计算中可

以根据表面相互作用分布的特点重新划分网格。因为不合适的网格将导致不能

很好的定义压强峰值 Greenwood [53]。二、采用 Riemann-Stieltjes积分求自洽关

系中的积分项，不用特别处理 Greenwood [53]提到的奇异点，因为我们给出的

新关系式 (3.35)不再含有奇异点。三、采用表面中心间距控制方式 [53]，避免了

Feng [55]采用弧长控制法时需要处理解可能存在分歧的情况，使计算过程大为
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简化。与 Greenwood [53]的控制方程相比，我们给出的自洽关系 (3.35)中不含

有位移，处理起来更为简便。四、采用 Newton-Raphson迭代加速了迭代求解。

与松弛法相比，现在的迭代方法还可以避免出现像 Attard和 Parker [52]所给出

错误结果的情况。

表 3.1: 完全自洽模型的数值计算方法的比较

Table 3.1: Comparison of the numerical methods of

the full self-consistent model.

参考文献 网格 控制方式 迭代方案 奇异点 存在主要问题

Muller等[19, 20] 不均匀 趋近量 松弛法 未提及 不够精确

Attard等[52] 均匀 中心位置 松弛法 未提及 计算结果不对

Greenwood[53] 均匀 中心间距 松弛法 近似处理 需大量迭代

Attard[54] 均匀 中心位置 松弛法 近似积分 收敛控制怪异

Feng[55] (不)均匀 弧长 NR迭代 二重积分近似 需处理解的分歧

本文 自适应 中心间距 NR迭代 RS积分

注：趋近量或中心位置控制法和本文提到的位移控制法是等价的控制方法。

NR = Newton-Raphson, RS = Riemann-Stieltjes.

Greenwood [53]分析了 Attard和 Parker [52]给出错误结果可能的因素，但

仍未能解除疑惑。一、Attard和 Parker声明计算对网格不敏感，除了在软体强

吸附的情况下，并已经使用到 1500个均匀的网格了，然而他使用 200个均匀的

网格就可以给出正确的结果了。二、他还指出自洽关系中的积分存在一个奇异

点，Attard和 Parker没有给出处理的方法，不过直接去掉这个奇异点也没产生

错误的结果。三、他的迭代收敛步数达到二万步之多，而 Attard和 Parker迭代

一千来步就已经收敛了。实际上，我们发现更关键的因素是 Attard和 Parker

[52]采用的松弛法迭代表面位移可能存在问题，错误的松弛因子 (他们取的松弛

因子有时高达 0.2)导致表面上部分点的位移过大，以至于表面上部分点已经穿

透，虽然 Greenwood [53]也使用了松弛法，但他迭代的是表面的间距，这样可以

很容易地避免穿透的发生。在 Greenwood [53]的工作中，采用了足够小的松弛

因子 (小到 0.005)，相应地增加了迭代步数，从而给出了正确的结果。
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3.4 幂幂幂次次次型型型表表表面面面的的的应应应用用用

我们将上述完全自洽模型应用到幂次型表面。表面形状方程为：

z(r) = rn/nQ, (3.44)

式中，n为形状指数，如 n = 2为近球形、n = 1为锥形；Q为形状参数，当 n 6= 1

时，通常记 Q = Rn−1。表面相互作用满足 Lennard-Jones力定律 [19, 52–55]：

ps(H) =
8∆γ

3z0

[
(H/z0 + 1)−9 − (H/z0 + 1)]−3

]
, (3.45)

式中，z0表示两个平行的半空间平衡时的表面间隔。

取 R0 = (Qz0)
1/n和 p0 = ∆γ/z0，则无量纲形式的表面形状方程和表面相互

作用分别写作：

z̄ ≡ z/z0 = r̄n/n, (3.46)

p̄s ≡ ps/ (∆γ/z0) =
8

3

[
(H̄ + 1)−9 − (H̄ + 1)−3

]
. (3.47)

式中，̄r = r/(Qz0)
1/n。将这两个式子代入自洽关系 (3.35)，我们有：

H̄ = H̄0 + r̄n/n + 2ϑr̄
∫ t̄=∞

t̄=0

8

3

[
(H̄ + 1)−9 − (H̄ + 1)−3

]
dF (t̄/r̄), (3.48)

式中，除了形状指数 n外，只出现一个表征材料性能和几何形状的无量纲参数

ϑ，而不出现无量纲参数 ε。这与Muller [20]关于近球体的讨论是一致的。对于

理想球体将不会出现这样的情况，无量纲参数 ε将会出现在无量纲自洽关系中。

对于无摩擦情况，无量纲参数 ϑ写作：

ϑ = Q1/n∆γ/E∗z(2n−1)/n
0 , (3.49)

而对于无相对滑动的情况，无量纲参数 ϑ写作：

ϑ = Q1/n∆γ/E∗∗z(2n−1)/n
0 . (3.50)

或者我们定义另一种形式的无量纲参数：

µ = (Q∆γn/E∗nz(2n−1)
0 )1/(2n−1), (3.51)

使得：

ϑ =





µ(2n−1)/n, 在无摩擦情况下,

(1− β2)µ(2n−1)/n, 在无相对滑动情况下.
(3.52)
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对于 n = 2，参数 µ即为 Tabor数 [2, 28, 53]，对于任意的形状指数 n，我们称

无量纲参数 µ，即(3.51)式，为扩展 Tabor数。

对于同一形状指数 n，无量纲载荷—位移曲线只取决于无量纲参数 ϑ，而且

对于确定的无量纲参数 ϑ，无摩擦情况和无相对滑动情况的无量纲载荷—位移

是一样的。但在无相对滑动情况下，对于同一形状指数 n和同一扩展 Tabor数

µ，无量纲载荷—位移曲线还与 Dundurs常数 β 有关。

3.4.1 算算算例例例

我们以近球形 (n = 2)为例，首先探讨无量纲参数 ϑ = 1的情况。取网格

数 N = 500，近似有效半径 r̄max = 10，如同 Feng [55]所取，不过区别其弧长控

制法，我们采用的是表面中心间距控制法 [53]。如图 3.3所示，对于确定的表面

中心间距 H̄0，位移 δ̄和载荷 P̄ 均有单一值与之对应，也就是说，位移和载荷是

表面中心间距的单值函数。这使得我们在计算中采用表面中心间距作为控制参

数时，不需要像 Feng [55]采用弧长控制法时需要处理解的分歧。从图中可以看

出表面中心间距关于位移或载荷却不是单值的函数，这对于较大的 Tabor数都

一样。在实验中一般只能采用位移控制法：当弹性体相距很远的时候，变形很

小可以忽略，位移和表面中心间距仅差一个符号，即 δ̄
.
= −H̄0；当弹性体继续

趋近，由于表面吸附的作用，弹性体发生变形，表面间距急剧变小，甚至在位

移 δ̄ 为 −1.6291的情况下，表面中心间距 H̄0 从 0.6470直接变成 0.01991，如图

从 A点突跳到 A′ 点 (jumping-on)；接着，由于表面间距的突然变小，表面相互

作用中的斥力项不再可以忽略，致使表面中心间距随位移的减小而缓慢地减小。

分离过程大体是趋近过程的逆过程，只是发生突跳时的位移有所不同，当位移

δ̄ 为 −1.7433时，表面中心间距 H̄0 从 0.06950变到 1.1624，如图从 B点突跳到

B′ 点 (jumping-off)。这就是加卸载过程中的滞后 (hysteresis)现象，如图 3.4的

载荷—位移曲线所示，其中完整的 S型曲线是采用表面中心间距控制法得到的。

载荷的最小值点，对应于图中的 C点，不考虑负号其大小为 1.6696，该值称为拔

出力 (pull-off force)。

在图 3.4 中，无量纲的载荷—位移曲线，既可以是无摩擦条件下的情

况，对应于 µ = 1 和任意的 β，也可以是无相对滑动条件下的情况，对应于

(1− β2)µ3/2 = 1。二者只有在 β = 0时才有相同的 µ，而对于 β 6= 0两个条件对

应的 µ不一样。因此这里只能说明 ϑ相同时，两种条件下的无量纲的载荷—位

移曲线一样；但对于相同的材料，即 µ和 β相同，无摩擦和无相对滑动两种条件

下的 ϑ是不一样的，无量纲的载荷—位移曲线将不再重合。比较后者才能反映
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separation for the special case of n = 2 and µ = 1.
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出摩擦对接触行为的影响，这将在下一节中讨论。

在图 3.4中，我们同时给出了两个特征半径 r̄a和 r̄b [87]，以及应变能释放率

Ḡ，三个无量纲参数随位移 δ̄的变化情况，其中特征半径 r̄a对应于表面轴向相互

作用为零时的半径，即 p̄s(H̄(r̄a)) = 0，而特征半径 r̄b对应于表面轴向相互作用

为极小值时的半径，即 p̄s(H̄(r̄b)) = −σth/(∆γ/z0) = −16/9
√

3，应变能释放率

的无量纲形式为：

Ḡ ≡ G/∆γ =
∫ t̄=∞

t̄=r̄a

σ̄(t̄) dH̄(t̄). (3.53)

结果表明，当 r̄a > 0时，应变能释放率和表面能相等，即 G = ∆γ ，这个关系式

即为 Griffith关系 [94]，也正是Maugis理论 [21]的基本假设。

如图 3.5实线所示，我们给出了对应于载荷—位移曲线上六个特征点的表

面变形和相互作用随半径 r̄的变化情况，除上述提到的 A, A′, B, B′ 和 C点外，

还有一点 D对应于零载荷 (zero-load)状态。计算中，采用表面中心间距控制法，

逐渐减小表面中心间距获得完整的过程信息，上述六个点按计算的顺序依次为

B′, A, B, A′, C和 D。而对于实际的位移控制法，趋近过程经过的状态为 B′, A,

A′, C和 D，由图 3.5 (a)可见，半空间表面上所有的点先逐渐隆起，在 A位置突

然跳到 A′位置，然后接触区内部逐渐被压下去，接触区外的受吸引作用仍保持

隆起，不过高度在下降，接触区边缘表现出堆积 (pile-up)现象，由图 3.5 (b)可

见，表面中心压强先变小后变大；拔出过程经过的状态为 D, C, A′, B和 B′，从

B位置突然断掉。对无相对滑动的情况，由图 3.5 (c)可见，在趋近过程中，在接

触区内部，摩擦应力幅度逐渐变大，而接触区外部，摩擦应力数值上先增大后减

小。

对于无摩擦情况，我们将M-D模型 [21]给出的变形和压强分布情况以虚线

画在图 3.5 (a)和 (b)中进行比较。如同Maugis所取，粘着应力 σ0取为理论应力

σth，其中 Lennard-Jones作用势给出理论应力 σth
.
= 1.026∆γ/z0。由图可见一致

性较好，只在接触区边缘M-D模型给出的变形量稍稍偏大，这是因为接触区外

的分布载荷被限制到一个更小的范围，如图 3.5 (b)所示。然而，Maugis将粘着

应力 σ0取为理论应力 σth带有很大的任意性 [34]。我们提出这样一个问题：对于

其他任意形状的表面将粘着应力 σ0取为理论应力 σth是否合理？这个问题我们

将在第五章中进行详细讨论 [69]。

3.4.2 摩摩摩擦擦擦对对对接接接触触触行行行为为为的的的影影影响响响

我们继续以近球形 (n = 2) 为例，并取 Tabor 数 µ = 1 和 Dundurs 常数
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图 3.5: (a)变形量、(b)压强和 (c)摩擦应力沿径向的分布情况

(实线对应于 FSCM的结果，虚线对应于M-D模型的结果)

Fig. 3.5: Distributions of (a) deformation, (b) pressure and (c) frictional stress

for the special case of n = 2 and ϑ = 1. (Solid and dashed curves correspond to

those derived from the FSCM and the M-D model, respectively.)
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β = 0.5，通过比较无相对滑动情况和无摩擦情况的计算结果，来探讨摩擦对接

触行为的影响。
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图 3.6: 无相对滑动条件和无摩擦条件下的载荷—位移曲线

Fig. 3.6: Dimensionless load–displacement curves for the special case of n = 2,

µ = 1 and β = 0.5 under the non-slipping condition

and the frictionless condition, respectively.

图 3.6给出了无相对滑动条件和无摩擦条件下的无量纲载荷—位移曲线。

通过比较图中两条曲线，可以归纳出如下异同点。第一，接触体相距较远时，两

条曲线几乎重合。此时，两者未相互接触，在径向上的变形本该不受无相对滑动

条件的制约，但采用无相对滑动条件时引入的摩擦很小，对结果不会造成大的

影响。第二，无摩擦条件下的滞后现象比无相对滑动条件下的滞后现象显著，表

面摩擦力表现出对变形的抑制作用。第三，无相对滑动条件下的拔出力比无摩

擦条件下的拔出力稍有增大，但不显著。无相对滑动条件下的无量纲拔出力是

−P̄c = 1.7002，无摩擦条件下的无量纲拔出力是 −P̄c = 1.6696，二者的相对误差

不到 2%。对于更一般的 Tabor数如图 3.7所示，图中同时还给出了使用M-D模

型 (σ0 = σth
.
= 1.026∆γ/z0)预测的无摩擦情况下的拔出力。从图中可见，完全

自洽模型在无摩擦和无相对滑动两种条件下给出的结果对于所有的 Tabor数差

别都不显著，而M-D模型给出的结果在中等大小的 Tabor数时，严重偏离完全

自洽模型给出的结果。这促使我们重新审视M-D模型，在后面章节将着重就无

摩擦情况作进一步讨论和分析。第四，接触体进入挤压状态时，载荷—位移曲线

的斜率在无相对滑动的条件下比无摩擦的条件下来得大，即考虑摩擦使得刚度

变大，这同样反映了摩擦对变形的抑制作用。
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图 3.8给出了相应的特征半径 r̄a 和 r̄b 随载荷的变化情况。图中显示，两个

特征半径在无滑动条件下都比在无摩擦条件下来得小，这正是对上述提到的表

面摩擦力抑制变形的进一步说明。以拔出点和零载荷两个位置为例，如图 3.9所

示，我们给出了轴向变形、表面压强和表面摩擦应力在半径上的分布情况。在拔

出点和零载荷对应的位置上，无相对滑动条件下轴向变形的幅度都确实比无摩

擦条件下来得小。在无相对滑动条件下，接触区附近摩擦应力随半径的变化很

明显：靠里存在一个负最大值，其数值随着压入量的增大而增大；靠外存在一个

正最大值，其数值随着压入量的增大而缓慢减小。如果摩擦应力的最大值有所

限制，显而易见在压入量较大的时候，表面的相对滑动将会不可避免地发生。

3.4.3 扩扩扩展展展MYD转转转变变变

本节对更一般的形状指数 n 就无摩擦情况作进一步讨论。网格数仍取

N = 500，而近似有效半径 r̄max由下面的方案确定。忽略有效区间外部的变形，

并只考虑相互作用中的吸附项，那么被忽略掉的载荷可以近似估计为：

P̄Res = 2
∫∞

r̄max

p̄s(H̄(r̄)) r̄ dr̄

≈ −16n3r̄2−3n
max

3(3n− 2)
2F1

(
3, 3− 2

n
; 4− 2

n
;−1 + H̄0

r̄n
max/n

)
, (3.54)

式中，2F1(·)为超几何函数 (A.26)。当 H̄0 → −1时，上式中超几何函数的值为

1。形状指数 n必须不小于 2/3，否则不收敛。计算中，应检查这个忽略量相对拔

出力是否足够小。对于近球形 (n = 2)的情况，Feng [55]取 r̄max = 10，对于任意

有效的 n，我们取 z̄(r̄max) = 50。

我们对 n = 1, 1.5, 2和 3四种情况分别计算了若干种不同的扩展 Tabor数

µ，相应的无量纲载荷—位移曲线如图 3.10所示。通过分析比较图中的曲线，我

们可以归纳出三个主要方面的特征。第一，滞后现象对于任意的形状指数 n都

有可能发生。在扩展 Tabor数不太大的情况下，对于任意的形状指数 n都没有

滞后现象存在，而随着扩展 Tabor数的增加，将不同程度地出现滞后。对于同一

形状指数 n，扩展 Tabor数越大，滞后越发明显。第二，拔出力对应点的位移随

扩展 Tabor数反映出一定的规律。当 n = 1.5时，对于任意的扩展 Tabor数，拔

出力对应点的位移都为零；当 n < 1.5时，拔出力对应点的位移不再为零，而是

随着 µ的增加显著地增大；而当 n > 1.5时，拔出力对应点的位移也不再为零，

它是随着 µ的增加显著地减小。第三，拔出力的大小随扩展 Tabor数的变化也

反映出一定的规律。为更好地说明问题，我们将无量纲拔出力随扩展 Tabor数

的变化画在图 3.11中。当 µ较小时，随着 µ的减少，对于任意的形状指数 n，无
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图 3.10: 不同形状指数 n下的无量纲载荷—位移曲线

Fig. 3.10: Dimensionless load-displacement curves for n = 1, 1.5, 2 and 3

with several special values of µ, respectively.

量纲拔出力分别趋于常数。当 µ较大时，随着 µ的增加，无量纲拔出力的变化

和 n密切相关：若 n < 2，无量纲拔出力随 µ的增加显著地增加；若 n > 2，无

量纲拔出力随 µ的增加显著地减少。特别要指出的是，从 n = 1.5的情况看，当

µ适中的时候，无量纲拔出力随着 µ的变化并不是单调的。我们知道对于 n = 2

的情况，无量纲拔出力随着 µ的增加从 2下降到 1.5，它们分别对应于 Bradley

极限和 JKR极限。对于任意的 n，我们也可以有类似的讨论。

一方面，假设材料为刚性的，这可以通过将上述理论取 E∗ = ∞，很容易地
可以积分得到用位移表示的载荷的解析式：

P̄ =
16n2/n

3n

[
B

(
9− 2

n
, 2

n

) (
1− δ̄

)−9+2/n

−B
(
3− 2

n
, 2

n

) (
1− δ̄

)−3+2/n
]
, (3.55)

式中，B(·)为 Beta函数 (A.4)。当 n = 2时，上式退化到 Bradley方程。这个名
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Fig. 3.11: The extended MYD transition.

称首先由 Greenwood [53]采用，因为他考虑到虽然 Bradley [26]仅给出了 δ = 0

的情况，而 Derjaguin [27]正视了 δ 的变化，但为避免和 DMT模型 [13]的方程

相混淆，他建议采用 Bradley方程这一名称。鉴于此，对于任意的形状指数 n，

我们称上式为扩展 Bradley方程。由极值条件 dP̄ / dδ̄ = 0，扩展 Bradley方程的

拔出力 (简记为 Bradley-n拔出力)可以确定为：

−P̄Bradley-n
c =

32n2/n

9n− 2
B

(
3− 2

n
, 2

n

) (
168B

(
4− 2

n
, 6

))(3n−2)/6n
. (3.56)

当 n = 1, 1.5, 2和 3时，分别给出 2.8798, 2.1655, 2和 1.8433，这正是上述 µ → 0

时无摩擦 FSCM的极限常数。

另一方面，扩展 JKR理论 [23, 78]给出

P = B(n
2

+ 1, 1
2
)E∗Q−1an+1 −

√
8πE∗∆γa3. (3.57)

对应的拔出力 [23, 24] (简记为 JKR-n拔出力)为：

−P JKR−n
c =

2n− 1

n + 1

(
3
√

2π

nB(n
2
, 1

2
)

)3/(2n−1)√
2π(Q3∆γn+1E∗(n−2))1/(2n−1).

(3.58)

其无量纲形式写作：

−P̄ JKR−n
c =

2(2n− 1)

(n + 1)
√

2π

(
3
√

2π

nB(n
2
, 1

2
)

)3/(2n−1)

µ(2−n)/n. (3.59)
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当 n = 2时，扩展 JKR拔出力与 µ无关；当 n < 2时，扩展 JKR拔出力正比

于 µ的正幂次；当 n > 2时，正比于 µ的负幂次。将扩展的 Bradley理论和 JKR

理论给出的拔出力也画在图 3.11中，我们发现，对于任意的形状指数 n，如同

n = 2的情况，在扩展 Tabor数 µ较小时，随着 µ的减少，扩展MYD拔出力从

下方趋近于扩展 Bradley极限，而 µ较大时，随着 µ的增大，扩展MYD拔出力

从上方趋近于扩展 JKR极限。对于任意的形状指数 n，扩展MYD拔出力从扩

展 Bradley极限过渡到扩展 JKR极限。

3.5 二二二维维维完完完全全全自自自洽洽洽模模模型型型

完全自洽模型可以进一步扩展到非轴对称接触问题，如扁球体的接触等问

题 [57]和二维接触问题等。本节研究二维无摩擦正向吸附接触问题。考虑在弹

性半空间 i边界上的带形域 −L 6 x 6 L内作用有正向应力 σi(x)，则其边界上

的正向位移可以写作 [10, p.20, Eq.2.24b]：

u(i)
z (x, 0) =

2

πE∗
i

∫ L

−L
σi(s) ln |x− s| ds + C

(i)
2 (δi), (3.60)

式中，等效弹性模量 E∗
i = Ei/(1− ν2

i )，弹性模量 Ei，泊松比 νi，其中 C
(i)
2 (δi)与

远场的位移 δi有关，但形式无法确定。

现在考虑表面形状分别为 z1(x) 和 z2(x) 的两个弹性体正向无摩擦吸附

接触的平面应变问题。如同前面轴对称接触问题的讨论，该问题可以等效

为一个刚性压头和一个弹性半空间的平面应变接触问题，压头的表面形

状为 z(x) = z1(x) + z2(x)，其中 z(0) = 0，弹性半空间的等效弹性模量为

E∗ = (1/E∗
1 + 1/E∗

2)
−1。原问题与等效问题在边界上的正向应力和正向位移的关

系分别为：

σ(x) ≡ σ1(x) = σ2(x), (3.61)

uz(x, 0) ≡ u(1)
z (x, 0) + u(2)

z (x, 0). (3.62)

那么等效问题边界上的正向位移可以写作：

uz(x, 0) =
2

πE∗

∫ L

−L
σ(s) ln |x− s| ds + C2(δ), (3.63)

式中，C2(δ) = C
(1)
2 (δ1) + C

(2)
2 (δ2)，其中两个接触体的相对位移 δ = δ1 + δ2。当

x = 0时，边界上的正向位移为：

uz(0, 0) =
2

πE∗

∫ L

−L
σ(s) ln |s| ds + C2(δ). (3.64)
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接触体的表面间距定义为：

H(x) ≡ [uz(x, 0)] = −δ + z(x) + uz(x, 0). (3.65)

那么原点处的表面间距为：

H0 ≡ H(0) = −δ + uz(0, 0). (3.66)

联立这两个式中，消去相对位移 δ，可以得到以原点表面间距 H(0)为参数表示

的表面间距 H(x)，即：

H(x) = H0 + z(x) + uz(x, 0)− uz(0, 0). (3.67)

将边界上的正向位移代入上式，我们立即得到：

H(x) = H0 + z(x) +
2

πE∗

∫ L

−L
σ(s) ln

∣∣∣∣
x− s

s

∣∣∣∣ ds. (3.68)

对于给定的原点表面间距 H(0)和正向相互作用 σ(x)，表面间距 H(x)将可以被

确定。同样假设正向相互作用 σ(x)只与当地的表面间距有关，记为：

σ(x) = −ps(H(x)). (3.69)

我们可以将表面间距进一步写作：

H(x) = H0 + z(x) +
2x

E∗

∫ L

−L
ps(H(s)) dG(s/x), (3.70)

式中，函数 G(k)定义为：

G(k) =
1

π
[ k ln |k|+ (1− k) ln |1− k| ] , (3.71)

它的导数为：

G′(k) = − 1

π
ln

∣∣∣∣
1− k

k

∣∣∣∣ . (3.71′)

函数 G(k)处处连续，并关于 k = 1/2对称，而当 k →∞时，有 G(k) →∞。但
它的导数 G′(k)在 k = 0和 k = 1处均存在奇异性。因为我们考虑的问题对于

k来说是有限的，所以 G(k)也是有限的，则我们如同轴对称接触问题一样，可

以同样可以采用 Riemann-Stieltjes积分来求相应的积分。因此式 (3.70)为二维

接触问题的自洽关系，完全类似于前面建立的数值计算方法可以进行迭代求解，

进而我们可以确定载荷为：

P =
∫ L

−L
ps(H(x)) dx, (3.72)
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但是相对位移 δ无法确定。

我们已经建立了二维问题的完全自洽模型，它的数值计算方法完全类似于

轴对称问题完全自洽模型的情况。利用该模型，可以研究二维粗糙表面接触问

题，甚至是分形表面接触问题，也可以研究二维最佳吸附表面接触问题，当然其

它表面形状的接触问题也可以研究。以下我们进一步研究关于 x = 0对称的二

维接触问题，对相应的模型作进一步简化以使相应的数值计算方法更为简便。

对于关于 x = 0对称的二维问题，表面方程满足 z(x) = z(−x)，表面间距

满足 H(x) = H(−x)，表面相互作用满足 ps(H(x)) = ps(H(−x))，因此自洽关系

(3.70)可以重新写作：

H(x) = H0 + z(x) +
2x

E∗

∫ L

0
ps(H(s)) dF2(s/x), (3.73)

其中，函数 F2(k)定义为：

F2(k) =
1

π

[
(1 + k) ln

∣∣∣∣
k

1 + k

∣∣∣∣− (1− k) ln

∣∣∣∣
k

1− k

∣∣∣∣
]

, (3.74)

它的导数为：

F ′
2(k) =

1

π
ln

∣∣∣∣
k2

1− k2

∣∣∣∣ . (3.74′)

二维情况下的函数 F2(k)和轴对称情况下的函数 F (k)，即式 (3.16)，有类似的性

质，如图 3.2。导数 F ′(k)在 k = 1存在奇异性，而导数 F ′
2(k)在 k = 0和 k = 1

都存在奇异性。载荷 (3.72)重新写作：

P = 2
∫ L

0
ps(H(x)) dx. (3.75)

现在我们将二维完全自洽模型 (2D-FSCM)应用于抛物形表面和 Lennard-

Jones作用势的情况，并同二维 JKR (2D-JKR)模型 [35, 95]的情况相比较。表

面方程为：

z(x) = x2/2R, (3.76)

其无量纲形式为：

z̄(x̄) ≡ z(x)/z0 = x̄2/2, (3.77)

式中，x̄ ≡ x/
√

Rz0。取有效范围 −x̄max 6 x̄ 6 x̄max，二维自洽关系的无量纲形

式为：

H̄(x̄) ≡ H(x)/z0 = H̄(0) + z̄(x̄) + 2ϑx̄
∫ x̄max

0
p̄s(H̄(x̄))dF2(s̄/x̄), (3.78)
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式中，关联材料性质和表面形状参数的无量纲参数 ϑ定义为：

ϑ = R1/2∆γ/E∗z3/2
0 . (3.79)

无量纲载荷为：

P̄ ≡ P/2∆γR1/2z
−1/2
0 =

∫ x̄max

0
p̄s(H̄(x̄))dx̄ (3.80)

对于刚性圆柱和弹性半空间的二维接触问题，Barquins [95] 已经得到了

JKR型的接触模型，其接触压强写作：

p(x) =
E∗

2R

√
a2 − x2 −

√
2E∗∆γa

π(a2 − x2)
, (3.81)

式中，a为接触半宽度 (the half-width of contact)。圆柱单位长度上的外载荷为：

P =
∫ a

−a
p(x) dx = πE∗a2/4R−

√
2πE∗∆γa . (3.82)

接触压强的无量纲形式写作：

p̃(x̃) ≡ p(x)/(∆γE∗2/R)1/3 =
1

2

√
ã2 − x̃2 −

√
2ã

π(ã2 − x̃2)
, (3.83)

式中，无量纲横坐标 x̃ = x/(R∆γ/E∗)1/3，相应地接触半宽度的无量纲形式为

ã = a/(R∆γ/E∗)1/3。受压区的半宽度的无量纲形式记为 ã0，即当 x̃ = ±ã0 时，

有 p̃(±ã0) = 0。无量纲载荷写作：

P̃ ≡ P/2(R∆γ2E∗)1/3 = πã2/8−
√

πã/2 , (3.84)

相应的无量纲拔出力为：

−P̃ 2D−JKR
c = 3(π/2)1/3/4

.
= 0.8718. (3.85)

以上定义的两种无量纲形式之间的关系由无量纲参数 ϑ来关联：

x̃ = x̄ϑ−1/3, (3.86)

P̃ = P̄ ϑ1/3. (3.87)

为方便比较我们将使用第一种无量纲形式计算的二维完全自洽模型的结果转

化为第二种无量纲形式。对于 ϑ = 0.1, 0.2, 0.5, 1 和 2 五种情况，二维完全

自洽模型给出了特征半宽度随载荷变化的情况，如图 3.12所示，其中 x̄max 取
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图 3.12: 二维无摩擦吸附接触问题之特征半宽度随载荷变化的情况

(带有空心圆圈或方框的实线对应于二维 JKR模型 [95]的结果，

其它的曲线对应于二维完全自洽模型的结果)

Fig. 3.12: Variation of characteristic half-width with normal load obtained from

the two-dimensional FSCM is presented for the special cases of ϑ = 0.1, 0.2, 0.5,

1 and 2. The results are also compared with the JKR-like solutions presented by

Barquins [95].

10，网格数 N = 500，半宽度 x̃a = x̄aϑ
−1/3 对应于 p̄s(H̄(±x̄a)) = 0，而半宽度

x̃b = x̄bϑ
−1/3对应于 p̄s(H̄(±x̄b)) = −σ̄th，这些特征半宽度的定义类似于我们在

轴对称问题中关于特征半径的定义。使用二维 JKR模型计算的特征半宽度随载

荷变化的曲线也同时画在图 3.12中。由图可见，当无量纲参数 ϑ不断增大时，

二维完全自洽模型给出的 P̃ — x̃a 和 P̃ — x̃b 曲线分别不断趋近于二维 JKR模

型给出的 P̃ — ã0和 P̃ — ã曲线。由此可见，当 ϑ →∞时二维完全自洽模型的
极限模型为二维 JKR模型。类似于轴对称问题易知，当 ϑ → 0时二维完全自洽

模型的极限模型为二维 Bradley模型，这可以很容易地得到，考虑到其形式较为

复杂，也没有新的结论，所以这里略去推导，直接给出相应的拔出力，即：

−P̄ 2D−Bradley
c = −P̃ 2D−Bradley

c ϑ−1/3 =
192

√
2π

17(72935/12)
.
= 1.2330. (3.88)

3.6 本本本章章章小小小结结结

本章研究了具有任意表面形状和任意相互作用的轴对称弹性体的轴向吸附

接触问题，建立了以表面中心间距为参数的自洽关系和载荷—位移关系，得到
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了无摩擦和无相对滑动两种情况下的完全自洽模型。将这两种情况下的模型无

量纲化，并引入表征材料性质和表面形状的无量纲参数 ϑ，我们可以得到形式上

分别一致的无量纲自洽关系和无量纲载荷—位移关系，其中无量纲参数 ϑ在无

相对滑动情况下是其在无摩擦情况下的 1− β2倍，β 为 Dundurs常数。

在网格划分、控制方式、数值积分和迭代方法等方面，对完全自洽模型的

数值计算方法进行了改进，并澄清了文献中存在的问题。采用自适应网格技术

提高了计算效率和精度。采用表面中心间距控制法，得到了完整载荷—位移曲

线。与 Greenwood [53]的自洽关系不同，我们给出了形式上不含位移的自洽关

系，更加方便了表面中心间距控制方法的使用。与 Feng [55]的弧长控制法相比，

表面中心间距控制法避免了在迭代求解过程中需要处理解分歧的情况。采用

Riemann-Stieltjes积分，从本质上消除了奇异点的影响。采用 Newton-Raphson

迭代方法加快了收敛速度，提高了迭代效率。该迭代方法的使用还避免了出现

像 Attard和 Parker [52]给出错误结果的情况，他们采用松弛法求解迭代表面位

移，过大的松弛因子很可能是他们给出高 Tabor数下拔出力不单一这一错误结

果的关键因素。

将完全自洽模型应用于具有幂次型表面和 Lennard-Jones作用势的轴对称

体，定义了扩展 Tabor数，并以算例的形式进行了研究。

以形状指数 n = 2和无量纲参数 ϑ = 1为例，给出了载荷和位移分别随表

面中心间距变化的情况，以及载荷、特征半径和应变能释放率分别随位移变化

的情况，从而指出了突跳行为是实际采用位移控制模式引起的，并证实了在接

触过程中应变能释放率 G 和吸附能 ∆γ 相等这一 Griffith关系。在该算例中还

给出了突跳、拔出力以及零载荷分别对应的点的表面位移、压强和摩擦应力的

分布情况。

以形状指数 n = 2、Tabor数 µ = 1和 Dundurs常数 β = 0.5为例，给出了

无相对滑动和无摩擦两种情况下的无量纲载荷—位移曲线，通过比较发现摩擦

作用对变形起抑制作用，并以特征半径随载荷的变化情况、以及在拔出力和零

载荷分别对应的点的表面位移、压强和摩擦应力的分布情况来进一步说明。对

于全范围 Tabor数 µ计算了无量纲拔出力，并与 M-D模型给出的无量纲拔出

力进行了比较。结果显示考虑摩擦对于拔出力改变不大，对于中等的 Tabor数

M-D拔除力与无摩擦的 FSCM拔出力相差较大，这表明有必要对M-D模型进

一步研究，使之更好地吻合于完全自洽模型的结果。

以形状指数 n = 1, 1.5, 2和 3为例，分别计算了若干 Tabor数 µ，给出了无

摩擦情况下的无量纲载荷—位移曲线，并分析了曲线的特征。该计算中还给出
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了无量纲拔出力随 Tabor数 µ的变化情况，发现了从 JKR-n到 Bradley-n的扩

展MYD转变。实际上对于更一般的表面形状也将存在类似的转变。

最后我们就二维无摩擦正向吸附接触问题建立了相应的完全自洽模型，并

以抛物形表面和 Lennard-Jones作用势为例进行了讨论。在二维完全自洽模型

中，相对位移无法确定，不过类似于轴对称问题的处理，我们可以给出载荷随表

面间距的变化情况，进而得到特征半宽度等参数。通过这些讨论对进一步研究

摩擦问题或粗糙表面的接触问题是有益的。
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第第第四四四章章章 Maugis接接接触触触模模模型型型的的的推推推广广广和和和应应应用用用

4.1 引引引言言言

弹性近球体吸附接触行为作为接触力学的基础，已经得到了广泛的研究

[73, 96]，从不同的近似角度建立了多种理论模型，从而展示了连续介质模型在

接触力学领域的重要作用，也为接触力学的研究提供了重要的概念和方法。如

何正确表征变形和相互作用之间的协调关系是接触力学模型成功的关键。断裂

力学概念的引入 [12, 21]使得接触力学理论模型的研究上了一个全新的台阶。接

触模型从定量上研究了材料的接触性能，无论对实验获取力学参数和吸附性能，

还是对指导材料设计都很有帮助。

在接触力学中引入断裂力学概念可以追溯到二十世纪七十年代。1971

年，Johnson等 [11]将弹性近球体吸附接触问题类比于 Griffith裂纹问题的处

理，考虑弹性变形能、表面能和机械能的平衡，基于热动力学方法首次成功地给

出了吸附接触模型—JKR模型。1978年，Maugis和 Barquins [12]假设接触区的

边缘存在 I型应力集中因子，将断裂力学原理应用到接触力学领域，表明通过使

用 Griffith关系，即应变能释放率 G 和表面能 ∆γ 相等，可以得到和 JKR模型

相同的结果。

而未运用断裂力学概念的 DMT模型是不太成功。1975年，Derjaguin等

[13]建立的 DMT模型给出吸附力的大小在点接触时为 2πR∆γ，但随着趋近量

的增大该值迅速下降到 πR∆γ。1977年，Tabor [28]指出 DMT模型忽略了接触

区外的吸附力对变形的影响，未能满足变形和表面相互作用之间的协调关系，

需要进一步研究改进。1983年，Muller等 [14]采用直接“力”法得到 IDMT模型，

其吸附力从 2πR∆γ 开始随着趋近量的增大而变大 [15]，这个结果同样被确定为

错误的。事实上，这两种方法都不满足变形和表面相互作用之间的协调关系。在

进一步的研究中，Maugis [21]再次应用断裂力学概念将 DMT模型的吸附力修

正为随着趋近量的增大保持为常量 2πR∆γ。

我们已经在上一章的引言中全面回顾了自洽模型的发展，这里不再赘述。

虽然自洽模型是连续介质范畴内最为精确的理论模型，但它需要进行大量的数

值计算才能给出结果，这给拟合试验数带来了很大的困难，从而限制了它的实

际应用。从这一点讲，人们并没有完全满意近球体的弹性吸附接触模型所取得
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的成功，方便实用的近似模型仍然具有强大的吸引力。

1992年，Maugis [21] 基于 Dugdale势近似表面吸附作用并运用断裂力学

概念，通过使用应力无奇异的条件和 Griffith 关系，建立了一个近似理论模

型。该模型被称为M-D模型，它具有半解析的形式，可以避免复杂的自协调迭

代计算，并得到了从 JKR模型到 DMT模型的一致转变。1997年，Johnson和

Greenwood [34]基于M-D模型建立了以无量纲参数 λ (或 Tabor数 µ)和无量纲

载荷 P/πR∆γ 表示的双参数吸附图，从而指出了各近似模型的有效适用范围。

在微纳米尺度下，表面效应，包括吸附、摩擦、磨损以及表面形貌，将极大

地影响材料的接触行为 [2]。对于无摩擦轴向接触问题，这里主要讨论表面形状

和吸附作用对接触行为的影响。事实上，上述所有的模型是基于抛物型表面来

近似球体而建立的，对于理想球体直接采用上述近似模型是不合适的，Gao等

人 [97]对理想球体的接触模型进行了修正。考虑到原子力显微镜 (AFM)针尖

[22]、纳米压头 [23]、生物附着体 [24]的表面形状，更加一般化的幂次型方程也被

用来近似接触体未变形时的表面形状。1996年，Carpick等 [22]将 JKR模型推

广到形状指数为整数的幂次型表面，研究了 AFM针尖和材料的接触行为。2001

年，Goryacheva和Makhovskaya [62]将M-D模型推广到形状指数为偶数的幂次

型表面。2004年，Borodich和 Galanov [23]将 JKR模型和 DMT模型都推广到

任意的幂次型表面，并指出 Goryacheva和 Makhovskaya [62]关于 M-D模型的

推广可以是任意的形状指数。表面吸附作用是表面效应对接触性能影响的又一

个重要因素，它可能源自不同的物理机理，种类繁多，如毛细力、氢键、静电荷

力、van der Waals力、“化学”力等 [2]。1998年，Barthel [67]采用线性、二次和

幂次等多种近似作用势，将Maugis模型加以推广，结果表明从 JKR到 DMT的

转变对作用势的形式并不敏感。

本章将 Maugis模型推广到具有任意有效表面形状和任意表面相互作用的

情况，分析了表面形状和表面相互作用分别对模型的影响以及它们之间的耦合

关系。利用 Dugdale模型来近似表面吸附作用，从而推广了M-D模型，并考察

了其极限形式。最后将推广的理论应用于常见的表面形状。

4.2 广广广义义义Maugis模模模型型型

4.2.1 广广广义义义Maugis模模模型型型的的的建建建立立立

我们考虑两个任意有效表面的轴对称弹性体的无摩擦轴向接触问题，它们

的表面方程至少需要满足 z′(r) > 0的条件，使得它们的中心部分首先进入接触，
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在接触过程中接触半径 a连续地变化，接触区内部是完全接触的。如图 4.1(a)

所示，虚线为弹性体未变形时的表面形状，在柱坐标系下半径为 r处轴向高度

分别为 z1(r)和 z2(r)，并取 z1(0) = z2(0) = 0。粗实线为弹性体变形后的表面形

状，两表面在半径为 a的圆域内完全接触，即表面间距为：

H(r) ≡ [uz(r, 0)] =





0, r 6 a,

− δ + z(r) + uz(r, 0), r > a,
(4.1)

式中，δ ≡ δ1 + δ2为两弹性体的相对位移，表面方程和表面总变形分别为：

z(r) ≡ z1(r) + z2(r),

uz(r, 0) ≡ u(1)
z (r, 0) + u(2)

z (r, 0).

那么接触区内部总的变形为 uz(r, 0) = w(r) ≡ w1(r) + w2(r) = δ − z(r)。

将两弹性体分别近似看作半空间，在相同半径上具有相同的表面相互作

用：

σz(r, 0) ≡ σ(1)
z (r, 0) = σ(2)

z (r, 0),

其中，在接触区外部的相互作用为 σ1(r) = σ2(r) = −pa(r)。将式 (2.57)代入上

式，对于任意的半径成立的条件是：

E∗
1w1(r) = E∗

2w2(r). (4.2)

联合 (2.56)式知, 两弹性体的表面变形和总变形之间满足如下关系：

u(i)
z (r, 0) =

1

E∗
i

E∗uz(r, 0), i = 1, 2 (4.3)

式中, 等效弹性模量为 E∗ = (1/E∗
1 + 1/E∗

2)
−1。式 (4.3)表明我们可以将两个轴

对称弹性体简化成一个刚性压头和一个弹性半空间的接触问题，如图 4.1(b)所

示，更具体的细节我们已经在上一章讨论了。

表面轴向正应力可以写作：

σz(r, 0) =− E∗

π
√

a2 − r2

[
w(0) + a

∫ a

0

w′(t)√
a2 − t2

dt +
2

E∗

∫∞
a

tσ(t)√
t2 − a2

dt

]

+
E∗

π

∫ a

r

∫ s

0

(tw′(t))′√
(s2 − r2)(s2 − t2)

dt ds

− 2

π

∫∞
a

tσ(t)

r2 − t2

√
a2 − r2

t2 − a2
dt, r 6 a.
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E2, 2

E1, 1

z1(r)

H(r)

z2(r)
-uz

(2)(r,0)

-uz
(1)(r,0)

P

P

a

c
r

Rigid

E
*
,

H(r) z(r)

P

P

r

(b)(a)

-uz(r,0)

图 4.1: 轴对称弹性体沿轴向吸附接触问题 (a)及其等效问题 (b)的接触过程示

意图

(粗实线表示变形后的表面,虚线表示未变形的表面)

Fig. 4.1: Schematic representations of (a) the adhesive contact problem of two

axisymmetric elastic objects and (b) its equivalent problem. Solid curves

represent the deformed surfaces and dashed curves represent the undeformed

surfaces.

或者写作

σz(r, 0) =− E∗

π
√

a2 − r2

[
δ − a

∫ a

0

z′(t)√
a2 − t2

dt− 2

E∗

∫∞
a

tpa(t)√
t2 − a2

dt

]

− E∗

π

∫ a

r

∫ s

0

(tz′(t))′√
(s2 − r2)(s2 − t2)

dt ds

+
2

π

∫∞
a

tpa(t)

r2 − t2

√
a2 − r2

t2 − a2
dt, r 6 a. (4.4)

Maugis [21, 73]假设在半径 a上应力非奇异，即满足条件：

lim
r→a

√
2π(a− r) σz(r, 0) = 0. (4.5)

那么位移必须为：

δ = a
∫ a

0

z′(t)√
a2 − t2

dt +
2

E∗

∫∞
a

tpa(t)√
t2 − a2

dt. (4.6)

相应的合力 (P ≡ P1 = P2)、轴向正应力和轴向位移为：

P = 2E∗
∫ a

0

t2z′(t) dt√
a2 − t2

+4a
∫∞

a

tpa(t) dt√
t2 − a2

+4
∫∞

a
tpa(t) arccos(a/t) dt, (4.7)
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σz(r, 0) =− E∗

π

∫ a

r

∫ s

0

(tz′(t))′√
(s2 − r2)(s2 − t2)

dt ds

+
2

π

∫∞
a

tpa(t)

r2 − t2

√
a2 − r2

t2 − a2
dt, r 6 a, (4.8)

uz(r, 0) =
2

π
δ arcsin(a/r)− 2

π

∫ a

0
z′(t) arctan

√
a2 − t2

r2 − a2
dt

+
4

πE∗

∫ r

a

∫∞
s

tpa(t)√
(r2 − s2)(t2 − s2)

dt ds, r > a. (4.9)

一方面，式 (4.1)、(4.8)和 (4.9)表明表面间隔决定于表面相互作用的分布

情况。另一方面，接触体在半径为 r处通常被近似看作间隔为 H(r)的两个半空

间，从而假定表面相互作用只依赖于表面的间隔，即 pa(r) = ps(H(r))。因此，表

面间隔和表面相互作用存在自洽关系，如果采用 Hughes [18]的术语，该模型可

以称为受约自洽模型 (RSCM)。该模型需要进行大量的数值迭代求解，因此采用

有效的算法是该模型成功的关键，倘若数值计算方法处理不当将可能导致错误

的结果。实际上该模型在推广和应用方面的研究并不是很多，而完全自洽模型

(FSCM)似乎更受青睐，原因是后者并不加区别接触区和非接触区，它认为相互

作用体之间具有可以不断靠近但又总是有间距的特质，这使得它可以获取相互

作用体从很远的地方开始靠近的完整行为。

由于断裂力学概念的引入，具有半解析解的模型显示出巨大的理论和应

用价值，因此以下我们着重讨论这样的模型。在两球体吸附接触问题的研究

中，Maugis [21]假定表面相互作用可以划分成接触区 (r < a)、内聚力作用区

(a < r < c)和无相互作用区 (a > c)，其中在内聚力作用区，选择一个相对合理

的相互作用随半径的分布形式 pa(r)，并满足基于能量平衡条件的 Griffith关系，

即应变能释放率 G 等于表面能 ∆γ：

G ≡ −
∫ r=c

r=a
pa(r) dH(r) = ∆γ (4.10)

我们将这一思想推广到更加一般的轴对称体，并称之为广义Maugis模型，对于

给定的接触半径 a，利用关系式 (4.10)可以通过数值计算给出半径 c，进而由式

(4.6)和 (4.7)可以得到位移和载荷。与 RSCM或 FSCM相比，该模型是半解析

的，需要的计算量大大减少。该模型的一个重要意义是可以用来在实验中拟合

数据 [67]，并选择简单而且合适的模型预测进一步的实验结果，甚至指导材料表

面几何形状的设计。
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4.2.2 广广广义义义Maugis模模模型型型的的的分分分解解解

广义Maugis模型是以接触半径 a为参数的，它要求接触体在接触区域内完

全接触，因此接触体至少需要满足 z′(r) > 0的条件。考虑到表面形状和表面吸

附作用对理论模型的不同贡献，我们可以将其形式上分解成两个独立的部分：

δ ≡ δH + δa, (4.11)

P ≡ PH + Pa, (4.12)

σz(r, 0) ≡ σH(%) + σa(%), (4.13)

uz(r, 0) ≡ wH(%) + wa(%), (4.14)

式中，% = r/a。其中，第一部分不考虑吸附作用对接触性能的影响，称为广义

Hertz模型，它对应于在 Sneddon [79]方法的解的基础上施加了 Hertz关于接触

区边缘应力有限的条件，用下标 H表示，记作：

δH =
∫ 1

0

f ′(`)√
1− `2

d`, (4.15)

PH = 2E∗a
∫ 1

0

`2f ′(`)√
1− `2

d`, (4.16)

σH(%) = −E∗

πa

∫ 1

%

∫ ς

0

(`f ′(`))′√
(ς2 − `2)(ς2 − %2)

d` dς, % 6 1, (4.17)

wH(%) =
2

π
δH arccsc %− 2

π

∫ 1

0
f ′(`) arctan

√
1− `2

%2 − 1
d`, % > 1, (4.18)

第二部分为吸附作用对接触行为的影响，用下标 a表示，记作：

δa =
2a

E∗

∫ m

1

`g(`)√
`2 − 1

d`, (4.19)

Pa = 4a2
∫ m

1
`g(`)

(
1√

`2 − 1
+ arcsec `

)
d`, (4.20)

σa(%) =
2

π

∫ m

1

`g(`)

%2 − `2

√
1− %2

`2 − 1
d`, % 6 1, (4.21)

wa(%) =
2

π
δa arccsc %

+
4a

πE∗

∫ min(%,m)

1

∫ m

ς

`g(`)√
(`2 − ς2)(%2 − ς2)

d` dς, % > 1, (4.22)

以及关联表面形状和表面吸附作用影响的关系式 (4.10)，可以改写作：

−
∫ m

1
g(%) (f ′(%) + w′

H(%) + w′
a(%)) d% = ∆γ (4.23)

式中，表面方程为 f(%) = z(r)，吸附作用为 g(%) = pa(r)，参数m = c/a。
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4.3 特特特殊殊殊的的的吸吸吸附附附作作作用用用

4.3.1 广广广义义义M-D模模模型型型

在两近球体吸附接触问题的研究中，Maugis [21]采用 Dugdale模型 [98]来

近似表面相互作用，即接触区外的吸附作用为常量 −σ0，作用范围从半径 a到

半径 c。对于任意有效的表面形状，我们同样采用 Dugdale模型来近似表面相互

作用，在下一章中我们将会对其合理性给出说明。由式 (4.19)-(4.22)可以得到：

δa = −2σ0a

E∗
√

m2 − 1, (4.24)

Pa = −2σ0a
2
(
m2 arcsec m +

√
m2 − 1

)
, (4.25)

σa(%) =
2

π
σ0 arctan

√
(m2 − 1)/(1− %2), % 6 1, (4.26)

wa(%) = −4σ0a

πE∗

[√
m2 − 1 arccsc %

+
∫ min(%,m)

1

√
(m2 − ς2)/(%2 − ς2) dς

]
, % > 1, (4.27)

式中，m = c/a由式 (4.23)来确定，它可以进一步整理成：

σ0

∆γ

[
f(m)− 2

π

∫ 1

0

f ′(`)√
1− `2

d` arcsec m− 2

π

∫ 1

0
f ′(`) arctan

√
1− `2

m2 − 1
d`

]

+
4σ2

0a

π∆γE∗

(√
m2 − 1 arcsec m + 1−m

)
= 1. (4.28)

因此，对于任意有效的表面形状，我们得到了广义M-D模型。

4.3.2 广广广义义义 JKR模模模型型型

当m → 1时，吸附是近程的 (或者接触体很软)，吸附起主导作用，式 (4.28)

中的第一项相对第二项可以忽略，因此我们有：

m2 − 1 → π∆γE∗/2σ2
0a. (4.29)

进而可以得到：

δa ' −
√

2π∆γa/E∗, (4.30)

Pa ' −
√

8πE∗∆γa3, (4.31)

以及

σa(%) '
√

2E∗∆γ

πa (1− %2)
, % 6 1. (4.32)
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那么在 r → a处存在一个应力集中因子：

KI = lim
r→a

√
2π(a− r) σz(r, 0) =

√
2E∗∆γ. (4.33)

吸附部分的贡献形式上与 JKR模型 [11]是一致的，Yao和 Gao [78]通过对 JKR

模型的直接推广得到了对应于任意有效表面形状的广义 JKR模型，它是广义

M-D模型的一个极限形式。

4.3.3 广广广义义义 DMT模模模型型型

当m →∞时，吸附是长程的，接触体相对来说很硬，模量很大，通过比较
式 (4.28)中的各项量级可知：

f(m) → ∆γ/σ0. (4.34)

由此确定出参数m，进而可以得到：

δa ' − (2σ0a/E∗) m, (4.35)

Pa ' −πσ0a
2m2. (4.36)

对于近球形表面 f(ρ) = a2%2/2R，其中等效半径 R = (1/R1 + 1/R2)
−1，由式

(4.34) 我们有 m→
√

2R∆γ/σ0a2，再由式 (4.35) 和 (4.36)，有 δa→0 和 Pa→ −
2πR∆γ，该结果对应于 DMT模型，这一点已经为Maugis [21]所指出。对于任

意有效的表面形状, 我们称上述结果对应广义 DMT模型。也就是说，广义M-D

模型的另一个极限形式为广义 DMT模型。这在原始的 DMT模型 [13]基础上

很难直接推广得到，而假设吸附作用对变形没有影响 (wa(%) ≈ 0)进而直接积分

表面吸附作用得到 Pa 的改进型 DMT模型 (IDMT模型) [14, 15]却是较容易推

广的，但它并未考虑吸附作用对变形和相互作用协调关系的影响，因而缺乏物

理依据，只是在材料严格为刚性的情况下成立，那时我们将称之为广义 Bradley

(刚性)模型。事实上，由式 (4.27)可见，wa(ρ)并不是总是为零的，也就是说吸

附作用对变形是有些影响的，它反映了吸附作用下变形分布情况的变化。变形

和吸附作用的协调关系的考虑使得该模型的物理意义更加明确，因此在这个意

义上我们得到的模型有别于原始的 DMT模型以及 IDMT模型，但为了方便我

们仍沿用 DMT这个术语。

4.4 特特特殊殊殊的的的表表表面面面形形形状状状

4.4.1 理理理想想想椭椭椭球球球体体体

对于两个旋转椭球体沿对称轴无摩擦接触的问题，其表面形状方程可以记
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为：

f(%) =
2∑

i=1

ai

(
1−

√
1− a2%2/b2

i

)
, % = r/a, (4.37)

式中，ai 和 bi 为椭球体的半轴，对于理想球体 ai = bi = Ri。由式 (4.15) 和

(4.16)，我们有1

δH =
a

2

2∑
i=1

ai

bi

ln
bi + a

bi − a
, (4.38)

PH =
E∗

2

2∑
i=1

ai

bi

[(
a2 + b2

i

)
ln

bi + a

bi − a
− 2abi

]
. (4.39)

这两个式子分别给出了表面形状方程 (4.37)对位移和载荷的贡献。另外，将式

(4.37)代入 (4.18)并求其一阶导数，我们可以得到式 (4.23)中有关的量 w′
H(%)

为：

w′
H(%) =

2δH

π%

√
%2 − 1− 2a2%

π
√

%2 − 1

2∑
i=1

ai

b2
i

arctan ϕ(%)

ϕ(ρ)
, % > 1, (4.40)

式中，ϕ(%) =
√

(1− a2%2/b2
i ) / (%2 − 1)，位移 δH由式 (4.38)给出。

4.4.2 幂幂幂次次次型型型表表表面面面

对于两个具有幂次型表面的轴对称体沿对称轴无摩擦接触的问题，其表面

形状方程为：

f(%) =
2∑

i=1

ani%ni

niQi

, % = r/a (4.41)

式中，Qi 和 ni 为形状参数。将该方程代入式 (4.15)和 (4.16)，我们得到由表面

形状引起的位移和载荷部分分别为：

δH =
1

2

2∑
i=1

B(ni

2
, 1

2
)Q−1

i ani , (4.42)

PH = E∗
2∑

i=1

B(ni

2
+ 1, 1

2
)Q−1

i ani+1, (4.43)

1参考文献 [79]的第 55页考虑了一个旋转轴对称体和半空间的无摩擦无吸附接触问题，存在

编辑错误：其一，形状方程中的两个正号应为负号；其二，式 (6.16)中的 y应为 β。第 54页中关

于球体和半空间的接触也有一处编辑错误：式 (6.15)中的 −aR应为 −2aR。
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式中，B(·)为 Beta函数 (A.4)。这两个式子是 Segedin公式 [79, 99]的一个例子，

在 Segedin [99]和 Sneddon [79]等人的研究中并未考虑表面吸附作用的影响。我

们这里把由表面形状影响的那一部分分解出来，其结果显然和他们给出来的是

一致的，但我们这里的任务是在下文中更明确地讨论表面吸附作用的影响。为

此，我们将 Griffith关系 (4.23)中与表面形状相关的项也计算出来。将式 (4.41)

代入 (4.18)并求一阶导数得 (论文 [81]的式 (47)有误)：

w′
H(ρ) = −

2∑
i=1

B(ni

2
, 1

2
)Q−1

i ani

π%
√

%2 − 1

[
1− 1

ni + 1
2F1(1,

ni

2
; ni+3

2
; %−2)

]
, (4.44)

式中 2F1(·)为超几何函数 (A.26)，其中 % > 1。

如果两幂指数相同 n1 = n2 = n，则等效形状参数 Q可以由下式得到：

1/Q = 1/Q1 + 1/Q2, (4.45)

或者其中有一个接触体是半空间，不妨假设为接触体 1，即 n1 = ∞，此时等效
形状参数为 n = n2和 Q = Q2。形状方程 (4.41)可以改写为：

f(%) = an%n/nQ, % = r/a. (4.46)

由表面形状引起的位移 (4.42)和载荷 (4.43)分别简写为：

δH = 1
2
B(n

2
, 1

2
) Q−1an, (4.47)

PH = B(n
2

+ 1, 1
2
) E∗Q−1an+1. (4.48)

4.5 幂幂幂次次次型型型表表表面面面的的的应应应用用用

4.5.1 M-D-n 模模模型型型

以下我们着重考虑幂次型表面 (4.46)和 Dugdale势近似表面相互作用的情

况。将式 (4.47)和式 (4.24)代入式 (4.11)，将式 (4.48)和式 (4.25)代入式 (4.12)，

分别得到位移和载荷分别为:

δ = 1
2
B(n

2
, 1

2
)Q−1an − (2σ0a/E∗)

√
m2 − 1, (4.49)

P = B(n
2

+ 1, 1
2
)E∗Q−1an+1 − 2σ0a

2
(
m2 arcsec m +

√
m2 − 1

)
. (4.50)

参数m由 Griffith关系 (4.10)来确定，将表面形状方程和表面相互作用代入后，

重新整理得：

σ0a
n

nQ

[
mn

(
1− Im−2(n+1

2
, 1

2
)
)− n

π
B(n

2
, 1

2
) arcsec m

]

+
4σ2

0a

πE∗

(√
m2 − 1 arcsec m + 1−m

)
= ∆γ, (4.51)
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式中，Ix(α, β) ≡ Bx(α, β)/B(α, β)为规范 Beta函数 (A.6)，Bx(α, β)为不完全

Beta函数 (A.5)。对于给定的材料参数 (E∗，∆γ 和 σ0)和形状参数 (n和 Q)，载

荷—位移关系由式 (4.49–4.51)确定。方便起见，我们称该模型为扩展M-D模型，

并记为 “M-D-n”，其中 n为形状指数，其值为任意的正数。特别地，对于 n = 2

且 Q = R，这些式子退化到原始的M-D模型给出的式子 (见参考文献 [21]的式

(6.17-6.19)，或参考文献 [34]的式 (16-18))，即：

δ ≡ δH + δa = a2/R− (2σ0a/E∗)
√

m2 − 1, (4.52)

P ≡ PH + Pa = 4E∗a3/3R− 2σ0a
2(m2 arcsec m +

√
m2 − 1), (4.53)

σ0a
2

πR

[
(m2 − 2) arcsec m +

√
m2 − 1

]

+
4σ2

0a

πE∗

(√
m2 − 1 arcsec m + 1−m

)
= ∆γ. (4.54)

表 4.1进一步给出了方程 (4.49-4.51)中的 Beta函数和规范 Beta函数在形状指

数 n = 1, 2, 3和 4时的对应的表达式。事实上，任意的正整数 n，这些特殊函数

可以写成：

B(n
2
, 1

2
) =

n + 1

n
B(n

2
+ 1, 1

2
) =





1

n
· n!!

(n− 1)!!
, n = 1, 3, 5, . . .

π

n
· n!!

(n− 1)!!
, n = 2, 4, 6, . . .

和

Im−2(n+1
2

, 1
2
) =





1−
(n−1)/2∑

k=0

(2k + 1)!!
√

m2 − 1

(2k + 1)(2k)!!m2k+1
, n = 1, 3, 5, . . .

2

π
arccsc m− 2

π

n/2−1∑

k=0

(2k)!!
√

m2 − 1

(2k + 1)!!m2k+2
, n = 2, 4, 6, . . .

其中，对于 n为正偶数的情况已由 Goryacheva和Makhovskaya [62]给出。

根据表 4.2给出的各物理量和组合量的量纲关系，我们引入如下无量纲参

数:

ã ≡ a/
(
Q2∆γE∗−1

)1/(2n−1)
, (4.55)

δ̃ ≡ δ/
(
Q∆γnE∗−n

)1/(2n−1)
, (4.56)

P̃ ≡ P/π
(
Q3∆γn+1E∗n−2

)1/(2n−1)
, (4.57)

Λ ≡ σ0

(
Q∆γ1−nE∗−n

)1/(2n−1)
. (4.58)
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对于 n = 2且 Q = R，可以注意到我们的无量纲参数和Maugis [21]定义的无量

纲参数在系数上有所不同，例如 λ = (9/2π)1/3Λ
.
= 1.127Λ，但这并不导致任何

重要的变化。相比较而言，这里定义的无量纲参数在写法上更加方便。

表 4.1: 扩展M-D模型中特殊函数在不同形状指数下的表达式

Table 4.1: The expressions of the special functions in the M-D-n equations

for the special cases of n = 1, 2, 3 and 4.

n B(n
2
, 1

2
) B(n

2
+ 1, 1

2
) Im−2(n+1

2
, 1

2
)

1 π π/2 1− (1/m)
√

m2 − 1

2 2 4/3 (2/π) arccsc m− (2/πm2)
√

m2 − 1

3 π/2 3π/8 1− (1/m)(1 + 1/2m2)
√

m2 − 1

4 4/3 16/15 (2/π) arccsc m− (2/πm2)(1 + 2/3m2)
√

m2 − 1

表 4.2: 物理量和组合量的量纲

Table 4.2: The dimension of parameters and combination parameters.

物理量 量纲 组合量 量纲

Q L n−1

∆γ MT −2

E∗ ML −1T −2 Q∆γ1−nE∗n−1 1

σ0 ML −1T −2 Q∆γ1−nE∗−n (ML −1T −2)1−2n

a, c L Q2∆γE∗−1 L 2n−1

δ L Q∆γnE∗−n L 2n−1

P ML T −2 Q3∆γn+1E∗n−2 (ML T −2)2n−1

注：M 为质量的量纲，L 为长度的量纲，T 为时间的量纲。

利用这些记号，我们可以得到无量纲形式的载荷—位移关系：

δ̃ = 1
2
B(n

2
, 1

2
)ãn − 2Λã

√
m2 − 1, (4.59)

P̃ = 1
π
B(n

2
+ 1, 1

2
)ãn+1 − 2

π
Λã2

(
m2 arcsec m +

√
m2 − 1

)
, (4.60)

· 65 ·



微纳米吸附接触力学模型的研究

以及无量纲形式的 Griffith关系：

1
n
Λãn

[
mn

(
1− Im−2(n+1

2
, 1

2
)
)− n

π
B(n

2
, 1

2
) arcsec m

]

+ 4
π
Λ2ã

(√
m2 − 1 arcsec m + 1−m

)
= 1. (4.61)

4.5.2 DMT-n 到到到 JKR-n 的的的转转转变变变

当载荷足够大时，吸附作用引起的载荷部分可以被忽略，即：

|Pa/P | < ξ, (4.62)

式中，ξ ¿ 1，其值可以根据需要选取。在这个情况下，载荷和位移可以简化为

δ̃ = δ̃H和 P̃ = P̃H，称为扩展 Hertz模型，简记为 Hertz-n模型。

当 Λ很大时，m → 1，吸附力引起的变形量很大，用式子表示为：

|δa/δt| > η1, (4.63)

式中，η1 À 1，δt = ∆γ/σ0 称为裂纹张开位移 (COD, crack opening displace-

ment)。此时，式 (4.61)简化为：

m2 − 1 ' π/(2Λ2ã). (4.64)

进而位移 (4.59)和载荷 (4.60)分别简化为：

δ̃ ≡ δ̃H + δ̃a = 1
2
B(n

2
, 1

2
)ãn −

√
2πã , (4.65)

P̃ ≡ P̃H + P̃a = 1
π
B(n

2
+ 1, 1

2
)ãn+1 − 2

π

√
2πã3 . (4.66)

这就是对于任意的形状指数 n > 0 时的扩展 JKR 模型，记作 JKR-n。对于

n = 2和 Q = R，这些式子退化到 Johnson等 [11]给出的式子。对于 n → ∞和
Q = Rn−1，这些式子对应于由 Kendall [100]给出的。对于 n = 1和Q = tan ϕ相

应地由 Maugis和 Barquins [101]在 1981年给出。对于任意整数的形状指数 n，

载荷公式由 Carpick等人 [22]在研究 AFM针尖和材料接触的时候给出。对于任

意正数时，载荷公式由 Borodich和 Galanov [23]给出。由 dP̃ / dδ̃ = 0，可以得

到 JKR-n拔出力：

−P̃ JKR-n
c =

2(2n− 1)

(n + 1)
√

2π

(
3
√

2π

nB(n
2
, 1

2
)

)3/(2n−1)

, (4.67)

它是式 (3.58)的另一种无量纲形式。
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当 Λ很小时，m →∞，吸附力引起的变形量很小，即：

|δa/δt| < η2, (4.68)

式中，η2 ¿ 1。此时，由式 (4.61)得：

m ' (n/Λ)1/n/ã. (4.69)

在这种情况下，我们可以得到载荷—位移关系为：

δ̃ ≡ δ̃H + δ̃a = 1
2
B(n

2
, 1

2
)ãn − 2n1/nΛ(n−1)/n, (4.70)

P̃ ≡ P̃H + P̃a = 1
π
B( 1

n
+ 1, 1

2
)ãn+1 − n2/nΛ(n−2)/n. (4.71)

对于 n = 2，我们有 δ̃a = −√8Λ → 0和 P̃a = −2，这对应于修正 DMT结果 [21]。

方便起见，我们仍采用 “DMT”这一术语，并将该极限情况记为 DMT-n。它的

拔出力可以在零接触半径时得到：

−P̃DMT-n
c = n2/nΛ(n−2)/n. (4.72)

0.01 0.1 1 10

1

10

n = 3

n = 2

n = 1.5

n = 1

50

-P
c
 =

 -
P

c
/

(Q
3

n
+

1

E
*

n
-2

)1
/(

2
n

-1
)

 = 
0
(Q

1-n

E
*-n

)
1/(2n-1)
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图 4.2: 不同形状指数 n下无量纲拔出力随转变参数的变化

Fig. 4.2: Variation of the dimensionless pull-off force with the transition

parameter Λ for special cases n = 1,1.5, 2 and 3.

对于任意的 n > 0，随着无量纲参数 Λ从零到无穷连续地变化，在 M-D-n

模型中存在从DMT-n到 JKR-n的转变。因此，无量纲参数 Λ称为转变参数。以

形状指数 n = 1, 1.5, 2和 3四种情况为例，我们将无量纲拔出力 −P̃c 随转变参
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数 Λ的变化情况作于图 4.2中。在小 Λ一端，对于 n < 2无量纲拔出力 −P̃c 与

转变参数 Λ负相关，而对于 n > 2无量纲拔出力 −P̃c与转变参数 Λ正相关。但

在大 Λ一端，对于任意的形状指数 n无量纲拔出力 −P̃c独立于转变参数 Λ。对

于形状指数 n = 1, 1.5, 2和 3四种情况，无量纲拔出力 −P̃c在大 Λ的极限值分

别为 5.471, 1.932, 1.5和 1.320。只有形状指数 n = 2时，拔出力−Pc在两个极限

条件下才都独立于弹性模量。

4.5.3 三三三维维维吸吸吸附附附图图图

当接触体之间的吸附作用可以被忽略时，可以使用 Hertz模型来取代M-D

模型。而当材料吸附作用不可以忽略时，如果接触体较硬，M-D模型可为 DMT

模型所代替; 反之，即接触体较软的情况，则可以方便地使用 JKR模型。这一

认识在现在看来似乎是显而易见的，但早在上个世纪七十年代末，引起了争

议。虽然有这一认识，但定量计算还得等到有了M-D模型 [21]才由 Johnson和

Greenwood [34]解决。1997年，Johnson和 Greenwood [34]基于 M-D模型首先

建立了表征近球体吸附接触模型适用性的一个吸附图 (adhesion map)。该图以

转变参数 λ和无量纲的载荷参数 P/πR∆γ 为坐标轴将平面划分成五个区域，

分别对应 Hertz、JKR、M-D、DMT和 Bradley模型的适用范围，我们称之为

Johnson-Greenwood吸附图，如图 4.3实线 (n = 2)所示。确定分割线的部分条

件已经在前面介绍，即式 (4.62)、(4.63)和 (4.68)。而对于刚性极限，与表面形状

相关的弹性变形量也很小，

|δH/δt| < ζ, (4.73)

式中，ζ ¿ 1。

Johnson-Greenwood吸附图的思想可以很容易地推广到具有更一般形式的

表面形状的接触体之间的吸附接触问题。因为我们已经建立了任意表面形状的

轴对称体之间接触的广义 M-D模型，所以在给定表面形状的情况下我们可以

建立相应的吸附图。特别地，对于幂次型表面形状的轴对称体，本章已经给出

了 DMT-n模型。我们以转变参数 Λ和无量纲载荷参数 P̃ 为坐标，对于任意的

n > 0，取 ξ = 0.05、η1 = 20、η2 = 0.05和 ζ = 0.05，同样地可以将区域划分成

五个部分，对应 Hertz-n、JKR-n、DMT-n、M-D-n和 Bradley-n模型的适用范

围. 如图 4.3，除了 n = 2，我们另外作出几种特殊情况，即 n = 1, 1.2, 1.5, 3和

5的吸附图。对于更多的情况，我们以形状指数 n为第三个坐标轴，建立一个三

维吸附图，如图 4.4所示。

· 68 ·



第四章 MAUGIS接触模型的推广和应用

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

10
1

10
2

10
-1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

10
7

10
8

n = 5

n = 3

n = 2

n = 1.5

n = 1.2

n = 1

-P a
/P

= .05

-
a /

t  =
 2

0

-
a /

t  =
 .0

5

H
/

t  =
 .0

5

JKR-nM-D-nDMT-nRigid

z(r) = r
n

/nQ

P
 =

 P
/

(Q
3

n
+

1

E
*

n
-2

)1
/(

2
n

-1
)

 = 
0
(Q

1-n

E
*-n

)
1/(2n-1)

Hertz-n
~

图 4.3: 不同形状指数 n下的二维吸附图

Fig. 4.3: The adhesion map for special cases n = 1, 1.2, 1.5, 2, 3 and 5.
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Fig. 4.4: The three-dimensional adhesion map.
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4.6 本本本章章章小小小结结结

本章将近球体无摩擦轴向吸附接触的 Maugis模型推广到具有任意有效的

表面形状和表面吸附作用的轴对称弹性体，利用弹性轴对称半空间在无摩擦边

界条件下的解，以及应力非奇异条件和 Griffith关系，建立了广义Maugis模型。

我们将载荷、位移、表面变形和表面相互作用分解成分别对应于表面形状和表

面吸附作用对该模型不同贡献的两部分，并给出关联表面形状和表面吸附作用

的关系式。对于给定的表面形状和吸附作用，该模型可以很容易的求解，避免了

复杂的自协调计算，但不违背自协调行为。

使用 Dugdale势近似表面吸附作用得到了广义M-D模型，在两个极端的条

件下分别得到了广义 JKR模型和广义 DMT模型，其中 “MDT”这个术语只是

为了方便而沿用的，它既不对应于原始 DMT模型，也不对应于 IDMT模型，因

为这两个模型都不满足表面变形和表面相互作用的自洽关系。使用旋转椭球体

和幂次型两类表面形状，分别推导了相应的公式，方便了后续讨论。

将广义Maugis模型应用于具有幂次型的表面，并采用 Dugdale势近似表面

吸附作用，得到了 M-D-n模型，其中 n为形状指数，其值为任意正实数。在这

个模型的基础上，得到了从 JKR-n到 DMT-n的转变，给出了若干形状指数 n

下的 Johnson-Greenwood吸附图，并以转变参数 Λ、无量纲载荷 P̃ 和形状指数

n为轴建立了三维吸附图。
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第第第五五五章章章 用用用 Dugdale近近近似似似匹匹匹配配配给给给定定定的的的作作作用用用势势势

5.1 引引引言言言

在近球体吸附接触的 M-D模型 [21]中，粘着应力 σ0 取为理论应力 σth 来

匹配 Lennard-Jones作用势。从 M-D模型中得到了 JKR-DMT转变 [21]，其中

DMT拔出力为 2πR∆γ，这个值正好也对应于 Bradley拔出力，但 JKR-DMT转

变与MYD转变 (即 JKR-Bradley转变)并不完全重合 [53]，仅在 Tabor数 µ (或

Maugis数 λ)较大和较小两个极端下分别有相同的值。这是偶然还是必然的呢？

还有没有其它的取法？如果有，新的取法是否更加合理？本章将深入讨论这些问

题。

1992年，Maugis [21]基于如下想法采用了 Dugdale模型，并将粘着应力 σ0

取为理论应力 σth。在线弹性断裂力学 (linear elastic fracture mechanics, LEFM)

的研究中，裂纹尖端附近存在一个粘着区 (cohesive zone)，应力在裂纹尖端达到

材料的理论应力 σth，并在一个范围内减少到零 [102]。由这一内载引起的应力集

中因子与外载引起的应力集中因子相互抵消，使得奇异性消失，并使得变形的

裂纹尖端极为锐利，这在粘着区比起裂纹长度小得多情况下才可以用。Maugis

认为可以很容易地使用 Dugdale模型来解决吸附接触问题，通过消除应力集中

因子确定应力分布和变形之间的协调关系。不过，不同于 Dugdale [98]取 σ0 为

材料屈服应力，Maugis取 σ0为理论应力 σth。

1997年，Greenwood [53]指出，采用 Dugdale势这一简化的表面吸附作用

的 Maugis模型与建立在特定的作用势 (如 Lennard-Jones作用势)下的完全自

协调模型并不是精确对应的，即Maugis数 λ = σ0(9R/2π∆γE∗2)1/3和 Tabor数

µ = (R∆γ2/E∗2z3
0)

1/3之间不存在精确的对应关系。同年，Johnson和Greenwood

[34]认为Maugis取粘着应力 σ0为理论应力 σth过于随意。然而，他们并未给出

更加合理的方案，而直接沿用了Maugis的取法，即 λ
.
= 1.157µ。

1998年，Barthel [67]将 Maugis模型推广到更加一般的吸附作用，并以线

性、二次和幂次等近似的作用势为例，说明从 JKR到 DMT转变对作用势的形

式并不敏感，其中各近似作用势的最大的应力 σ0均取为理论应力 σth，这同样是

过于随意。同年，Greenwood和 Johnson [68]还采用双 Hertz型近似表面压强分

布作了讨论，但仍没能够清楚地确定Maugis数 λ和 Tabor数 µ的关系。不同于
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先前取理论应力 σth 作为 σ0 的值，他们取M-D模型的 δt 的值作为作为新模型

的 δt 以确定 σ0 的值，然而M-D模型本身的取法就过于随意，所以问题还是没

有得到解决。

2005年，Luan和 Robbins [86]以对接触问题的原子模拟为根据在Nature杂

志上发表连续介质力学接触模型失效的文章，次年，他们 [87]又更进一步深入

比较了连续介质力学接触模型和原子模拟的接触模型。特别地，他们对表面均

匀弯曲的刚性针尖和弹性基体接触的原子模拟和M-D (Maugis-Dugdale)模型进

行了比较。他们采用原子模拟中原子势截断后的作用程 H0作为M-D模型的 δt

和通过拟合取定的 δt两种方式分别确定 σ0再进行比较，发现后面一种方式给出

的拔出力和原子模拟给出的拔出力较为吻合，而特征半径却不理想。对于接触

尺度达到原子尺度的量级，连续介质力学模型是必然失效的，不过在纳米尺度

下人们还是经常使用连续介质力学模型。Luan和 Robbins [87]采用两种方式来

估计M-D模型的参数，而没有采用之前的方式，但仍没能摆脱M-D模型的参数

选取过于随意的状况。值得注意的是，如果M-D模型的参数需要通过原子模拟

结果拟合给出的话，也许可以拟合得比较漂亮，但它将失去其作为方便实用的

近似模型的意义。因此，我们希望能有一个简单的方式可以对M-D模型进行补

充。

我们以前面两章推广的接触模型为基础，从一般化的角度对Maugis近似吸

附接触模型进行补充，使 Maugis近似吸附接触模型更合理更方便地匹配建立

在特定的相互作用下的完全自洽吸附接触模型。第 5.2节讨论幂次型表面的轴

对称体吸附接触问题中以 Dugdale势近似给定作用势，着重比较近球体吸附接

触的M-D模型和完全自洽模型。第 5.3节讨论理想球体和半空间接触问题中以

Dugdale势近似给定作用势。第 5.4节给出本章的结论。

5.2 幂幂幂次次次型型型轴轴轴对对对称称称表表表面面面吸吸吸附附附接接接触触触

5.2.1 用用用 Dugdale近近近似似似来来来匹匹匹配配配 Lennard-Jones作作作用用用势势势

在第四章中，我们发现在广义M-D模型中存在着广义 JKR–DMT转变，而

幂次型表面作为其中一类有效的表面形状，在M-D-n模型中理所当然具有同样

的性质—扩展 JKR–DMT转变，即从 JKR-n极限向 DMT-n极限的转变，如图

4.2所示。而在第三章中，我们在完全自洽模型中得到了扩展MYD转变，即从

JKR-n极限向 Bradley-n极限的转变，如图 3.11所示。因此上述两个转变在软接

触的条件下均对应于 JKR-n极限，现在我们着重讨论 DMT-n极限和 Bradley-n

极限。
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图 5.1: DMT-n和 Bradley-n拔出力的比较

Fig. 5.1: A comparison of the DMT-n and Bradley-n pull-off forces.

因为 DMT-n模型是一个弹性接触模型，而 Bradley-n是一个刚性接触模

型，所以扩展 JKR–DMT转变应为扩展MYD转变的一部分。而当接触半径为

零时，DMT-n 模型几乎不产生弹性变形。因此，它应对应于刚性的情况，即

Bradley-n模型。对于近球形 (n = 2)，我们知道 DMT和 Bradley拔出力均为

2πR∆γ，这个值在文献中经常不加区别。对于任意的形状指数 n，式 (4.72)和

(3.56)分别给出了 DMT-n和 Bradley-n拔出力。因此，我们可以得到二者的比

值为：

PDMT-n
c

PBradley-n
c

=
1

φ(n)

( σ0

∆γ/z0

)(n−2)/n

, (5.1)

式中，

φ(n) =
32

9n− 2
B(3− 2

n
, 2

n
)
(
168B(4− 2

n
, 6)

)(3n−2)/6n
. (5.2)

当 n = 2时，我们可以计算得到 φ(2) = 1，因而对于任意选取的粘着应力 σ0，

都有 PDMT-n
c /PBradley-n

c = 1。这样看来，粘着应力 σ0 在近球体接触的情况下没

有单一的值，而是可以任意选取。虽然Maugis [21]以理论应力 σth 作为粘着应

力 σ0 的值看似有一定的物理依据—至少是因为粘着应力不能超过理论应力，

但是没有任何的证据表明这个值比起其他值来得合适。相反地，对于其它的形

状指数 n，我们将发现这种取法并非明智的。如果我们继续采用理论应力 σth

作为粘着应力 σ0 的值，如图 5.1虚线 (σ0 = σth)清楚地说明了 DMT-n拔出力

和 Bradley-n拔出力的比值 PDMT-n
c /PBradley-n

c 随着形状指数 n的增大并不是保
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持为 1，而只是在某些情况下比值才为 1。更确定地说，随着形状指数 n的增

大，该比值从对应于 n = 2/3时的零值开始增大，接着在 n = 2时穿过 1，并在

n = 4.210时达到最大值 1.162，然后开始下降，并最终趋近于 1。因此，采用理

论应力 σth作为粘着应力 σ0的值，只有在 n = 2和 n = ∞两种情况下，可以获
得相同的 DMT-n和 Bradley-n拔出力，而对于其他任意的形状指数 n，DMT-n

和 Bradley-n拔出力将不再一致。
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图 5.2: 使用 Dugdale近似匹配 Lennard-Jones势的情况下的系数 k(n)

Fig. 5.2: The coefficient k(n) involved in the Dugdale approximation

to match the Lennard-Jones potential.

为了避免出现上述问题，我们只能重新选择粘着应力 σ0 使得 DMT-n和

Bradley-n拔出力对于任意的形状指数 n始终保持相等，即：

−PDMT-n
c = −PBradley-n

c , (5.3)

如图 5.1实线所示。在这个方案下，我们可以得到粘着应力 σ0的值为：

σ0 = k(n)∆γ/z0, (5.4)

式中，系数 k(n)定义为：

k(n) = (φ(n))n/(n−2) . (5.5)

我们将该系数随形状指数 n的变化情况用实线画在图 5.2中。很显然，对于确定

的形状指数 n，系数 k(n)有一个唯一的值，即粘着应力 σ0有一个唯一的值，且

系数 k(n)随着形状指数 n的增大而增大。当 n → ∞时，该系数趋近于最大值
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1.026，如图 5.2虚线所示，它对应于取理论应力 σth 为粘着应力 σ0 的情况。当

n = 1, 1.5, 2和 3时，我们可以得到系数 k(n)的值分别为 0.347, 0.499, 0.588和

0.696，如表 5.1。值得注意的是，当形状指数 n = 2时，系数 k(n)需要通过求极

限才能得到，它的精确形式是：

lim
n→2

k(n) = exp (−223/420)
.
= 0.588, (5.6)

该极限可以借助数学软件直接计算得到。因此，对于近球体 (n = 2)，我们可以

给出粘着应力 σ0的一个新的建议值为
1：

σ0
.
= 0.588∆γ/z0

.
= 0.573σth. (5.7)

式中，对于 Lennard-Jones作用势 σth
.
= 1.026∆γ/z0。

表 5.1: 用 Dugdale近似匹配 Lennard-Jones作用势的相关参数

Table 5.1: The correlative parameters for the Dugdale approximation to match

the Lennard-Jones potential in the adhesive contact of elastic objects.

n φ(n) k(n) = Λ/µ σ0/σth

1 2.880 0.347 0.338

1.5 1.261 0.499 0.486

2 1 0.588 0.573

2.5 0.917 0.650 0.633

3 0.886 0.696 0.678

∞ 1.026 1.026 1

上述分析给出的方案对提高M-D-n模型与完全自洽模型的匹配度是相当显

著的，这可以通过以下几个方面的比较来加以认识。

为方便比较，我们统一采用第三章的无量纲形式。M-D-n模型的无量纲形

1论文 [69]误为 σ0
.= 0.588∆γ/z0(

.= 0.603σth)，但不产生任何其它影响。
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式的载荷—位移关系和 Griffith关系：

δ̄ = 1
2
B(n

2
, 1

2
)ān − 2k(n)µ(2n−1)/nā

√
m2 − 1, (5.8)

P̄ = 1
π
B(n

2
+ 1, 1

2
)

ān+1

µ(2n−1)/n
− 2

π
k(n)ā2

(
m2 arcsec m +

√
m2 − 1

)
, (5.9)

1
n
k(n)ān

[
mn

(
1− Im−2(n+1

2
, 1

2
)
)− n

π
B(n

2
, 1

2
) arcsec m

]

+ 4
π
k2(n)µ(2n−1)/nā

(√
m2 − 1 arcsec m + 1−m

)
= 1. (5.10)

首先，我们就形状指数 n = 2 的情况比较一下 JKR–DMT 转变和 MYD

转变。我们将无摩擦完全自洽模型和 M-D 模型给出的拔出力随 Tabor 数 µ

的变化分别画在图 5.3 中，其中 M-D 模型包括使用我们给出的建议值 (σ0 =

0.588∆γ/z0)以及Maugis的建议值 (σ0 = 1.026∆γ/z0)两种情况。众所周知，对

于中等大小的 Tabor数 µ，使用 σth = 1.026∆γ/z0作为粘着应力 σ0的M-D模型

给出的拔出力比使用完全自洽模型给出的结果来得要小。我们惊奇地发现，使

用我们给出的建议值得到的拔出力在全范围的 Tabor数 µ内与完全自洽模型给

出的结果 (即MYD转变)相当接近。尽管我们的建议只是要求刚性极限下拔出

力一致，但在整个转变过程中吻合得相当好。
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图 5.3: 各接触模型的拔出力随 Tabor数变化情况的比较

Fig. 5.3: Variation of the pull-off force with the Tabor number

for the special case of n = 2.

其次，我们比较一下近球体 (n = 2)吸附接触中各模型给出的载荷—位移曲

线，并考察一下表面变形和压强的分布情况。在图 5.4中，对于 Tabor数 µ = 1

的情况，我们给出了不考虑吸附的 Hertz模型、不考虑弹性变形的 Bradley模
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图 5.4: 各接触模型的载荷—位移曲线的比较

Fig. 5.4: Load–displacement curves for the special case of n = 2 and µ = 1.

型、考虑弹性吸附接触的 DMT, JKR和M-D模型的无量纲载荷—位移曲线，并

与使用 Lennard-Jones作用势的 FSCM无量纲载荷—位移曲线进行比较。由图

可见，使用 σ0 = 1.026∆γ/z0 (对应于 λ = 1.157µ)作为粘着应力的 M-D模型

已经很接近于 FSCM，但是我们使用 σ0 = 0.588∆γ/z0 (对应于 Λ = 0.588µ，即

λ = 1.127Λ = 0.663µ)作为粘着应力的M-D模型更加接近于 FSCM。对于更大

或者更小的 Tabor数，我们可以得到同样的结论。在图 5.5中，我们就形状指

数 n = 2和 Tabor数 µ = 1的情况给出了拔出力对应点 (Pull-off)和零载荷对

应点 (Zero-load)的表面变形和压强随半径的变化情况。从图 5.5 (a)可见，使

用 σ0 = 0.588∆γ/z0 给出的 M-D模型比使用 σ0 = 1.026∆γ/z0 给出的 M-D模

型在全范围的径上都更吻合于 FSCM。具体分析使用 σ0 = 0.588∆γ/z0 给出的

M-D模型和 FSCM的差别可见，在接触区边缘，随着半径的增大，M-D模型

(σ0 = 0.588∆γ/z0)的变形量先是比 FSCM的来得小，然后来得大，这是因为压

强的分布过于理想，在接触区边缘，随着半径的增大，先是过小地估计了压强，

而后又过大地估计了压强，如图 5.5 (b)所示。然而在接触区外这么粗糙的压强

分布情况却还能得到相当吻合的结果，充分说明了采用最为简单的近似作用势

— Dugdale近似—是简便而有效的。从图 5.5，我们发现在接触区内部不管是变

形还是压强的分布，采用 σ0 = 0.588∆γ/z0的M-D模型比采用 σ0 = 1.026∆γ/z0

的M-D模型都更吻合于 FSCM，但随着接触量的增大这一区别变得不再明显。

因此我们说，我们的建议值在刚开始接触吸附时有明显的优势，这将为实验中

拟合数据带来更高的精度。
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图 5.5: (a)表面变形和 (b)表面压强沿半径方向的分布情况

Fig. 5.5: The distributions of (a) surface deformation and (b) pressure with the

radius at the points corresponding to pull-off and zero-load

for the special case of n = 2 and µ = 1.

最后，我们就更一般的形状指数 n比较一下扩展 MYD转变和扩展 JKR–

DMT转变。如图 5.6所示，对于 n = 1, 1.5, 2和 3四种情况，我们给出各模型的

无量纲拔出力，其中无量纲拔出力定义为：

−P̄c ≡ −Pc/π∆γQ2/nz
(2−n)/n
0 . (5.11)

对于 M-D-n模型的粘着应力 σ0，我们只采用了新的建议值 (如表 5.1)，因为其

它取法在图 5.1中我们已经示明了在刚性极限下将不能相同，除了 n = 2情况。

不过对于 n = 2情况，我们也在图 5.3中已经示明了我们的建议值使得两个转

变更加吻合。因此，我们只采用新的建议值来讨论两个转变的吻合情况。对于

n = 1, 1.5, 2和 3四种情况，我们建议的系数 k(n)分别为 0.347, 0.499, 0.588和
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0.696，它们分别对应于 Λ = 0.347µ, 0.499µ, 0.588µ和 0.696µ。由图可见，扩展

JKR–DMT转变与扩展MYD转变在各种情况下都吻合得很好。
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图 5.6: 不同形状指数下无量纲拔出力随扩展 Tabor数的变化

Fig. 5.6: Variation of the pull-off force with the extended Tabor number

for n = 1, 1.5, 2 and 3.

通过上述广泛的比较，我们发现采用近似模型和完全自洽模型在刚性极限

下要求有相同的拔出力这个简单的关系，使得两个模型在从刚性极限到 JKR-n

极限整个转变的过程中都有很好的一致性。因此，对于广义Maugis模型，我们

补充这个关系将有助于提高其实际应用的精确度。

5.2.2 用用用 Dugdale近近近似似似来来来匹匹匹配配配更更更一一一般般般形形形式式式的的的 Lennard-Jones势势势

本节进一步讨论更一般形式的 Lennard-Jones势 [20]：

p∗(h) =
(α− 1)(β − 1)∆γ

(α− β)z0

[
(h/z0)

−α − (h/z0)
−β

]
, (5.12)

式中，α和 β为正的实数 2，且满足 α > β > 1。这个作用势对应的理论应力为：

σth = (α− 1)(β − 1)
(
ββ/αα

)1/(α−β)
∆γ/z0. (5.13)

在上节中我们讨论的情况对应于 α = 9和 β = 3。

2这里使用的 β 和第三章里的定义没有任何的关系，应加以区别。
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首先，我们需要给出完全自洽模型的刚性极限。对于幂次型表面，当材料均

为刚性的时候，表面间隔可以写作：

h(r) = z0 − δ + rn/nQ. (5.14)

这里定义的表面间隔 h(r)和前面章节使用的表面间距 H(r)的关系为 h(r) =

z0 + H(r)。由式 (5.14)，我们立即有：

n(2−n)/nQ2/n(h(r)− z0 + δ)(2−n)/n dh(r) = r dr. (5.15)

将上式和更一般形式的 Lennard-Jones势 (5.12)代入

P =
∫∞

0
p∗(h(r)) 2πr dr, (5.16)

从而转化为对表面间隔 h(r)从 z0− δ到∞的积分。这样我们可以得到对应于更
一般形式的 Lennard-Jones势的 Bradley-n方程：

P =
2π(α− 1)(β − 1)∆γ

(α− β)nz0

(nQz0)
2/n

[
B(α− 2

n
, 2

n
)

× (1− δ/z0)
−α−2/n −B(β − 2

n
, 2

n
)(1− δ/z0)

−β−2/n
]
. (5.17)

对上式求极小值，可得对应的拔出力：

−PBradley-n
c = πφ(n; α, β)(nQz0)

2/n(∆γ/z0), (5.18)

式中，

φ(n; α, β) =
2(α− 1)(β − 1)

αn− 2
B(β − 2

n
, 2

n
)

×
(

B(β + 1− 2
n
, α− β)

B(β, α− β)

)(βn−2)/(α−β)n

. (5.19)

其次，我们应用近似模型和完全自洽模型的拔出力有相同刚性极限的条件，

即 DMT-n拔出力 (4.72)和 Bradley-n拔出力 (5.18)相等，可以得到 (5.4)，不过

系数 k(n)是一个更一般的形式：

k(n; α, β) =

[
2(α− 1)(β − 1)

(αn− 2)
B(β − 2

n
, 2

n
)

×
(

B(β + 1− 2
n
, α− β)

B(β, α− β)

)
(βn−2)/(α−β)n

]n/(n−2)

, (5.20)
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式中，n > 2/β。

最后，我们就三种常用的形状指数 n = 1, 2和∞简化系数 k(n; α, β)的表

达式：

lim
n→1

k(n; α, β) =
(α− 2)(β − 2)

2(α− 1)

(
β − 1

α− 1

)(β−2)/(α−β)

, (5.21)

lim
n→2

k(n; α, β) = exp
[α− 1

α− β
(γ + ψ0(β))

− β − 1

α− β
(γ + ψ0(α))− αβ − 1

(α− 1)(β − 1)

]
, (5.22)

lim
n→∞

k(n; α, β) = (α− 1)(β − 1)
(
ββ/αα

)1/(α−β)
, (5.23)

式中，γ 为 Euler常数，其数值约为 0.577216，ψ0(α) ≡ Γ′(α)/Γ(α)为双伽玛函

数，Γ(α)为Gamma函数。如果 α为整数，那么ψ0(α) = −γ +Hα−1，其中Hα−1

为调和数。值得注意的是，对于第三种情况 (n = ∞)，即平头的接触体，总有粘

着应力和理论应力相等，即 σ0 = σth。

5.3 理理理想想想球球球体体体和和和半半半空空空间间间的的的吸吸吸附附附接接接触触触

本节研究理想球体和半空间的吸附接触问题，并以 Dugdale势来近似匹配

Lennard-Jones作用势。接触体的表面方程写作：

z(r) = R−
√

R2 − r2. (5.24)

由第四章我们可以立即得到相应的 M-D 模型，方便起见，我们记该模型为

M-D-R 模型。如果采用第三章的无量纲参数，则 M-D-R 模型无量纲形式的位

移、载荷和 Griffith关系可以写作：

δ̄ = δ/z0 =
1

2ε
â ln

1 + â

1− â
− 2√

ε
σ̄0µ

3/2â
√

m2 − 1, (5.25)

P̄ = P/πR∆γ =
1

2πµ3/2ε3/2

[
(1 + â2) ln

1 + â

1− â
− 2â

]

− 2

πε
σ̄0â

2
(
m2 arcsec m +

√
m2 − 1

)
, (5.26)

σ̄0

ε

[
1−

√
1− â2m2 − â

π
ln

1 + â

1− â
(arcsec m−

√
m2 − 1)

− 2

π
arccsc m +

2

π

√
1− â2m2 arctan

√
1− â2m2

m2 − 1

]

+
4

π
√

ε
σ̄2

0µ
3/2â

(√
m2 − 1 arcsec m + 1−m

)
= 1, (5.27)
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式中，ε = z0/R，̄σ0 = σ0/(∆γ/z0)，̂a = a/R，以及 µ = (R∆γ2/E∗2z3
0)

1/3
。

5.3.1 完完完全全全自自自洽洽洽模模模型型型的的的刚刚刚性性性极极极限限限

由表面方程 (5.24)，我们有：

(R− z(r)) dz(r) = r dr.

考虑到表面间隔 h(r) = z0 − δ + z(r)，上式可以写作：

(R− z0 + δ − h(r)) dh(r) = r dr. (5.28)

将上式和 Lennard-Jones作用势代入 P =
∫ R

0
p∗(h(r)) 2πr dr，转化为对 h(r)从

z0 − δ到 z0 − δ + R的积分，进而计算可得：

P = 2πR∆γ

{
1

3
(1− δ/z0)

−8 +
z0

21R

[
(1− δ/z0 + R/z0)

−7 − (1− δ/z0)
−7]

− 4

3
(1− δ/z0)

−2 − 4z0

3R

[
(1− δ/z0 + R/z0)

−1 − (1− δ/z0)
−1]

}
,

或者写作：

P̄ =
2

3

(
1− δ̄

)−8
+

2ε

21

[(
1− δ̄ + 1/ε

)−7 − (
1− δ̄

)−7
]

− 8

3

(
1− δ̄

)−2 − 8ε

3

[(
1− δ̄ + 1/ε

)−1 − (
1− δ̄

)−1
]
. (5.29)

我们称该方程为理想球体的修正 Bradley方程，或记为 Bradley-R方程。如果 R

远大于 z0，即 ε ¿ 1，这个式子将简化为近球体下的 Bradley方程。由极值条件

dP̄ / dδ̄ = 0，我们可以得到极值点 δ̄ = δ̄c满足的方程为：

(
1− δ̄c

)−9
+

ε

8

[(
1− δ̄c + 1/ε

)−8 − (
1− δ̄c

)−8
]

− (
1− δ̄c

)−3 − ε

2

[(
1− δ̄c + 1/ε

)−2 − (
1− δ̄c

)−2
]

= 0. (5.30)

该方程可以通过数值求解给出结果，但考虑到半径 R比间隔 z0大得多，我们将

采用渐近展开的方法 [93]来加以求解。

假设 δ̄c关于小参数 ε有幂级数展开式：

δ̄c = a0 + a1ε + a2ε
2 + a3ε

3 + O(ε4), (5.31)

式中, ak 为待定系数。将该式代入方程 (5.30)，并展开整理成关于小参数 ε的幂

级数形式，再由各项系数为零的条件逐一确定系数 ak 可得：

δ̄c = − 1

16
ε− 13

512
ε2 +

109

1536
ε3 + O(ε4). (5.32)
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在图 5.7中，我们将 Bradley-R拔出点位移的渐近级数解和数值解进行了比较。

当 R/z0 > 5时，从图中可以看出，不管渐近级数解取几项，两者都吻合得很好；

但当 R和 z0相当时，与数值解相比较发现，渐近级数解取两项、三项时反而不

如只取一项时的效果来得好。不过 R和 z0 相当的情况对于采用连续性假设本

身就不再合适。在这样的情况下，取渐近级数解的第一项作为近似解即可，它

能保证在有效的 R/z0值上都有较好的近似。把渐近级数解代入 Bradley-R方程

(5.29)，并展开整理成关于小参数 ε的幂级数形式，可得 Bradley-R拔出力为：

−P̄Bradley-R
c = 2

(
1− 9

7
ε +

131

96
ε2 − 2035

1536
ε3 + O(ε4)

)
. (5.33)

我们发现，只取 δc/z0的渐近级数解 (5.32)的第一项代入时，同样有上式右边括

号中给出的前四项，也就是说达到了 O (z0/R)3的精度。这再次说明只取渐近级

数解 (5.32)的第一项，近似已经足够精确。在图 5.8中，我们将 Bradley-R拔出

力的渐近级数解和数值解进行了比较。从图可知，如果 R/z0相当大，Bradley-R

拔出力将为常量 2πR∆γ，它与近球体的 Bradley拔出力是一样的；而当 R/z0不

太大时，我们不能只取展开式的第一项，具体可以根据精度要求来操作。对于实

际问题，半径 R往往比间隔 z0大很多，否则连续介质的假设将不再成立。这在

个意义下，我们说，Bradley-R拔出力的渐近级数展开式 (5.33)可以取前两项来

近似得到。
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图 5.7: Bradley-R拔出点位移的数值解和渐近级数解的比较

Fig. 5.7: Comparison of the numerical results and the asymptotic series of the

pull-off displacement.
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图 5.8: Bradley-R拔出力的数值解和渐近级数解的比较

Fig. 5.8: Comparison of the numerical results and the asymptotic series of the

pull-off force.

5.3.2 用用用 Dugdale近近近似似似来来来匹匹匹配配配 Lennard-Jones作作作用用用势势势

现在考虑M-D-R模型的极限模型之一 DMT-R模型。将表面方程 (5.24)代

入式 (4.34)可得：

a2m2 → 2R∆γ/σ0 −∆γ2/σ2
0. (5.34)

将上式代入式 (4.36)即可得到 DMT-R拔出力:

−PDMT-R
c /πR∆γ = 2− ∆γ

Rσ0

, (5.35)

或者写作：

−P̄DMT-R
c = 2− ε/σ̄0. (5.36)

我们补充的条件，即近似模型和精确模型在刚性极限下拔出力一致的条件，

可以写作：

−P̄DMT-R
c = −P̄Bradley-R

c . (5.37)

将 (5.33)和 (5.36)代入上式，并作渐近展开整理得：

σ̄0 =
7

18

(
1 +

917

864
ε +

71659

746496
ε2 + O(ε3)

)
(5.38)

如果 R远大于 z0，则粘着应力 σ0
.
= 0.389∆γ/z0，这与采用抛物线近似表面形状

给出的粘着应力 σ0
.
= 0.588∆γ/z0是不同的。
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5.4 本本本章章章小小小结结结

在近球体吸附接触的M-D模型中，粘着应力 σ0通常被取为理论应力 σth以

匹配完全自洽模型。这种作法过于随意，不同的作法也为其他研究者所采用，但

都或多或少带有人为因素，缺乏物理依据，不利于实际应用。近似模型采用了

非常简单的相互作用势，因此不可能存在精确的常粘着应力 σ0使得近似模型与

精确模型完全一致，然而如何有效地给出近似的常粘着应力 σ0是一个重要的课

题。本章在前面两章推广模型的基础上给出了一个更为合理的方案。

以具有幂次型表面的轴对称弹性体的吸附接触为例，我们已经知道在使

用 Lennard-Jones作用势的完全自洽模型中存在从 JKR-n到 Bradley-n的转变，

而在 M-D-n模型中存在从 JKR-n到 DMT-n的转变，因此在刚性极限下要求

DMT-n和 Bradley-n具有一致的拔出力。从这个条件出发我们给出了粘着应

力 σ0的新的建议值 k(n)∆γ/z0，其中系数 k(n)与形状指数 n相关。特别地，在

近球体 n = 2的情况下，我们给出了粘着应力 σ0 的新的建议值为 0.588∆γ/z0

(
.
= 0.573σth)，它比 Maugis建议的理论应力 σth (

.
= 1.026∆γ/z0)来得小。单纯

从原始的 M-D模型和完全自洽模型的比较是不能够直接给出这个新的建议值

的，它是在推广的模型的基础上退化得到的，这是一个有意思的过程。通过使

用粘着应力 σ0 新的建议值与使用Maugis的建议值的比较可以发现，前者得到

的 JKR-DMT转变的更接近于MYD转变，载荷—位移曲线以及表面变形和表

面压强的分布也更好的吻合完全自洽模型的结果。对于其它任意有效的形状指

数 n这一改善也是显著的。

使用应力非奇异和 Griffith关系这两个独立关系，可以建立弹性吸附接触

问题的半解析的近似模型，而补充刚性极限下近似模型与精确模型具有相同拔

出力这一简单关系，可以使近似模型更有效、更实用。在此基础上，本章还讨论

了具有幂次型表面的轴对称弹性体的吸附接触中以 Dugdale势近似更一般形式

的 Lennard-Jones作用势的问题，以及理想球体和半空间吸附接触中以 Dugdale

势近似 Lennard-Jones作用势的问题。对于其它形式的表面形状和表面吸附作

用也可以有类似的讨论。
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第第第六六六章章章 全全全文文文总总总结结结和和和展展展望望望

6.1 吸吸吸附附附接接接触触触模模模型型型研研研究究究工工工作作作的的的总总总结结结

随着尺度的变小，连续介质的假设必然会失效，但实际上在很大程度上连

续介质的模型在建立微/纳米力学仍被热衷。本文是对建立在连续介质基础上

的吸附接触模型的进一步推广和补充，在提高完全自洽模型的实用性方面和

Maugis模型的有效性方面做出努力。主要研究工作归纳如下：

(1) 完全自洽模型的推广

在表面形状和表面摩擦作用等主要方面，对轴对称弹性体沿轴向吸附接触

的完全自洽模型进行了扩展，得到了相应的表征表面变形和表面相互作用的自

洽关系以及载荷—位移关系。其一，为研究表面形状对接触性能的影响，已经

将理论模型从近球形表面的情况扩展到了任意轴对称表面形状的情况，并将自

洽关系写成不含位移而以表面中心间距为参数的形式，方便了数值计算方法的

处理。其二，为研究摩擦对接触性能的影响，已经将理论模型从无摩擦的情况

扩展到了无相对滑动的情况。在无摩擦和无相对滑动两种情况下，得到了形式

上一致的无量纲形式，唯一不同是表征材料性质和表面形状的无量纲参数 ϑ的

定义，该参数在无相对滑动情况下是其在无摩擦情况下的 1 − β2 倍，其中 β 为

Dundurs常数。我们还就二维无摩擦正向吸附接触问题建立了相应的完全自洽

模型。

(2) 完全自洽模型数值计算方法的改进

在网格划分、控制方式、数值积分和迭代方法等方面，对完全自洽模型的

数值计算方法进行了改进，并对文献中存在的错误进行了剖析，通过这些努力

有望改善该理论模型不实用的状况。其一，采用自适应网格技术提高了计算效

率和精度。在接触过程中表面某些地方的相互作用变化很突兀，如果网格划

分得不好将不能很好地描述相互作用的变化情况，从而导致计算结果不准确

甚至谬误。其二，采用表面中心间距控制法，得到了完整载荷—位移曲线。与

Greenwood [53]的自洽关系不同，我们采用了形式上不含位移的自洽关系，更

加方便了表面中心间距控制方法的使用。与 Feng [55]的弧长控制法相比，表

面中心间距控制法避免了在迭代求解过程中需要处理解分歧的情况。其三，采

用 Riemann-Stieltjes积分，从本质上消除了奇异点的影响。Greenwood [53]曾
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指出自洽关系中存在一个无法消除的奇异点，并给出了近似处理方法，Feng

[55]和 Attard [54]随即也给出了他们的近似处理方法，但我们经过数学上的处

理已经可以完全避免奇异点的影响，从而降低了数值计算的难度。其四，采用

Newton-Raphson迭代方法加快了收敛速度，提高了迭代效率。该迭代方法的使

用还避免了出现像 Attard和 Parker [52]给出错误结果的情况，他们采用松弛法

求解迭代表面位移，过大的松弛因子很可能是他们给出高 Tabor数下拔出力不

单一这一错误结果的主要因素。

(3) 完全自洽模型的应用

将完全自洽模型应用于具有幂次型表面和 Lennard-Jones作用势的轴对称

接触问题，以算例的形式进行了研究和讨论。其一，探讨了载荷和位移分别随表

面中心间距变化的情况，指出了突跳行为是实际问题中采用位移控制模式引起

的；探讨了特征半径和应变能释放率随位移的变化情况，证实了在接触过程中

应变能释放率 G 和吸附能 ∆γ 相等这一 Griffith关系；通过和M-D模型 [21]的

比较，提出了进一步补充M-D模型的任务。其二，通过无相对滑动和无摩擦两

种情况下的无量纲载荷—位移曲线的比较发现摩擦作用对变形起抑制作用，并

以特征半径随载荷的变化情况、以及在拔出力和零载荷分别对应的点的表面位

移、压强和摩擦应力的分布情况来进一步说明。其三，定义了表征表面形状和表

面相互作用的扩展 Tabor数，发现了从 JKR-n到 Bradley-n的扩展MYD转变。

(4) 广义Maugis模型的建立

对于任意有效的表面形状和表面吸附作用的轴对称弹性体无摩擦轴向吸附

接触问题，利用弹性轴对称半空间在无摩擦边界条件下的解，以及应力非奇异

条件和 Griffith关系，建立了广义Maugis模型。研究了表面形状和表面吸附作

用对该模型的不同贡献，将载荷、位移、表面变形和表面相互作用分解成相应的

两部分，并给出了关联表面形状和表面吸附作用的关系式。对于给定的表面形

状和吸附作用，该模型可以很容易的求解，避免了复杂的自协调计算，但又不违

背自协调行为。

(5) 广义Maugis模型的应用

使用 Dugdale势近似表面吸附作用得到了广义M-D模型，在两个极端的条

件下分别得到了广义 JKR模型和广义 DMT模型；使用旋转椭球体和幂次型两

类表面形状，分别推导了相应的公式，方便了后续讨论。将广义Maugis模型应

用于具有幂次型的表面，并采用 Dugdale势近似表面吸附作用，得到了M-D-n

模型。给出了拔出力从 JKR-n到 DMT-n的转变情况，并以转变参数 Λ、无量纲
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载荷 P̃ 和形状指数 n为轴建立了三维吸附图。

(6) 广义Maugis模型的补充

在近球体吸附接触的M-D模型中，粘着应力 σ0通常被取为理论应力 σth以

匹配完全自洽模型。这种作法过于随意，本文在推广模型的基础上给出了一个

更为合理的方案，即以近似模型和精确模型在刚性极限下有一致的拔出力这一

条件确立粘着应力 σ0的值。讨论了具有幂次型表面的轴对称弹性体的吸附接触

中以 Dugdale势近似 Lennard-Jones作用势的问题。我们给出了粘着应力 σ0 的

新的建议值 k(n)∆γ/z0，其中系数 k(n)与形状指数 n相关。特别地，在近球体

n = 2的情况下，新的建议值为 0.588∆γ/z0 (
.
= 0.573σth)，使用该值的M-D模型

与使用Maugis [21]建议的理论应力 σth (
.
= 1.026∆γ/z0)来给出的结果相比，在

载荷—位移曲线、JKR-DMT转变、表面变形和表面压强的分布等方面都更吻

合于完全自洽模型的结果。这对于其它任意有效的形状指数 n也有同样的结论。

我们还讨论了具有幂次型表面的轴对称弹性体的吸附接触中以 Dugdale势近似

更一般形式的 Lennard-Jones作用势的问题，以及理想球体和半空间吸附接触

中以 Dugdale势近似 Lennard-Jones作用势的问题。

6.2 进进进一一一步步步工工工作作作的的的展展展望望望

(1) 粗糙表面接触的接触问题

在本文工作开展的过程中，我们对粗糙表面的弹/塑性接触行为也作了调研

分析，我们发现从不同角度近似的模型已经被建立起来 [103–109]。诚然本文未

考虑表面粗糙度对接触行为的影响，但是参考相关的研究 [64, 65, 110]并结合

本文补充的条件将有望得到更好的结果。将二维完全自洽模型应用于分形表面

[111]的弹性吸附接触行为研究是一个更为感兴趣的方向。

(2) 连续介质假设的失效

当接触的尺度可以和原子的尺度相比拟时，连续介质的假设必然失效 [86]，

然而定量化的标准却是一个很难界定的课题，基于连续介质假设的接触力学模

型在纳米尺度下的应用仍会得到广泛的研究兴趣。完全自洽模型作为连续介质

力学框架下最具准确性的理论模型，它与分子动力学模拟的深入比较将更能反

映出连续介质假设合理性的尺度，特别是在放弃表面理想光滑假设的情况下。

另外，结合本文补充条件下的Maugis模型同分子动力学模拟的进一步比较也被

感兴趣。

(3) 材料参数和优化设计
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本文对Maugis模型进行了推广和补充，为确定粘着应力 σ0 的值提供了一

个有效的方法，但必须注意它的值并不是准确的。实际上，对于确定的表面形

状，其值将随着材料参数的变化 (如 Tabor数的增大)而变化，即使对于确定的

表面形状和材料参数，其值随着接触半径的变化也会变化，这些变化有待进一

步的研究。通过本文的算例分析可知，上述的变化可能不会太大，因而可以采用

我们给出的粘着应力 σ0对实验结果进行初步的拟合，进而采用完全自洽模型作

进一步的评估，通过这些努力将有助于材料参数的获取和材料的优化设计。
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附附附录录录 A 数数数学学学公公公式式式和和和数数数学学学推推推导导导

A.1 特特特殊殊殊函函函数数数

A.1.1 Gamma函函函数数数和和和 Beta函函函数数数

(1) Gamma函数 (第二类 Euler积分)：

Γ(α) =
∫∞

0
tα−1e−t dt. (A.1)

(2) 不完全 Gamma函数：

Γ(α, z) =
∫∞

z
tα−1e−t dt. (A.2)

(3) 双 Gamma函数：

ψ0(α) = d lnΓ(α)/ dα = Γ′(α)/Γ(α). (A.3)

若 α为整数，则双 Gamma函数 ψ0(α) = γ + Hα−1，其中 γ ' 0.577216为

Euler常数，Hα−1 =
∑α−1

k=1 k−1为调和数。

(4) Beta函数 (第一类 Euler积分) [112, p.258]：

B(α, β) =
∫ 1

0
tα−1(1− t)β−1 dt =

Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)

=
1

α
2F1(1− β, α; α + 1; 1). (A.4)

(5) 不完全 Beta函数：

Bz(α, β) =
∫ z

0
tα−1(1− t)β−1 dt

=
1

α
zα

2F1(1− β, α; α + 1; z)

=
1

α
zα(1− z)β

2F1(1, α + β; α + 1; z). (A.5)

(6) 规范 Beta函数：

Iz(α, β) = Bz(α, β)/B(α, β). (A.6)
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A.1.2 Bessel函函函数数数

n阶 Bessel微分方程 x2y′′ + xy′ + (x2 − n2)y = 0的通解可以写成：

y = C1Jn(x) + C2Nn(x). (A.7)

(1) 第一类 n阶 Bessel函数：

Jn(x) =
∞∑

k=0

(−1)k(x/2)2k+n

k!Γ(k + n + 1)
, (A.8)

特别地，对于 Re(n) > −1/2，有：

Jn(x) =
2(x/2)n

π1/2Γ(n + 1/2)

∫ 1

0
(1− t2)n−1/2 cos(xt) dt. (A.9)

(2) 第二类 n阶 Bessel函数 (或称Weber函数/ Neumann函数)：

Nn(x) = Jn(x) cot nπ − J−n(x) csc nπ. (A.10)

(3) Bessel函数的微分关系：
(

d

x dx

)m

[xnJn(x)] = xn−mJn−m(x), (A.11)

(
d

x dx

)m [
x−nJn(x)

]
= (−1)m x−(n+m)Jn+m(x). (A.12)

特别地：

∂

∂t

(
ρ−1J0(tρ)

)
= −J1(tρ). (A.13)

A.1.3 椭椭椭圆圆圆积积积分分分

形如
∫

R(x, y) dx的积分, 其中 R是 x和 y的有理函数, y2 = P (x)是 x的三

次或四次多项式, 称为椭圆积分 [112, p.589]。

(1) 第一类椭圆积分：

F(φ, k) =
∫ φ

0

1√
1− k2 sin2 θ

dθ =
∫ sin φ

0

1√
(1− x2)(1− k2x2)

dx. (A.14)

(2) 第二类椭圆积分：

E(φ, k) =
∫ φ

0

√
1− k2 sin2 θ dθ =

∫ sin φ

0

√
1− k2x2

1− x2
dx. (A.15)
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(3) 第三类椭圆积分：

Π(n; φ, k) =
∫ φ

0

1

(1− n sin2 θ)
√

1− k2 sin2 θ
dθ. (A.16)

(4) 第一类完全椭圆积分：

K(k) = F(
π

2
, k) =

∫ π/2

0

1√
1− k2 sin2 θ

dθ =
π

2
2F1(

1
2
, 1

2
; 1; k2). (A.17)

(5) 第二类完全椭圆积分：

E(k) = E(
π

2
, k) =

∫ π/2

0

√
1− k2 sin2 θ dθ =

π

2
2F1(−1

2
, 1

2
; 1; k2). (A.18)

(6) 第三类完全椭圆积分：

Π(n; k) = Π(n;
π

2
, k) =

∫ π/2

0

1

(1− n sin2 θ)
√

1− k2 sin2 θ
dθ. (A.19)

注意：本文根据相关文献选择采用了以参数 k 为模的定义式，另一种常用

的写法是以参数 m = k2 的形式定义的应特别注意，如在Mathematica软件中，

为求 K(k)和 E(k)，应分别将其写作 EllipticK[m]和 EllipticE[m]；同样地，在

Matlab软件应由 [K, E] = ellipke(m)求得。

(7) 椭圆积分的性质：

K

(
2
√

k

1 + k

)
=





(1 + k)K(k), k 6 1

(1 + 1/k)K(1/k), k > 1
(A.20)

E

(
2
√

k

1 + k

)
=





2

1 + k
E(k)− (1− k)K(k), k 6 1

2

1 + 1/k
E(1/k)− (1− 1/k)K(1/k), k > 1

(A.21)

d

dk
K

(
2
√

k

1 + k

)
=

1− k

2k(1 + k)

[
(1 + k)2

(1− k)2
E

(
2
√

k

1 + k

)
−K

(
2
√

k

1 + k

)]
(A.22)

d

dk
E

(
2
√

k

1 + k

)
=

1− k

2k(1 + k)

[
E

(
2
√

k

1 + k

)
−K

(
2
√

k

1 + k

)]
(A.23)
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∂

∂t

[
(r + t)E

(
2
√

rt

r + t

)
− (r − t)K

(
2
√

rt

r + t

)]
=

2t

r + t
K

(
2
√

rt

r + t

)
(A.24)

∂

∂t

[
−(r + t)E

(
2
√

rt

r + t

)
− (r − t)K

(
2
√

rt

r + t

)]

=
r + t

t

[
r2 + t2

(r + t)2
K

(
2
√

rt

r + t

)
− E

(
2
√

rt

r + t

)]
(A.25)

A.1.4 超超超几几几何何何函函函数数数

(1) 超几何函数的定义 [113]：

2F1(a, b; c; z) =
∞∑

k=0

(a)k(b)kz
k

(c)kk!

=
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1

(1− zt)a
dt, (A.26)

式中，(a)k = Γ(a + k)/Γ(a)称为 Pochhammer符号。超几何函数 2F1(a, b; c; z)

是超几何微分方程 z(1− z)y′′(z) + [c− (a + b + 1)z] y′(z)− aby(z) = 0的解。它

有时也简写作 F (a, b; c; z)，称为 Gauss级数或 Kummer级数 [112, p.556]。

(2) 超几何函数的性质：

d

dz
2F1(a, b; c; z) =

ab

c
2F1(a + 1, b + 1; c + 1; z), (A.27)

2F1(a, b; c; z) = (1− z)−a
2F1(a, c− b; c; z/(z − 1))

= (1− z)−b
2F1(c− a, b; c; z/(z − 1))

= (1− z)c−a−b
2F1(c− a, c− b; c; z), (A.28)

2F1(a, b; c; 1) =
Γ(c)Γ(c− a− b)

Γ(c− a)Γ(c− b)
=

B(c− a− b, a)

B(c− a, a)
, (A.29)

Kummer二次变换式 [112, p.561, Eq.15.3.27]：

2F1

(
a, b; a− b + 1; z2

)

= (1 + z)−2a
2F1

(
a, a− b + 1

2
; 2a− 2b + 1; 4z/(1 + z)2) . (A.30)
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A.2 积积积分分分变变变换换换 [72, 114]

A.2.1 Fourier余余余弦弦弦和和和正正正弦弦弦变变变换换换及及及其其其反反反演演演

Fc(ξ) = Fc[f(x); x→ξ] =
√

2/π
∫∞

0
f(x) cos(ξx) dx (A.31)

f(t) = F−1
c [Fc(ξ); ξ→t] =

√
2/π

∫∞
0

Fc(ξ) cos(ξt) dξ (A.32)

Fs(ξ) = Fs[f(x); x→ξ] =
√

2/π
∫∞

0
f(x) sin(ξx) dx (A.33)

f(t) = F−1
s [Fs(ξ); ξ→t] =

√
2/π

∫∞
0

Fs(ξ) sin(ξt) dξ (A.34)

A.2.2 n阶阶阶 Hankel变变变换换换及及及其其其反反反演演演

fH
n (ξ) = Hn[f(r); r→ξ] =

∫∞
0

rf(r)Jn(ξr) dr (A.35)

f(r) = H−1
n [fH

n (ξ); ξ→r] =
∫∞

0
ξfH

n (ξ)Jn(ξr) dξ (A.36)

A.2.3 Abel变变变换换换及及及其其其反反反演演演

g(r) = A1[f(s); s→r] =
√

2/π
∫ r

0

f(s)√
r2 − s2

ds, r > 0 (A.37)

f(s) = A−1
1 [g(t); t→s] = DsA1[tg(t); t→s]

=
√

2/πg(0) + sA1[g
′(t); t→s] (A.38)

f ′(s) = DsA−1
1 [g(t); t→s] = A1[(tg

′(t))′ ; t→s] (A.39)

g(r) = A2[f(s); s→r] =
√

2/π
∫∞

r

f(s)√
s2 − r2

ds, r > 0 (A.40)

f(s) = A−1
2 [g(t); t→s] = −DsA2[tg(t); t→s] = −sA2[g

′(t); t→s] (A.41)

f ′(s) = DsA−1
2 [g(t); t→s] = −A2[(tg

′(t))′ ; t→s] (A.42)

A.2.4 各各各积积积分分分变变变换换换之之之间间间常常常用用用关关关系系系式式式

H0[ξ
−1Fc[f(s); s→ξ]; ξ→r] = A1[f(s); s→r] (A.43)

H0[ξ
−1Fs[f(s); s→ξ]; ξ→r] = A2[f(s); s→r] (A.44)

H1[ξ
−1Fc[f(s); s→ξ]; ξ→r] =

1

r
Fc[f(s); s→0]− 1

r
A2[sf(s); s→r] (A.45)

H1[ξ
−1Fs[f(s); s→ξ]; ξ→r] =

1

r
A1[sf(s); s→r] (A.46)

Fc[H0[f(t); t→ξ]; ξ→x] = A 2[tf(t); t→x] (A.47)

Fs[H0[f(t); t→ξ]; ξ→x] = A 1[tf(t); t→x] (A.48)
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A.3 Weber-Schafheitlin型型型积积积分分分

本文采用符号W−λ
µ,ν (t, r)来简记Weber-Schafheitlin型积分：

W−λ
µ,ν (t, r) ≡

∫∞
0

ξ−λJµ(ξt)Jν(ξr) dξ, r > 0 & t > 0, (A.49)

其收敛的积分值由 Sonine 和 Schafheitlin 分情况给出 (见 [115, p.324] 或 [112,

p.487])：





tλ−ν−1rνΓ(σ)

2λΓ(ν + 1)Γ(σ + λ− ν)
2F1

(
σ, σ − µ; ν + 1; r2/t2

)
, r < t

rλ−µ−1tµΓ(σ)

2λΓ(µ + 1)Γ(σ + λ− µ)
2F1

(
σ, σ − ν; µ + 1; t2/r2

)
, t < r

rλ−1Γ(λ)Γ(σ)

2λΓ(σ + λ− µ)Γ(σ + λ)Γ(σ + λ− ν)
, r = t

(A.50)

式中，2σ ≡ µ + ν − λ + 1；对于 r 6= t，要求 Re(µ + ν + 1) > Re(λ) > −1，而对

于 r = t，要求 Re(µ + ν + 1) > Re(λ) > 0。

当 µ = ν 时，利用 Kummer二次变换式 (A.30)，我们可以将式 (A.50)三种

情况统一写成一个式子：

W−λ
µ,µ(t, r) =

tµrµ(t + r)−2σΓ(σ)

2λΓ(µ + 1)Γ(λ+1
2

)
2F1(σ, µ+ 1

2
; 2µ+1; 4rt/(r + t)2), (A.51)

式中，2σ ≡ 2µ− λ + 1.

不收敛的情况，如：

W 1
µ,µ(s, r) =

∫∞
0

ξJµ(ξs)Jµ(ξr)dξ =
1

s
δ(s− r). (A.52)

A.3.1 λ = 0和和和 µ = ν = 0的的的情情情况况况

我们考察如下积分：

W 0
0,0(t, r) ≡

∫∞
0

J0(ξt)J0(ξr) dξ, r > 0 & t > 0, (A.53a)

它有很多种等价的表示形式。如由式 (A.50)可得：

W 0
0,0(t, r) =





t−1
2F1

(
1
2
, 1

2
; 1; r2/t2

)
, 0 < r < t,

r−1
2F1

(
1
2
, 1

2
; 1; t2/r2

)
, 0 < t < r,

(A.53b)
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进而利用椭圆积分可以表示成：

W 0
0,0(t, r) =





2

πt
K(r/t), 0 < r < t,

2

πr
K(t/r), 0 < t < r.

(A.53c)

利用 (A.51)，我们可以得到：

W 0
0,0(t, r) =

1

r + t
2F1

(
1
2
, 1

2
; 1; 4rt/(r + t)2

)
, (A.53d)

利用椭圆积分，得：

W 0
0,0(t, r) =

2

π(r + t)
K

(
2
√

rt

r + t

)
. (A.53e)

在使用 Green方法求解弹性问题时，

W 0
0,0(t, r) =

1

2π

∫ 2π

0

1√
r2 + t2 − 2rt cos θ

dθ, (A.53f)

我们还得到

W 0
0,0(t, r) =

2

π

∫ min(t,r)

0

1√
(t2 − s2)(r2 − s2)

ds. (A.53g)

由椭圆积分的微分关系 (A.24)，我们还可以得到：

W 0
0,0(t, r) =

1

πt

d

dt

[
(r + t)E

(
2
√

rt

r + t

)
− (r − t)K

(
2
√

rt

r + t

)]
. (A.53h)

我们对下式先交换积分顺序再利用式 (A.53g)，可得：

A1[A2[tσi(t); t→s]; s→r] =
2

π

∫ r

0

∫∞
s

tσi(t)√
(s2 − r2)(t2 − s2)

dt ds

=
2

π

∫∞
0

tσi(t)
∫ min (t,r)

0

1√
(s2 − r2)(t2 − s2)

ds dt

=
∫∞

0
tσi(t)W

0
0,0(t, r) dt. (A.54)

A.3.2 λ = 0和和和 µ = ν = 1的的的情情情况况况

我们考察如下积分：

W 0
1,1(t, r) ≡

∫∞
0

J1(ξt)J1(ξr) dξ, r > 0 & t > 0, (A.55a)
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它也有很多种表示形式。同样地，由式 (A.50)可得：

W 0
1,1(t, r) =





r

2t2
2F1

(
3
2
, 1

2
; 2; r2/t2

)
, 0 < r < t,

t

2r2 2F1

(
3
2
, 1

2
; 2; t2/r2

)
, 0 < t < r,

(A.55b)

并利用椭圆积分表示为：

W 0
1,1(t, r) =





2

πr
[K(r/t)− E(r/t)] , 0 < r < t,

2

πt
[K(t/r)− E(t/r)] , 0 < t < r.

(A.55c)

利用 (A.51)，我们可以得到：

W 0
1,1(t, r) =

rt

2(r + t)3 2F1

(
3
2
, 3

2
; 3; 4rt/(r + t)2

)
, (A.55d)

利用椭圆积分，得：

W 0
1,1(t, r) =

r + t

πrt

[
r2 + t2

(r + t)2
K

(
2
√

rt

r + t

)
− E

(
2
√

rt

r + t

)]
. (A.55e)

还有

W 0
1,1(t, r) =

2

πrt

∫ min(r,t)

0

s2

√
(r2 − s2)(t2 − s2)

ds. (A.55f)

由椭圆积分的微分关系 (A.25)，我们还可以得到：

W 0
1,1(t, r) =

1

πr

d

dt

[
−(r + t)E

(
2
√

rt

r + t

)
− (r − t)K

(
2
√

rt

r + t

)]
. (A.55g)

我们对下式先交换积分顺序再利用式 (A.55f)，可得：

A1[s
2A2[τi(t); t→s]; s→r] =

2

π

∫ r

0

∫∞
s

s2τi(t)√
(r2 − s2)(t2 − s2)

dt ds

=
2

π

∫∞
0

τi(t)
∫ min(r,t)

0

s2

√
(r2 − s2)(t2 − s2)

ds dt

= r
∫∞

0
tτi(t)W

0
1,1(t, r) dt. (A.56)
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