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课程要点

 算法设计思想

 算法分析方法

 数据结构及其算法优化

 算法思想在实际问题中的应用

 经典算法的设计与分析
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学习要点

 理解算法的概念

 理解什么是程序，程序与算法的区别和内在联系

 掌握算法的计算复杂性概念

 掌握算法渐近复杂性的数学表述

 掌握用C++语言描述算法的方法
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算法 (Algorithm)

算法是指解决问题的一种方法或一个过程

算法是若干指令的有穷序列，满足性质：

 输入：有外部提供的量作为算法的输入

 输出：算法产生至少一个量作为输出

 确定性：组成算法的每条指令是清晰，无歧义的

 有限性：算法中每条指令的执行次数是有限的，执行每条指令的

时间也是有限的
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程序 (Program)

程序是算法用某种程序设计语言的具体实现

程序可以不满足算法的性质-有限性

例如：操作系统

 是一个在无限循环中执行的程序，因而不是一个算法

 操作系统的各种任务可看成是单独的问题，每一个问题

由操作系统中的一个子程序通过特定的算法来实现，该

子程序得到输出结果后便终止
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问题求解 (Problem solving)

证明正确性

分析算法

设计程序

理解问题

精确解或近似解
选择数据结构
算法设计策略

设计算法
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算法复杂性分析

计算机程序的性能和所用资源的理论分析

 算法复杂性 = 算法所需要的计算机资源

 算法的时间复杂性 T(n)

 算法的空间复杂性 S(n)

• 其中 n 是问题的规模 (输入大小)

性能之外

 Modularity 

 User-friendliness 

 Correctness  

 Programmer time

 Maintainability

 Simplicity

 Functionality

 Extensibility

 Robustness

 Reliability
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为什么要研究算法复杂性

•帮助我们理解算法的可扩展性

•性能通常刻画了可行与不可行之间的界限

•算法的数学分析为讨论算法行为提供了一种工具

•程序性能分析的经验能够推广到其他计算资源的分析上

•速度分析很有意思！
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排序问题举例

Input: sequence <a1, a2, …, an> of numbers.

Output: permutation <a'1, a'2, …, a'n> such that 

a'1 ≤ a'2 ≤ … ≤ a'n

Example:

Input: 8 2 4 9 3 6

Output: 2 3 4 6 8 9



USTC AUTO

插入排序
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8 2 4 9 3  6

插入排序示例
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8 2 4 9 3  6

插入排序示例
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8 2 4       9 3 6

2 8 4 9 3 6

插入排序示例
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插入排序示例

8 2 4       9 3 6

2 8 4 9 3 6
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插入排序示例

8 2 4       9 3 6

2 8 4 9 3 6

2 4      8 9 3 6
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插入排序示例

8 2 4      9 3 6

2 8 4 9 3 6

2 4      8 9 3 6
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插入排序示例

8 2 4         9 3 6

2 8 4 9 3 6

2 4      8 9 3 6

2 4      8 9 3 6
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插入排序示例

8 2 4     9 3 6

2 8 4 9 3 6

2 4      8 9 3 6

2 4     8 9 3 6
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插入排序示例

8 2 4      9 3 6

2 8 4 9 3 6

2 4      8 9 3 6

2 4      8 9 3 6

2 3 4      8 9 6
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插入排序示例

8 2 4      9 3 6

2 8 4 9 3 6

2 4      8 9 3 6

2 4     8 9 3 6

2 3 4   8 9 6
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插入排序示例

8 2 4       9 3 6

2 8 4 9 3 6

2 4   8 9 3 6

2 4   8 9 3 6

2 3 4       8 9 6

2 3 4      6    8 9 done  
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运行时间

运行时间依赖于输入（输入驱动算法执行）

 一个已经排好序的序列更容易排序

 通常情况下，较短的序列更容易排序，因此，我们用

输入的大小来参数化运行时间

通常，我们想要获取的是运行时间的上界

 实际上每个人都更倾向于获得一种保证
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算法的时间复杂性

 最坏情况下的时间复杂性

Tmax(n) = max{ T(I) | size(I)=n }

 最好情况下的时间复杂性

Tmin(n) = min{ T(I) | size(I)=n }

 平均情况下的时间复杂性

Tavg(n) = Σsize(I)=n p(I)T(I)

 其中 I 是问题的规模为 n 的实例，p(I) 是实例 I 出现的概率
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机器独立的算法时间

插入排序算法的最坏情况需要多少时间呢？

•这通常依赖于我们使用的计算机

•相对速度 (在同一机器上)

•绝对速度 (在不同的机器上)

BIG IDEA:

•忽略机器相关的常数

•只考察T(n)随着 n → ∞的增长

渐进复杂性 (“Asymptotic Analysis”)
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算法渐近复杂性

 T(n)  ,  as n

 (T(n) - t(n) )/ T(n) 0，as  n

 t(n) 是 T(n) 的渐近性态，为算法的渐近复杂性

 在数学上， t(n) 是 T(n) 的渐近表达式，是 T(n) 略去低

阶项后留下的主项，它比 T(n) 简单
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渐近性能

 当 n足够大时，一个 Θ(n2)的算法

总是能够打败一个 Θ(n3)的算法

•在实际应用中，我们不能直接

忽视渐近慢的算法，因为，我

们通常需要对工程目标进行仔

细的平衡

• 渐近分析为结构化算法的思路

提供了一种有用的工具
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渐近分析的记号

在下面的讨论中，对所有n，f(n)  0，g(n)  0

（1）渐近上界记号 O

O(g(n)) = { f(n) | 存在正常数 c和 n0使得对所有 n n0

有：0  f(n)  cg(n) }

（2）渐近下界记号 

 (g(n)) = { f(n) | 存在正常数 c 和 n0使得对所有 n n0

有：0 cg(n)  f(n) }

固定
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（3）非紧上界记号 o

 o(g(n)) = { f(n) | 对于任何正常数 c>0，存在正数和 n0 >0

使得对所有 n  n0，有：0  f(n)<cg(n) }

 等价于 f(n) / g(n) 0，as  n

（4）非紧下界记号 

  (g(n)) = { f(n) | 对于任何正常数 c>0，存在正数和 n0 >0

使得对所有 n  n0，有：0  cg(n) < f(n) }

 等价于 f(n) / g(n) ，as  n

 f(n)   (g(n))   g(n)  o (f(n)) 

渐近分析的记号
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（5）紧渐近界记号

  (g(n)) = { f(n) | 存在正常数 c1, c2和 n0使得对所有 n

n0有：c1g(n)  f(n)  c2g(n) }

 定理1：  (g(n)) = O (g(n))   (g(n)) 
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渐近分析记号在等式和不等式中的意义

 f(n)= (g(n))的确切意义是：f(n)  (g(n))

一般情况下，等式和不等式中的渐近记号(g(n))表示

(g(n))中的某个函数

 例如：2n2 + 3n + 1 = 2n2 + (n) 表示

2n2 +3n +1=2n2 + f(n)，其中 f(n) 是 (n) 中某个函数

等式和不等式中渐近记号O, o, 和 的意义是类似的
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插入排序的复杂性分析

 最坏情况下：输入是反向排序的

 平均情况下：所有的顺序以等概率出现

 插入排序是一个快速的排序算法吗？

•当 n 较小时，性能还可以接受

•当 n 较大时，比较差
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渐近分析中函数比较

 f(n)= O(g(n))   a  b

 f(n)= (g(n))   a  b

 f(n)= (g(n))   a = b

 f(n)= o(g(n))   a < b

 f(n)= (g(n))   a > b



USTC AUTO

渐近分析记号的若干性质

（1）传递性：

 f(n)= (g(n))， g(n)= (h(n))   f(n)= (h(n))

 f(n)= O(g(n))， g(n)= O (h(n))  f(n)= O (h(n))

 f(n)= (g(n))， g(n)=  (h(n))  f(n)= (h(n))

 f(n)= o(g(n))， g(n)= o(h(n))    f(n)= o(h(n))

 f(n)= (g(n))， g(n)=  (h(n))  f(n)=  (h(n))
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（2）反身性：

 f(n)= (f(n))

 f(n)= O(f(n))

 f(n)= (f(n))

（3）对称性：

 f(n)= (g(n))  g(n)=  (f(n)) 
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（4）互对称性：

 f(n)= O(g(n))  g(n)=  (f(n)) 

 f(n)= o(g(n))  g(n)=  (f(n))

（5）算术运算：

 O(f(n))+O(g(n)) = O(max{f(n), g(n)}) 

 O(f(n))+O(g(n)) = O(f(n)+g(n)) 

 O(f(n))*O(g(n)) = O(f(n)*g(n)) 

 O(cf(n)) = O(f(n)) 

 g(n)= O(f(n))  O(f(n))+O(g(n)) = O(f(n)) 
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规则O(f(n))+O(g(n)) = O(max{f(n),g(n)}) 的证明：

 对于任意 f1(n)  O(f(n)) ，存在正常数 c1和自然数 n1，使得对所有 n

n1，有 f1(n)  c1f(n) 

 类似地，对于任意 g1(n)  O(g(n)) ，存在正常数 c2和自然数 n2，使得

对所有 n n2，有 g1(n)  c2g(n) 

 令 c3=max{c1, c2}， n3 =max{n1, n2}，h(n)= max{f(n),g(n)} 

 则对所有的 n  n3，有

 f1(n) +g1(n)  c1f(n) + c2g(n)   c3f(n) + c3g(n) = c3(f(n) + g(n))

 c32 max{f(n),g(n)} = 2c3h(n) = O(max{f(n),g(n)}) 
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算法渐近复杂性分析中常用函数

（1）单调函数

 单调递增：m  n  f(m)  f(n)

 单调递减：m  n  f(m)  f(n)

 严格单调递增：m < n  f(m) < f(n)

 严格单调递减：m < n  f(m) > f(n)

（2）取整函数

  x ：不大于x的最大整数

  x ：不小于x的最小整数
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取整函数的若干性质

 x-1 <  x   x   x  < x+1

  n/2  +   n/2  = n

 对于n  0，a, b>0（整数），有：

   n/a  /b  =  n/ab 

   n/a  /b  =  n/ab 

  a/b   (a+(b-1))/b

  a/b   (a-(b-1))/b

 f(x)=  x  , g(x)=  x 为单调递增函数
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（3）多项式函数

 p(n)= a0+a1n+a2n
2+…+adn

d； ad>0

 p(n) = (nd)

 f(n) = O(nk)  f(n)多项式有界

 f(n) = O(1)  f(n)  c

 k  d  p(n) = O(nk) 

 k  d  p(n) = (nk) 

 k > d  p(n) = o(nk) 

 k < d  p(n) = (nk) 
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（4）指数函数

 对于正整数 m, n 和实数 a>0：

 a0=1

 a1=a 

 a-1=1/a 

 (am)n = amn

 (am)n = (an)m 

 aman = am+n

 a>1  an为单调递增函数

 a>1  limn∞ nb/an=0   nb = o(an)



USTC AUTO

ex = 1 + x + x2/2! + x3/3! + … = Σix
i/i!

 ex  1+x

 |x| 1  1+x  ex  1+x+x2

 ex = 1+x+ (x2),  as x0

limn∞ (1 + x/n)n = ex
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（5）对数函数

 log n = log2n

 lg n = log10n

 ln n = logen

 logkn = (log n)k

 log log n = log(log n)

 for a>0, b>0, c>0，𝑎 = 𝑏log𝑏𝑎
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 |x| 1 

 for x > -1,

 for any a > 0,                                                    logbn = o(na)
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（6）阶乘函数

 Stirling’s approximation
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算法分析中常见的复杂性函数
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小规模数据
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中等规模数据
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用C++描述算法
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(1.1)  if 语句：

(1.2)  ？语句：

if (expression) statement;

else statement;

exp1?exp2:exp3

y= x>9 ? 100:200;  

等价于：

if (x>9) y=100;

else y=200;

(1) 选择语句
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switch (expression) {

case 1:

statement sequence;

break;

case 2:

statement sequence;

break;



default:

statement sequence;

}

(1.3)  switch 语句：
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(2) 迭代语句

(2.1) for 循环：

 for (init; condition; inc)  statement;

(2.2) while 循环：

 while (condition) statement;

(2.3) do-while 循环：

 do{

 statement;

 } while (condition); 
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(3) 跳转语句

(3.1) return语句：

 return expression;

(3.2) goto语句：

 goto label;

 

 label:
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(4) 函数

函数定义

例：

return-type function_name(para-list)

{

body of the function

}

int max(int x,int y)

{

return x>y?x:y;

} 
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(5) 模板 template 

template <class Type>

Type max(Type x,Type y)

{

return x>y?x:y;

} 

int i=max(1,2)；

double x=max(1.0,2.0)；

定义与使用
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(6) 动态存储分配

(6.1) 运算符 new ：

 运算符 new 用于动态存储分配

 new 返回一个指向所分配空间的指针

 例：int  y；y=new int；y=10；

 也可将上述各语句作适当合并如下：

• int  y=new int；y=10；

• 或 int y=new int(10)；

• 或 int y；y=new int(10)；
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(6.2) 一维数组

 为了在运行时创建一个大小可动态变化的一维浮点数组 x，可先将 x

声明为一个float类型的指针，然后用new为数组动态地分配存储空间

 例：

 float x=new float[n]；

 创建一个大小为 n 的一维浮点数组，运算符 new分配 n 个浮点数

所需的空间，并返回指向第一个浮点数的指针

 然后可用 x[0]，x[1]，…，x[n-1] 来访问每个数组元素
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(6.3) 运算符delete 

当动态分配的存储空间已不再需要时，应及时释放所占用

的空间

用运算符 delete 来释放由 new 分配的空间

例：

 delete y；

 delete [ ]x；

 分别释放分配给 y 的空间和分配给一维数组 x 的空间



USTC AUTO

(6.4) 动态二维数组

创建类型为 Type 的动态工作数组，这个数组有 rows 行和

cols 列

template <class Type>

void Make2DArray(Type** &x, int rows, int cols)

{   

x=new Type*[rows];   

for (int i=0; i<rows; i++)     

x[i]=new Type[cols];

}
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 当不再需要一个动态分配的二维数组时，可按以下步骤释放它的空间

 首先释放在 for 循环中为每一行所分配的空间

 然后释放为行指针分配的空间

 释放空间后将 x 置为 0，以防继续访问已被释放的空间

template <class Type>

void Delete2DArray(Type** & x, int rows)

{  

for (int i=0 ;i<rows; i++)     

delete []x[i];   

delete []x;   

x=0;

}
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Next

算法复杂度分析方法

 Algorithm analysis method


