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学习要点

理解线性规划算法模型

掌握解线性规划问题的单纯形算法



USTC AUTO

线性规划问题可表示为如下形式：
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线性规划问题及其表示
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变量满足约束条件(8.2)-(8.5)式的一组值称为线性规划问题

的一个可行解

所有可行解构成的集合称为线性规划问题的可行区域

使目标函数取得极值的可行解称为最优解

在最优解处目标函数的值称为最优值

线性规划问题及其表示
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有些情况下可能不存在最优解！

通常有两种情况：

(1) 根本没有可行解，即给定的约束条件之间是相互排斥的，可行区域

为空集

(2) 目标函数没有极值，也就是说在 n 维空间中的某个方向上，目标函

数值可以无限增大，而仍满足约束条件，此时目标函数值无界

线性规划问题及其表示
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这个问题的最优解为 (x1,x2,x3,x4) = (0,3.5,4.5,1)

最优值为 16
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线性规划问题举例

目标：

约束：
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线性规划基本定理

基本可行解

 约束条件(8.2)-(8.5)中某 n 个约束以等号满足的可行解称为线性规划

问题的基本可行解

 若 n>m，则基本可行解中至少有 n-m个分量为 0，也就是说，基本

可行解中最多有 m 个分量非零

线性规划基本定理：如果线性规划问题有最优解，则必有

一基本可行最优解

 上述定理的重要意义在于，它把一个最优化问题转化为一个组合问

题，即在(8.2) -(8.5)式的 m+n个约束条件中，确定最优解应满足其

中哪 n 个约束条件的问题

 由此可知，只要对各种不同的组合进行测试，并比较每种情况下的

目标函数值，直到找到最优解
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线性规划基本定理

 Dantzig于1948年提出了线性规划问题的单纯形算法

单纯形算法的特点是：

 只对约束条件的若干组合进行测试，测试的每一步都使

目标函数的值增加

 一般经过不大于 m 或 n 次迭代就可求得最优解
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约束标准型线性规划问题

标准形式的线性规划问题

 当线性规划问题中没有不等式约束(8.2)和(8.4)式

 只有等式约束(8.3)和变量非负约束(8.5)

约束标准型线性规划问题一类更特殊的标准形式线性规划问

题

 每一个等式约束中，至少有一个变量的系数为正

 且这个变量只在该约束中出现
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约束标准型线性规划问题

约束标准型线性规划问题

 在每一约束方程中选择一个这样的变量，并以它作为变量求解该约

束方程

 这样选出来的变量称为左端变量或基本变量，其总数为 m个

 剩下的 n-m个变量称为右端变量或非基本变量

意义

 虽然约束标准型线性规划问题非常特殊，但是对于理解线性规划问

题的单纯形算法是非常重要的

 任意一个线性规划问题可以转换为约束标准型线性规划问题



USTC AUTO

532 23max xxxz 

10834

1242

723

5326

324

5321







xxxx

xxx

xxxx

6,5,4,3,2,10  ixi

x2 x3 x5

z 0 -1 3 -2

x1 7 3 -1 2

x4 12 -2 4 0

x6 10 -4 3 8

约束标准型线性规划问题

基本可行解

 将所有非基本变量都置为 0

 从约束方程式中解出满足约束的基本变量的值

单纯形算法的基本思想

 从一个基本可行解出发，进行一系列的基本可行解的变换

 每次变换将一个非基本变量与一个基本变量互调位置

 且保持当前的线性规划问题与原问题完全等价
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基本可行解 x = (7,0,0,12,0,10)

单纯形算法的第 1 步：选出使目标函数增加的非基本变量作

为入基变量

 查看单纯形表的第 1 行（也称之为 z行）中标有非基本变量的各列中

的值

 选出使目标函数增加的非基本变量作为入基变量

 z行中的正系数非基本变量都满足要求

 在上面单纯形表的 z行中只有 1 列为正，即非基本变量相应的列，其

值为 3

 选取非基本变量 x3作为入基变量

约束标准型线性规划问题
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单纯形算法的第2步：选取离基变量

 在单纯形表中考察由第 1 步选出的入基变量所相应的列

 在一个基本变量变为负值之前，入基变量可以增到多大

 如果入基变量所在的列与基本变量所在行交叉处的表元素为负数，

那么该元素将不受任何限制，相应的基本变量只会越变越大

 如果入基变量所在列的所有元素都是负值，则目标函数无界，已经

得到了问题的无界解

约束标准型线性规划问题
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如果选出的列中有一个或多个元素为正数，要弄清是哪个数

限制了入基变量值的增加

 用入基变量所在列的元素（称为主元素）来除主元素所在行的“常

数列”中元素而得到，所得到数值越小说明受到限制越多

 应该选取受到限制最多的基本变量作为离基变量，才能保证将入基

变量与离基变量互调位置后，仍满足约束条件

约束标准型线性规划问题

示例中

 唯一的正值 z 行元素是 3，它所在列中

有 2 个正元素，即 4 和3

 min{12/4,10/3}=3，应该选取 x4为离基

变量

 入基变量 x3取值为 3
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单纯形算法的第 3 步：转轴变换

 转轴变换的目的是将入基变量与离基变量互调位置

 给入基变量一个增值，使之成为基本变量

 修改离基变量，让入基变量所在列中，离基变量所在行的元素值减

为零，而使之成为非基本变量

 解离基变量所相应的方程，将入基变量 x3用离基变量 x4表示为

约束标准型线性规划问题
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 再将其代入其他基本变量和所在的行中消去 x3

 代入目标函数得到

 形成新单纯形表
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x2 x4 x5

z 9 1/2 -3/4 -2

x1 10 5/2 1/2 2

x3 3 -1/2 1/4 0

x6 1 -5/2 -3/4 8

约束标准型线性规划问题
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单纯形算法的第 4 步：转回并重复第1步，进一步改进目标

函数值

 不断重复上述过程，直到 z行的所有非基本变量系数都变成负值为止

，这表明目标函数不可能再增加了

 在上面的单纯形表中，惟一的值为正的 z 行元素是非基本变量 x2相

应的列，其值为½，因此，选取非基本变量 x2作为入基变量

 它所在列中有惟一的正元素 5/2，即基本变量 x1相应行的元素，因此

，选取x1为离基变量

 再经步骤3的转轴变换得到新单纯形表

约束标准型线性规划问题
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新单纯形表 z 行的所有非基本变量系数都变成负值，求解过

程结束

整个问题的解可以从最后一张单纯形表的常数列中读出

 目标函数的最大值为 11

 最优解为：x* = (0,4,5,0,0,11)
x1 x4 x5

z 11 -1/5 -4/5 -12/5

x2 4 5/2 1/10 4/5

x3 5 1/5 3/10 2/5

x6 11 1 -1/2 10

约束标准型线性规划问题

计算过程总结

 可以用单纯形表的形式归纳为一系

列基本矩阵运算

 主要运算为转轴变换，该变换类似

解线性方程组的高斯消去法中的消

元变换
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单纯形算法计算步骤

单纯形表：

 x1, x2, …, xm为基本变量，xm+1, xm+2, …, xn 为非基本变量

 基本变量下标集为 B = {1,2,…,m}；非基本变量下标集为

N = {m+1,m+2,…,n}；

 当前基本可行解为 ( b1, b2, …, bm, 0, …, 0）

xm+1 xm+2 … xn

z c0 cm+1 cm+2 … cn

x1 b1 a1m+1 a1m+2 … a1n

x2 b2 a2m+1 a2m+2 … a2n

 

xm bm amm+1 amm+2 … amn
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 步骤1：选入基变量

 如果所有 cj0，则当前基本可行解为最优解，计算结束

 否则，取 ce>0 相应的非基本变量 xe为入基变量

 步骤2：选离基变量

 对于步骤 1 选出的入基变量 xe，如果所有 aie0，则最优解无界，计

算结束

 否则计算

 选取基本变量 xk为离基变量

 新的基本变量下标集为：

 新的非基本变量下标集为：

 步骤3：作转轴变换
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单纯形算法计算步骤
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 新单纯形表中各元素变换如下：

 步骤4：转步骤 1
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单纯形算法计算步骤

（8.10） （8.11）

（8.12） （8.13）
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将一般问题转换为约束标准型

巧妙的办法

 首先，需要把 (8.2 )或 (8.4) 形式的不等式约束转换为等式约束

• 引入松弛变量，利用松弛变量的非负性，将不等式转化为等式

• 松驰变量记为 yi，共有 m1+m3个

• 在求解过程中，应当将松弛变量与原来变量同样对待，求解结束

后，抛弃松弛变量

• 注意松弛变量前的符号（正负号）由相应的原不等式的方向所确

定
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巧妙的办法

 为了进一步构造标准型约束，还需要引入 m个人工变量，记为 zi

 至此，原问题已经变换为等价的约束标准型线性规划问题

 对极小化线性规划问题，只要将目标函数乘以 -1 即可化为等价的极

大化线性规划问题
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将一般问题转换为约束标准型
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一般问题线性规划问题的 2 阶段单纯形算法

问题

 引入人工变量后的线性规划问题与原问题并不等价，除非所有 zi都

是 0

 为了解决这个问题，在求解时必须分 2 个阶段进行

第一阶段

 用一个辅助目标函数 替代原来的目标函数，这个线性规划

问题称为原线性规划问题所相应的辅助线性规划问题

 对辅助线性规划问题用单纯形算法求解

 如果原线性规划问题有可行解，则辅助线性规划问题就有最优解，

且其最优值为0，即所有 zi都为 0


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m

i

izz
1
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一般问题线性规划问题的 2 阶段单纯形算法

第一阶段

 在辅助线性规划问题最后的单纯形表中，所有 zi均为非基本变量

 划掉所有 zi相应的列，剩下的就是只含 xi和 yi的约束标准型线性规

划问题

 单纯形算法第一阶段的任务就是构造一个初始基本可行解

第二阶段

 目标是求解由第一阶段导出的问题

 此时要用原来的目标函数进行求解

 如果在辅助线性规划问题最后的单纯形表中， zi不全为 0，则原线性

规划问题没有可行解，从而原线性规划问题无解
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退化情形的处理

用单纯形算法解一般的线性规划问题时，可能会遇到退化的

情形

 在迭代计算的某一步中，常数列中的某个元素的值变成 0，使得相应

的基本变量取值为 0

 如果选取退化的基本变量为离基变量，则作转轴变换前后的目标函

数值不变

 在这种情况下，算法不能保证目标函数值严格递增，因此，可能出

现无限循环
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退化情形的处理

考察下面的由 Beale 在 1955 年提出的退化问题的例子

 按照 2 阶段单纯形算法求解该问题将出现无限循环
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 Bland 提出避免循环的一个简单易行的方法

 在单纯形算法迭代中，按照下面的 2 个简单规则就可以避免循环

 规则1：设 e = min{ j | cj>0}，取 xe为入基变量

 规则2：设 ，取 xk为离基变量

实现

 算法 leave(col) 已经按照规则 2 选取离基变量

 选取入基变量的算法 enter(objrow) 中只要加一个 break 语句即可
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退化情形的处理
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仓库租赁问题

问题描述

 某企业计划为流通的货物租赁一批仓库，必须保证在时间段

i=1,2,…,n，有 bi的仓库容量可用

 现有若干仓库源可供选择

 设 cij是从时间段 i到时间段 j租用 1个单位仓库容量的价格，1ijn

 应如何安排仓库租赁计划才能满足各时间段的仓库需求，且使租赁

费用最少？

优化目标

 设租用时间段 i到时间段 j的仓库容量为 yij，1ijn，则租用仓库的

总费用为：
ij

n

i

n

ij

ij yc
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仓库租赁问题

问题建模

 在时间段 k 可用的仓库容量为：

 仓库租赁问题可表述为下面的线性规划问题：
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问题建模

 设 m=n(n+1)/2；

 (𝑦11, 𝑦12, ⋯ , 𝑦1𝑛, 𝑦22, 𝑦23, ⋯ , 𝑦2𝑛, ⋯ , 𝑦𝑛𝑛) = (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑚)

 (𝑐11, 𝑐12, ⋯ , 𝑐1𝑛, 𝑐22, 𝑐23, ⋯ , 𝑐2𝑛, ⋯ , 𝑐𝑛𝑛) = (𝑑1, 𝑑2, ⋯ , 𝑑𝑚)

 上述线性规划问题可表述为 n个约束和 m个变量的标准线性规划问题
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仓库租赁问题
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网络流

 Network flow


