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Представлено дальнейшее развитие модели движения автотранспортных потоков метода-
ми механики сплошной среды. Рассмотрен случай переменной скорости распространения 
возмущений, построен график её зависимости от плотности потока. Приведены результаты 
расчетов движения потока с учетом вязкоупругих эффектов. Иными словами, проводится 
учет эффектов второго порядка, а именно, оценки водителем градиентов скорости между 
своим автомобилем и находящимися поблизости (впереди) транспортными средствами. 
Это позволяет прогнозировать дорожную ситуацию не только на основании текущей кар-
тины плотности потока, но и возможное уплотнение или разрежение потока на основании 
анализа градиентов скорости. 
 
Ключевые слова: математическое моделирование, автотранспортные потоки, механика 
сплошной среды, вязкость. 
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In this paper the further development of continua models for traffic flows simulations is 
presented. The model for changeable sound speed is developed. Numerical simulations of traffic 
flows using visco-elastic effect were performed. We consider the effects, based on the driver’s 
estimation of velocity gradients between his automobile and the transport ahead. According to 
velocity gradients we can predict the traffic situation and the change of density of the traffic. 
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1. Введение 

 Первые математические модели движения автотранспортных потоков с точки зре-
ния механики сплошной среды опубликованы Лайтхиллом и Уиземом [1], а также Ри-
чардсом [2]. Анализ основных полученных ими результатов дается в известной моно-
графии Уизема [3]. С развитием вычислительной техники для изучения движения авто-



Математическая модель автотранспортных потоков с элементами вязкоупругости  55 

 

транспортных потоков стало широко применяться численное моделирование. С совре-
менным состоянием вопроса можно ознакомиться, например, прочитав учебное пособие 
по математическому моделированию транспортных потоков [4]. 
 Изучение динамики автотранспортных потоков началось в нашей стране в конце 
70-х годов 20 века на механико-математическом факультете МГУ им. М.В. Ломоносова 
в связи с подготовкой к Олимпийским играм 1980 г. в Москве. Результаты этих исследо-
ваний неоднократно докладывались В.Н. Беловым на научно-исследовательском семи-
наре И.Н. Зверева. В настоящее время изучение автотранспортных потоков на факульте-
те ведется под руководством Н.Н. Смирнова и А.Б. Киселева на кафедре газовой и вол-
новой динамики и в лабораториях волновых процессов и динамики деформируемых 
сред. Эти исследования неоднократно поддерживались грантами Правительства г. Мо-
сквы и Правительства региона г. Брюсселя (Бельгия). 
 Существуют три традиционных «механических» подхода к моделированию движе-
ния транспортного потока. Микроскопические модели описывают воздействие преды-
дущего автомобиля на следующий за ним при помощи обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений, основанных на ньютоновской механике [5, 6]. Макроскопические моде-
ли основываются на уравнениях газовой динамики [1, 7, 8]. Мезоскопические модели 
представляют собой промежуточное звено между двумя предыдущими моделями. Они 
основаны на кинетических уравнениях больцмановского типа [9]. В рамках макроскопи-
ческого или континуального подхода для описания движения потока транспорта исполь-
зуется уравнение неразрывности. В качестве второго уравнения некоторые из исследова-
телей использовали эмпирическое соотношение, связывающее плотность и расход [10, 
11]. Такая система позволяет описывать движение локально равновесного потока. Для 
описания неравновесного потока было предложено уравнение движения, учитывающее 
стремление водителя привести свою скорость в соответствие с некой равновесной ско-
ростью [12]. Однако такой подход не позволяет адекватно описывать возникновение 
ударных волн плотности потока автомашин. Существующие газодинамические модели 
не учитывают влияния движения впереди идущих транспортных средств на движение 
автомобилей, следующих позади, и стремления водителя привести свою скорость в со-
ответствие с максимально безопасной скоростью. На решение этих проблем и направле-
на предлагаемая модель. Ранее проведенные исследования, использующие ее, опублико-
ваны в [13-19].  
 В данной работе, основанной на принципах механики жидкости, развита вязкоуп-
ругая модель транспортных потоков, в которой вязкость и упругость вычисляются с по-
мощью скорости звука и времени релаксации. В предложенной модели время релакса-
ции представляет собой время распространения бесконечно малого возмущения на за-
данное расстояние. Это время складывается собственно из времени распространения ви-
зуального сигнала и времени задержки реакции водителя. Поскольку время собственно 
распространения светового сигнала бесконечно мало, время релаксации можно считать 
равным времени задержки реакции водителя на изменение дорожной обстановки. Для 
описания транспортной системы была введена вязкоупругая модель по аналогии с моде-
лями неньютоновской механики жидкости. Модель транспортного потока основана на 
законах сохранения массы и количества движения и содержит уравнения, похожие на 
соотношения для линейной вязкоупругой жидкости. Эффект упругости позволяет созда-
вать модели более высокого порядка, в то время как использование времени релаксации 
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показывает, что водители транспортных средств регулируют своё поведение на дороге в 
соответствии с требованиями безопасности. Данное поведение описывается путём вве-
дения давления с точки зрения вязкоупругой механики жидкости. Вязкость и упругость 
могут быть получены с помощью использования времени релаксации и скорости звука 
транспортного потока. Анализ устойчивости показывает, что транспортный поток дол-
жен быть абсолютно неустойчивым к возмущениям с короткими длинами волн.  

2. Модель движения транспортного потока по автомагистрали 

 Рассмотрим однонаправленный поток машин по однополосной дороге. Введем эй-
лерову систему координат x  вдоль автомагистрали в направлении движения потока и 
время t . Введем основные понятия, участвующие в модели. Среднюю плотность потока 

 ,x t  определим как отношение площади полосы движения, занятой транспортными 

средствами, к площади всего рассматриваемого участка полосы движения: 

 trS hn n

S hL L
   

 
, 

где h  – ширина полосы движения, L  – длина контрольного участка дороги,   – средняя 
длина транспортного средства с минимальным расстоянием между стоящими автомоби-
лями, n  – количество транспортных средств на контрольном участке. Так, введенная 
плотность является безразмерной величиной и изменяется в интервале 0 1   . 

 Введем скорость потока v x t( , ) , которая может изменяться в пределах 0
max0 ,v v   

где 0
maxv  – максимально разрешенная скорость движения на магистрали вне систем ре-

гулирования дорожного движения. Из определений следует, что максимальная плот-
ность 1   соответствует ситуации, когда машины располагаются практически вплот-

ную. В этом случае естественно принять 0v  , т.е. на дороге образовалась «неподвиж-
ная пробка». 
 Условно называя «массой», сосредоточенной на участке длины L , величину 

 
0

L

m dx  , 

можно записать закон изменения «массы» на автомагистрали. Для непрерывного потока 
машин будет иметь место уравнение неразрывности: 

 
 

0.
v

t x

 
 

 
 (1) 

Запишем уравнение динамики транспортного потока, точнее, уравнение изменения ре-
жима движения. Режим движения транспортных средств на дороге определяется сле-
дующими основными факторами: реакцией водителя на изменение дорожной обстанов-
ки, откликом транспортного средства на действия водителя и техническими характери-
стиками транспортных средств. При разработке модели динамики транспортных средств 
были сделаны следующие предположения: 
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  данная модель описывает усредненное движение множества транспортных 
средств, а не движение каждого автомобиля в отдельности. Вследствие этого не учиты-
ваются индивидуальные характеристики транспортных средств (мощность, тормозной 
путь и т.п.), модель оперирует с усредненными характеристиками автомобилей. 
  модель предполагает в среднем адекватную реакцию всех водителей на измене-
ние дорожной обстановки, а именно: предполагается, что видя красный сигнал светофо-
ра или знак ограничения скорости или скопление машин перед ним, водитель замедляет 
движение до последующей полной остановки или до допустимой скорости, а не продол-
жает ускоряться, чтобы впоследствии применить режим экстренного торможения. 
 Предполагается, что подавляющее большинство водителей соблюдают правила до-
рожного движения, в частности, не превышают максимально допустимого скоростного 
режима fv , разрешенного на дороге, и выдерживают безопасный интервал между тран-

спортными средствами в зависимости от скорости движения. Кроме того, движения 
транспорта задним ходом нет. 
 Тогда уравнение изменения скорости запишется в следующем виде: 

 
dv

a
dt

= ;        max ;min ;a a a a    ; (2) 

 
    1

,  
x

x

f V v
a fa a t y dy



 
  

   
  ;  (3) 

 
2 2

2

k S v
a

x x


 
  

   
. (4) 

Здесь a  – ускорение транспортного потока; a  – максимально возможное ускорение 

разгона; a  – ускорение экстренного торможения; величины a  и a  положительны и 
определяются техническими характеристиками транспортного средства.   – «расстоя-
ние принятия решения», то есть длина участка магистрали перед участником движения, 
где находятся транспортные средства, на характер движения которых реагирует рас-
сматриваемое транспортное средство, f  – безразмерный параметр (0 1)f  , характе-

ризующий «вес» локальной ситуации по сравнению с ситуацией на некотором расстоя-
нии впереди автомобиля. Параметр 0k   является скоростью распространения возму-
щений («скоростью звука») в транспортном потоке. Параметр   имеет смысл времени 
задержки, обусловленной конечностью скорости реакции водителя на изменение дорож-
ной обстановки и техническими характеристиками транспортного средства. Этот пара-
метр отвечает за стремление водителя привести скорость автомобиля в соответствие с 
максимально безопасной скоростью движения ( )V   для плотности потока  . В зависи-

мости от того, требуется ли для достижения максимальной безопасной скорости ( )V   

притормаживать или разгоняться, значение параметра   может быть различным: 

 
 
 

,  ,

,  .

V v

V v
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В уравнении (4), определяющем ускорение a , первый член отражает стремление води-

телей транспортных средств ускоряться при уменьшении плотности окружающего пото-
ка и замедлять движение при увеличении плотности транспортных средств вблизи дан-
ной точки. Второй член определяет влияние эффектов второго порядка, а именно, оцен-
ку водителем градиентов скорости между своим автомобилем и находящимися поблизо-
сти (впереди) транспортными средствами. Если градиент скорости возрастает, то в пер-
спективе расстояние между транспортными средствами должно увеличиться и можно не 
снижать скорость при приближении к области повышенной плотности. Если же гради-
ент убывает, то можно начинать снижение скорости, т.к. в перспективе плотность может 
возрасти. Параметр S отвечает за прогнозируемую тенденцию развития локальной до-

рожной ситуации. 04 )S S  , где 0S   величина, имеющая размерность 2м / с , ρ – 

плотность, определенная в (1). Зависимость параметра S от плотности представлена на 
рис.1. 

 

S 

ρ 

S0 

0 1
 

Рис.1. 

 
 В выражении (3) для ускорения транспортного потока a  первое слагаемое отвеча-
ет за влияние на поведение водителя локальной ситуации, второе за влияние ситуации 
вперед по потоку, а третье за стремление водителя привести свою скорость в соответст-
вие с максимально безопасной скоростью. 
 Данное представление закона движения аналогично введению так называемой 
«вязко-упругой» модели. Действительно, уравнение (4) позволяет ввести функцию  

 2, ( )
v

T p S p k d
x


     

  , (5) 

которую можно условно называть напряжением в транспортном потоке, содержащем 
давление p  и вязкую составляющую. Пусть q v    поток транспортных средств. То-

гда система уравнений (1), (2) для описания динамики транспортного потока примет вид 

     

0;

1
,  .

x

x

q

t x

f V vdv T
f a t y dy

dt x





 
 

 
   

    
  

 (6) 
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 2.1.Основные модификации модели. 1. Если в (6) принять 0f , то выражение 

для ускорения примет следующий вид: 

   1
,  

x

x

V v
a a t y dy




 

  
  , 

то есть будет зависеть только от величины ускорения на участке длины  , где    рас-
стояние принятия решения, и от стремления водителя привести свою скорость в соот-
ветствие с максимально безопасной скоростью. 
 2. При 1f  исходное выражение принимает следующий вид: 

 
 V v

a a
 

  


. 

Следовательно, ускорение зависит от локальной ситуации, а также от стремления води-
теля привести скорость автомобиля в соответствие с максимально безопасной скоростью 
движения. 
 3. Модель с переменной скоростью распространения возмущений. Рассмотрим 
случай, когда параметр k в формулах (4), (5) зависит от скорости v и плотности потока ρ. 
Предположим, что транспортному средству (водителю) требуется время τp для реакции 
на изменение дорожной обстановки впереди по потоку: pk   , где p  – время реак-

ции водителя,   – расстояние между транспортными средствами, рис.2. По определе-
нию плотности:     , следовательно 1k k  , где 1 pk   . 

 



      

 
 

Рис.2. 

 

 Считаем, что когда дорога пустая (отсутствуют машины, на которые реагирует во-
дитель), скорость распространения возмущений возрастает линейно вместе с плотно-
стью, до того момента, пока плотность не станет равной 0 /L   , где L – длина кон-

трольного участка дороги, Δ – длина участка, где находятся транспортные средства, на 
характер движения которых реагирует водитель (то есть, пока в поле зрения водителя не 
попадется хотя бы один автомобиль). 
 Наблюдения за движением транспортного потока показали, что при небольшой 
плотности потока возмущения распространяются с постоянной скоростью. 
 Зависимость скорости распространения возмущений от плотности, при   kp , 

1 0/kp k k  , была показана выше. 

 Тогда, исходя из предположений, скорость распространения возмущений можно 
вычислять по формуле 
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График этой зависимости представлен ниже (рис.3): 

k 

ρ

k0 

k1 

0 1ρkpρ0
 

Рис.3. 

 
 4. Рассмотрим случай, когда напряжение транспортного потока может быть выра-
жено следующей формулой: 
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В соответствии с существующими моделями (6) рассмотрим случай, когда на группы 
транспортных средств действуют силы 
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В целях упрощения постановки задачи примем линейную зависимость оптимального по-
тока eq  от плотности в треугольной форме, как показано на рис.4. 
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0l   , l   средняя длина транспортного средства (величина параметра   должна быть 

меньше единицы), m   плотность затора (неподвижно стоящих автомобилей), mp   

давление при c   , V   оптимальная скорость свободного потока, fv   максимально 

разрешенная скорость, c   плотность насыщения. Давление в транспортном потоке 

предполагается пропорциональным обратной величине продвижения транспортных 
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средств. Продвижение зависит от длины транспортного средства. Предполагается, что 
давление в заторе приблизительно равно общему давлению насыщения. Таким образом,  
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является вспомогательным коэффициентом. 
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Рис.4. Фундаментальная диаграмма транспортного потока. 

 

 Плотности насыщения и затора зависят от состояния дороги, а скорость звука мо-
жет быть представлена как 
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3. Численный анализ 

 Для тестирования модели и анализа ее свойств было проведено моделирование по-
ведения транспортных средств на замкнутой дороге. Параметры моделирования приве-
дены в табл.1 и 2. Увидеть разницу в модели потока можно используя иллюстрации кон-
туров скоростей движения транспортного потока. Видно, что при уменьшении вязкости 
возрастают осцилляции скорости (рис.5). При этом фактическая скорость потока и оп-
тимальная скорость изменяются в одной фазе. Изменения оптимальной скорости проис-
ходят вследствие осцилляций плотности потока. Актуальная скорость определяется ре-
жимом движения. Изменения скорости потока в координатах ( ,x t ) представлены на 

рис.6, откуда видно, что при уменьшении параметра, характеризующего прогнозирова-
ние водителем движения ближайших транспортных средств (параметра «вязкости»), ам-
плитуда периодических изменений скорости возрастает и поток становится более неус-
тойчивым.  
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Таблица I. Фиксированные параметры потока при моделировании. 

v (км/ч) m (т.с./км) avv (км/ч) ( )X v (м) l (м) 

110  150 55 50 5,8 

 

Таблица II. Переменные параметры потока при моделировании. 

Случай 
0

2
00

ˆ
a

S t
S

l q

    
 

I 0.25 

II 0.125 

III 0.0625 

IV 0.03175 

a
 Для транспортного потока скорость и время определяются так 0 *q v  , 0 0 0/v l t , 0 0 0 0/t l q  . 

 

 

 
 

 

Рис.5. Сравнение результатов для различных коэффициентах вязкости, при x=20 для пара-
метров, взятых из табл.II. Рисунку (а) соответствует / fV v ; (b) соответствует / fv v . 
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Рис.6. Поля скорости в плоскости xt для случаев, когда a) Ŝ =0.25, b) Ŝ =0.125, c) Ŝ =0.0625, 

d) Ŝ =0.03175. Отметим, что контуры скоростей потока обозначены серым, когда 
0.4 / 0.5v V  , светло-серым при 0.5 / 0.6v V   и черным при / 0.6v V  . 

 

4. Вывод 

 В этой работе рассмотрена модель описания транспортного потока с учетом реак-
ции водителя на изменение дорожной обстановки, отдельно рассмотрен случай пере-
менной скорости распространения возмущений, построен график зависимости «скорости 
звука» от плотности потока. Главное отличие представленной модели от предыдущих, 
заключается во введении в рассмотрение члена, отвечающего за прогнозирование тен-
денции изменения локальной дорожной ситуации. При этом проводится учет эффектов 
второго порядка, а именно, оценки водителем градиентов скорости между своим авто-
мобилем и находящимися поблизости (впереди) транспортными средствами, что позво-
ляет прогнозировать дорожную ситуацию не только на основании текущей картины 
плотности потока, но и возможное уплотнение или разрежение потока на основании 
анализа градиентов скорости. Результаты исследования данной модели на примере дви-
жения по замкнутой дороге показали, что в целом поток транспортных средств характе-
ризуется возникновением неустойчивости, которая проявляется в периодических осцил-
ляциях скорости и плотности на отдельно взятом участке дороги. При этом возрастание 
параметра, характеризующего влияние прогнозирования эффектов второго порядка на 
выбираемый водителем режим движения, приводит к уменьшению осцилляций парамет-
ров потока.  
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