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1.1 多元随机变量
设X1,X2, . . . , Xp为 p个随机变量,它们组成的向量X = (X1, X2, . . . , Xp)

′

称为随机向量.

• 联合分布函数(jcdf)

F (x1, . . . , xp) = P (X1 ≤ x1, . . . , Xp ≤ xp)

或者记 x = (x1, . . . , xp)
′, 此时

F (x) = P (X ≤ x)

• 联合概率密度函数(jpdf) 如果存在非负函数 f(x1, . . . , xp), 使
得对任意 x1, . . . , xp 有

F (x1, . . . , xp) =

∫ x1

−∞
· · ·
∫ xp

−∞
f(x1, . . . , xp)dx1 · · · dxp

则 f(x1, . . . , xp) 称为 X 的联合概率密度函数.
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• X 的 q 个 (q < p) 分量 X(1) = (X1, . . . , Xq)
′ 的分布称为边际

分布:

P (X(1) ≤ u) = P (X1 ≤ u1, . . . , Xq ≤ uq) = F (u1, . . . , uq,+∞, . . . ,+∞)

边际概率密度函数

g(u) =
∫
Rp−q

f(u,y)dy

• 若 X = (X(1)′ , X(2)′)′ 有概率密度函数 f(x1,x2), X(2) 有密

度函数 g(u), 则 X(1) 在给定 X(2) = x2 条件下的条件密度为

f(x1|x2) =
f(x1,x2)

g(x2)

• X1,X2, . . . , Xp相互独立当且仅当 (Fi 为 Xi 的分布函数)

F (x1, . . . , xp) =

p∏
i=1

Fi(xi),∀(x1, . . . , xp)
′ ∈ Rp
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• (特征函数), 设 p 元随机向量 X ∼ F (x), 则其特征函数定义为

f(t) = Eeit
′
X , t ∈ Rp, i =

√
−1

矩:

• 期望 EX = (EX1, . . . , EXp)
′

• 协方差 cov(X) =
(
(E(Xi − EXi)(Xj − EXj))ij

)
• 若Xp×1, Yq×1为随机向量,则它们的协方差 cov(X,Y ) =

(
(E(Xi−

EXi)(Yj − EYj))ij
)

• Etr(AXB) = tr(A(EX)B), cov(AX) = Acov(X)A′

• E(X ′AX) = µ′Aµ+ tr(AΣ), 其中 Σ = cov(X)

• cov(AX,BY ) = Acov(X,Y )B′
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1.2 多元正态分布密度及其性质
多元正态分布重要性:

• 许多多元统计技术基于多元正态的假设

• 正态分布数学上易于处理, 可以得到许多 “漂亮” 的结果

• 在实际某些问题里总体分布是正态分布的

• 即便总体分布不是正态分布, 许多统计量的分布渐近为正态分
布
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i.i.d 正态随机变量
设随机变量 Y1, . . . , Yp i.i.d ∼ N(0, 1),则随机向量 Y = (Y1, . . . , Yp)

′

的密度为

f(y1, . . . , yp) =

p∏
i=1

1√
2π

exp{−1

2
y2
i } = (2π)−p/2exp{−1

2
y′y}

设 Y ∼ Np(0, I), 则有

• EY = 0, cov(Y ) = Ip.

• E(Y ′AY ) = tr(A).

• 设 a 为 p 元向量, A 为对称矩阵, 则 cov(a′Y, Y ′AY ) = 0.

• 设 A,B 为对称矩阵, 则 cov(Y ′AY, Y ′BY ) = 2tr(AB).
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证明. 由于 Y ′AY =
∑

i,j aijYiYj , Y
′BY =

∑
k,l bklYkYl, 以及

E(YiYjYkYl) =



3, i = j = k = l

1, i = j ̸= k = l

i = k ̸= j = l

i = l ̸= k = j

0, 其他

于是

E(Y ′AY Y ′BY ) = 3

p∑
i=1

aiibii +
∑∑
1≤i ̸=k≤p

aiibkk

+
∑∑
1≤i̸=j≤p

aijbij +
∑∑
1≤i ̸=k≤p

aikbki

= 3

p∑
i=1

aiibii +
∑∑
1≤i̸=k≤p

aiibkk + 2
∑∑
1≤i̸=j≤p

aijbij
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注意到

∑∑
1≤i̸=k≤p

aiibkk =

p∑
k=1

p∑
i=1

aiibkk −
p∑

i=1

aiibii = tr(A)tr(B)−
p∑

i=1

aiibii

∑∑
1≤i̸=j≤p

aijbij =

p∑
j=1

p∑
i=1

aijbij −
p∑

i=1

aiibii = tr(AB)−
p∑

i=1

aiibii

从而

E(Y ′AY Y ′BY ) = 2tr(AB) + tr(A)tr(B).

最后

cov(Y ′AY, Y ′BY ) = E(Y ′AY Y ′BY )−E(Y ′AY )E(Y ′BY ) = 2tr(AB).
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定理 1. 设 p 元随机向量 X = µ + A′Y , 其中 µ ∈ Rp, A 为 p × p

实满秩矩阵, 随机向量 Y = (Y1, . . . , Yp)
′ 的各分量 Y1, . . . , Yp i.i.d ∼

N(0, 1), 则 X 有概率密度

g(x) = (2π)−p/2|Σ|−1/2exp{−1

2
(x − µ)′Σ−1(x − µ)}

其中 Σ = A′A > 0.

证明. 由于 A 为满秩方阵, 因此变换 y → x = µ + A′y 为一一变换,
因此 y(x) = (A′)−1(x − µ). 变换的 Jacobian 行列式为

J(y → x) = |A−1|+ = |A|−1
+ = |A′A|−1/2 = |Σ|−1/2

从而由多元函数的密度变换公式有 ξ 的密度函数为

g(x) = f(y(x))J(y → x)

= (2π)−p/2|Σ|−1/2exp{−1

2
(x − µ)′Σ−1(x − µ)}
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此定理表明多元正态分布密度函数由参数 µ 和 Σ 确定, 因此定
义一般的多元正态分布为

称 p 元随机变量 X 服从参数为 µ 和 Σ 的多元正态分布,
如果其有概率密度函数

f(x) = (2π)−p/2|Σ|−1/2exp{−1

2
(x − µ)′Σ−1(x − µ)}

其中 µ ∈ Rp, Σ 为 p 阶正定矩阵. 此时, 记 X ∼ Np(µ,Σ).
常称 Np(0, I) 为 p 元标准正态分布.

Definition
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↑Example
二元正态分布 N(µ1, µ2, σ

2
1 , σ

2
2 , ρ):

f(x, y) =
1

2πσ1σ2

√
1− ρ2

exp

{
− 1

2(1− ρ2)

[
(x− µ1)

2

σ2
1

+
(y − µ2)

2

σ2
2

−2ρ
x− µ1

σ1

y − µ2

σ2

]}
↓Example

可以看出 µ = (µ1, µ2)
′ 以及

Σ =

(
σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

)
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多元正态分布的性质: 设随机向量X 服从多元正态分布N(µ,Σ),
则

• EX = µ, cov(X) = Σ

• (X − µ)′Σ−1(X − µ) ∼ χ2
p

• 协方差矩阵的零元素表明相应的 X 分量相互独立

• X 的任意子集服从 (多元) 正态分布

• 分量的条件分布为 (多元) 正态分布

常数密度轮廓线
从 p 元正态密度函数可以看出, 多元密度函数在

(x − µ)′Σ−1(x − µ) = c2(常数)

上是常数. 因此所有满足上式的 x 称为常数密度轮廓线, 它是以 µ 为

中心, ±c
√

λj (j = 1, . . . , p) 为轴的椭圆面.
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↑Example
对二元正态 N(µ,

(
σ11 σ12

σ21 σ11

)
), 求其常数密度轮廓线椭圆.

↓Example

解: 由 |λI − Σ| = 0 和 Σϕ = λϕ, 则易得其特征根和特征向量为

λ1 = σ11 + σ12, ϕ1 = (1, 1)′/
√
2

λ2 = σ11 − σ12, ϕ2 = (1,−1)′/
√
2
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定理 2. 设 X ∼ Np(µ,Σ), Z = B′X + d, 其中 B : p × s 列满秩,
d ∈ Rs, 则

Z ∼ N(B′µ+ d, B′ΣB)

证明. 由于 X
d
= µ + Σ1/2Y , 其中 Y ∼ Np(0, Ip), 因此 Z = d +

B′(µ+Σ1/2Y ) = (B′µ+d)+ (Σ1/2B)′Y ∼ N(B′µ+d, B′ΣB).

由此定理可得

定理 3. 设 X ∼ Np(µ,Σ), 则

P ((X − µ)′Σ−1(X − µ) ≤ χ2
p(α)) = 1− α.

证明. 由于 Y = Σ−1/2(X − µ) ∼ Np(0, I), 因此

(X − µ)′Σ−1(X − µ) =

p∑
i=1

Y 2
i ∼ χ2

p

从而得证.
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定理 4. 多元正态分布 X ∼ Np(µ,Σ) 的特征函数为

g(t) = exp{it′µ− 1

2
t′Σt}

证明. 由于对标准多元正态分布 Y ∼ Np(0, Ip) 的特征函数为

gY (t) = Eeit
′
Y = Eexp{i

p∑
k=1

tkYk} =

p∏
k=1

EeitkYk

=

p∏
k=1

e−
1
2
t2k = e−

1
2
t′t.

而 X
d
= µ+Σ1/2Y , 所以

Eeit
′
X = Eeit

′
(µ+Σ1/2Y ) = eit

′
µEeit

′
Σ1/2Y = exp{it′µ− 1

2
t′Σt}.
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定理 5. 设 X 为 p 维随机变量, 则 X 服从 p 元正态分布的充分必要
条件是它的任意线性组合 a′X(其中 a ̸= 0) 都服从一元正态分布.

证明. 充分性显然. 下证必要性. 对任意非零 a ∈ Rp, 由于 a′X 服

从一元正态分布, 故 X 的二阶矩存在. 记 EX = µ, cov(X) = Σ, 则
Ea′X = a′µ, cov(a′X) = a′Σa. 注意到 a′X 的特征函数

ga′X(θ) = exp{iθa′µ− 1

2
θ2a′Σa}, θ ∈ R

令 θ = 1, 有
ga′X(1) = exp{ia′µ− 1

2
a′Σa}

视其为 a 的函数, 恰好是参数为 µ,Σ 的 p 元正态分布的特征函数, 因
此得证.

注因此有些时候也用此定理作为多元正态分布的定义.
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定理 6. 设 X ∼ Np(µ,Σ), a 为 p 维向量, A 和 B 为两个 p 阶对称
矩阵, 则有
(1) EX ′AX = µ′Aµ+ tr(AΣ).
(2) cov(a′X,X ′AX) = 2a′ΣAµ.
(3) cov(X ′AX,X ′BX) = 2tr(AΣBΣ)+4µ′AΣBµ. 特别, V ar(X ′AX) =

2tr(AΣAΣ) + 4µ′AΣAµ.

证明. (1) 记 X = µ+ CY , 其中 Y ∼ Np(0, Ip), Σ = CC′, 则有

E(X ′AX) = µ′Aµ+ 2Eµ′ACY + EY ′C′ACY

= µ′Aµ+ tr(C′AC) = µ′Aµ+ tr(AΣ).

(2) 易知

cov(a′X,X ′AX) = cov(a′µ+ a′CY, µ′Aµ+ 2µ′ACY + Y ′C′ACY )

= cov(a′CY, 2µ′ACY ) + cov(a′CY, Y ′C′ACY )′

= 2a′CC′Aµ = 2a′ΣAµ.
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(3) 由 (2) 的结论有

cov(X ′AX,X ′BX)

= E(4µ′ACY Y ′C′Bµ) + cov(Y ′C′ACY, Y ′C′BCY )

= 4µ′AΣBµ+ 2tr(AΣBΣ).
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1.3 条件分布
设 X ∼ Np(µ,Σ), p ≥ 2, 将 X,µ,Σ 分块为

X =

(
X

(1)
q×1

X
(2)

(p−q)×1

)
, µ =

(
µ(1)

µ(2)

)
,Σ =

(
Σ11 Σ12

Σ12 Σ22

)

其中 µ(1) 为 q × 1 维, Σ11 为 q × q 维.

定理 7. 设 X ∼ Np(µ,Σ),Σ > 0, 则

X(1)|X(2) = x(2) ∼ Nq(µ11·2,Σ11·2)

其中 µ11·2 = µ(1) +Σ12Σ
−1
22 (x(2) −µ(2)), Σ11·2 = Σ11 −Σ12Σ

−1
22 Σ21.

证明. 由条件密度定义及分块矩阵的逆易证.

易知 Σ11 ≥ Σ11·2, 即在已知 X(2) 条件下, X(1) 的散布比不知道

X(2) 的情况缩小了.
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在二元正态场合

(
X1

X2

)
∼ N(

(
µ1

µ2

)
,

(
σ11 σ12

σ21 σ22

)
, 则

X1|X2 = x2 ∼ N(µ1 +
σ12
σ22

(x2 − µ2), σ11 − σ2
12

σ22
).

↑Example
假设大学生男生的体重 (lbs)和身高 (inches)服从多元正态分布,

均值 µ =

(
175

71

)
和协方差矩阵

(
550 40

40 8

)
, 试求给定身高为

x2 条件下体重 X1 的分布.
↓Example

解: 易得X1|X2 = x2 ∼ N(175+ 40
8
(x2−71), 550− 402

8
) = N(−180+

5x2, 350). 例如当身高为 x2 = 70 时候, 体重则服从 N(170, 350).

推论 1. 在上述定理的条件下, X(2) 与 X(1) − Σ12Σ
−1
22 X

(2) 相互独
立, X(1) 与 X(2) − Σ21Σ

−1
11 X

(1) 相互独立.
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由定理7知

E[X(1)|X(2)] = µ(1) +Σ12Σ
−1
22 (X

(2) − µ(2))

这表明 X(1) 和 X(2) 之间有回归关系。于是称 Σ12Σ
−1
22 为 X(1) 对

X(2) 的回归系数, 它的元素用 βij·q+1,··· ,p 表示; Σ11·2 为条件协方差,
它的元素用 σij·q+1,··· ,p 表示.
偏相关系数(partial correlation of coefficient)
由于 X(1)|X(2) = x(2) ∼ Nq(µ11·2,Σ11·2), 故可定义条件相关系

数

rij·q+1,··· ,p =
σij·q+1,··· ,p

(σii·q+1,··· ,pσjj·q+1,··· ,p)1/2

为在给定 X(2) = x(2) 条件下, Xi 与 Xj(i, j = 1, 2, . . . , q) 的偏相关
系数(corr(X(1)|X(2))). 显然

R11·2 = [diag(Σ11·2)]
−1/2Σ11·2[diag(Σ11·2)]

−1/2
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有时候我们感兴趣的是 Xi,Xj 在给定所有其他Xk, k = 1, . . . , p,
k ̸= i, k ̸= j 的相关系数, 也称为偏相关系数. 此时, 可以证明在多元
正态分布假设下

ρij\{i,j} = − σij

√
σiiσjj

其中 σij 为 Σ−1 的 (i, j) 元.
事实上, 记 X(1) = (Xi, Xj)

′, X(2) = X\{i,j}, K = Σ−1 =(
K11 K12

K21 K22

)
, 则利用分块矩阵的逆矩阵表达我们有

K−1
11 = Σ11 − Σ12Σ

−1
22 Σ21 = Σ11·2

记 K11 =

(
σii σij

σij σjj

)
, 则可以得到

Σ11·2 = K−1
11 =

1

detK11
=

(
σjj −σij

−σij σii

)
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因此

ρij\{i,j} =
σij\{i,j}√

σii\{i,j}σjj\{i,j}
= − σij

√
σiiσjj

复相关系数(multiple correlation of coefficient)
用于度量一个随机变量 (比如 Y ) 与一个随机向量之间的相关性

(比如 X = (X1, . . . , Xp)
′), 其定义为

R =

(
ΣY XΣ−1

XXΣXY

σY Y

)1/2

= max
var(a′X)=1

corr(Y,a′X)

其中 ΣY X = cov((Y,X ′)′). R2 称为总体判定系数.(population coef-
ficient of determination)
由 Y |X ∼ N(EY + β′(X − EX), σ11·2), 其中 β = Σ−1

XXΣXY .
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易知对任意给定的非零常数向量 a 有

V ar(Y − a′X) = V ar(Y − β′X + (β − a)′X)

= V ar(Y − β′X) + 2cov(Y − β′X, (β − a)′X) + V ar((β − a)′X)

= V ar(Y − β′X) + V ar((β − a)′X) ≥ V ar(Y − β′X)

因此

V ar(Y )−2cov(Y,a′X)+V ar(a′X) ≥ V ar(Y )−2cov(Y, β′X)+V ar(β′X)

注意到 corr(Y,a′X) 具有刻度不变性 (变量乘任意一个正常数不变),
因此不妨设 V ar(a′X) = V ar(β′X), 利用上式有

corr(Y,a′X) ≤ corr(Y, β′X)

对任意给定的非零常向量 a 成立.
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于是

max
var(a′X)=1

corr(Y,a′X) = max
var(a′X)=var(β′X)

corr(Y,a′X)

= corr(Y, β′X) =

(
ΣY XΣ−1

XXΣXY

σY Y

)1/2

在有了 (Y,X) 的样本 (yi,xi)
n
i=1 后, 易得 R2 的估计为

R̂2 =
SSreg

SStotal
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1.4 二次型的独立性
形如 X ′AX(A 为对称阵) 的量称为二次型。

定理 8. 设 X ∼ Np(µ,Σ), Σ > 0, A 为对称阵, C 为一 p× q 矩阵,
则 C′X 和 X ′AX 相互独立的充要条件是 C′ΣA = 0.

证明. (充分性) 由于 A 为对称阵, 记其秩为 r, 以及 B = Σ1/2AΣ1/2

和其所有非零特征根组成的对角阵为 Λr, 则存在正交矩阵 P , 使得

P ′BP =

(
Λr 0

0 0

)

若 C′ΣA = 0, 则有 C′Σ1/2B = 0 = C′Σ1/2PP ′B,记 D = C′Σ1/2P ,
并将其分块, 则(

D11 D12

D21 D22

)(
Λr 0

0 0

)
= 0 =⇒ D11 = 0, D21 = 0
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于是

D =

(
0 D12

0 D22

)
:= [0, D2] =⇒ C′ = DP ′Σ−1/2 = [0, D2]P

′Σ−1/2

注意到 Y = P ′Σ−1/2X = [Y ′
1 , Y

′
2 ]

′, 其中 Y1 为 r 维, 则 Y1 与 Y2 相

互独立, 于是由

C′X = [0, D2]P
′Σ−1/2X = D2Y2

X ′AX = X ′Σ−1/2BΣ−1/2X = Y ′
1ΛrY1

从而 C′X 和 X ′AX 相互独立.
必要性由矩母函数可证, 此处略.

定理 9. 设 X ∼ Np(µ,Σ),Σ > 0, A,B 为对称阵. 则 X ′AX 与
X ′BX 相互独立的充要条件为 AΣB = 0.
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证明. 记 Σ1/2AΣ1/2 = Ã, Σ1/2BΣ1/2 = B̃, Y = Σ−1/2X, 则
X ′AX = Y ′ÃY , X ′BX = Y ′B̃Y 且 Y ∼ Np(Σ

−1/2µ, Ip). 当
AΣB = 0 时, 有 ÃB̃ = B̃Ã = 0, 故可以对 Ã 和 B̃ 同时进行对

角化:
P ′ÃP = Λ1, P

′B̃P = Λ2

其中 P 为正交阵, Λi 为对角阵, i = 1, 2. 从而由 ÃB̃ = 0 知 Λ1Λ2 =

0, 因此

X ′AX = (PY )′Λ1(PY ), X ′BX = (PY )′Λ2(PY )

注意到 PY ∼ Np(PΣ−1/2µ, Ip),故 PY 个分量相互独立,而由 Λ1Λ2 =

0 知 X ′AX 和 X ′BX 依赖 PY 不同的分量, 因此相互独立.
必要性证明略.
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1.5 矩阵正态分布 *
当一维样本 X1, . . . , Xn, i.i.d ∼ N(µ, σ2) 时, 样本均值 X̄ 和样

本方差 S2 = 1
n−1

∑n
i=1(Xi − X̄)2 为 µ 和 σ 的估计, 相互独立, 且有

分布 X̄ ∼ N(µ, σ2/n) 和 (n− 1)S2/σ2 ∼ χ2
n−1.

对多元正态分布场合, X1, . . . ,Xn为来自多元正态总体Np(µ,Σ)

的样本, 则

• µ 和 Σ 如何估计?

• 样本均值向量 X̄ 和样本方差 S 又有何种性质?

• 样本均值向量 X̄ 和样本方差 S 有何种分布?
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记 X1, . . . , Xn 为来自多元正态总体 Np(µ,Σ) 的样本, 令

X =


X ′

1

X ′
2

...
X ′

n

 =


X11 X12 · · · X1p

X12 X22 · · · X2p

· · · · · · · · · · · ·
Xn1 Xn2 · · · Xnp

 = [X(1),X(2), . . . , X(p)]

称 X 为资料矩阵或观测矩阵.

设 Y = (Yij) 为 m × q 的随机矩阵, 其元素相互独立同分
布, 均服从 N(0, 1) 分布. 矩阵 M : n × p, A : p × q 和
B : n×m 为常数矩阵, 令 X := M +BYA′, 则称 X 服从
矩阵正态分布, 其分布为 Nn×p(M, (BB′)⊗ (AA′)).

Definition

可以看出
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• 该定义等同于 vec(X′) = vec(M ′) + (B ⊗A)vec(Y ′) 的分布

• EX = M

• cov(vec(X′)) = BB′ ⊗AA′

• cov(vec(X) = AA′ ⊗BB′

• 其特征函数为

g(T ) = Eei
∑

j

∑
k tjkxjk = Eetr[iT ′X] = etr(iT ′M−1

2
T ′WTV )

其中 T : n× p, W = BB′, V = AA′, etr(U) = exp(tr(U)).

• 矩阵正态分布 Nn×p(M,W ⊗ V ),W > 0, V > 0 的密度函数为

f(X) = (2π)−np/2|W |−p/2|V |−n/2etr[−1

2
W−1(X−M)V −1(X−M)′]
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边际分布

定理 10. 设 X = Nn×p(M,W ⊗ V ), 记 W = (ωij), V = (vij),

X =


X ′

1

X ′
2

...
X ′

n

 = (X(1), . . . , X(p)),M =


µ′
1

µ′
2

...
µ′
n

 = (µ(1), . . . , µ(p))

则

• Xi ∼ Np(µi, ωiiV ), i = 1, . . . , n

• X(j) ∼ Nn(µ(j), vjjW ), j = 1, . . . , p

• cov(Xi, Xj) = ωijV, i, j = 1, . . . , n

• cov(X(i), X(j)) = vijW, i, j = 1, . . . , p.
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推论 2. 设 X ∼ Nn×p(M,W ⊗V ), Z = CXD′+U , 其中 C : m×n,
D : q × p, U : m× q, 则

Z ∼ Nm×q(CMD′ + U, (CWC′)⊗ (DVD′))

对资料矩阵 X, 因为 Xi ∼ Np(µ,Σ), 故由正态分布定义

Xi
d
= µ+A′Yi, A′A = Σ, Yi ∼ Np(0, Ip), i = 1, . . . , n

记 Y = (Y1, . . . , Yn)
′, 则 Y ∼ Nn×p(0, In ⊗ Ip). 从而

X d
= 1nµ

′ + YA ∼ Nn×p(1nµ
′, In ⊗ Σ)

从而显然有

• 上述矩阵正态表明资料矩阵的每一行是来自多元正态 Np(µ,Σ)

的样本, 即 Xi ∼ Np(µ,Σ), i = 1, . . . , n.

• X(j) ∼ Nn(µj1n, σjjIn), j = 1, . . . , p.
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• cov(Xi, Xj) = δijΣ, i, j = 1, · · · , p

• cov(X(i), X(j)) = σijIn

• vec(X ′) ∼ Nnp(1n ⊗ µ, In ⊗ Σ)

其中 µ = (µ1, . . . , µp)
′, Σ = (σij), δij = 1 若果 i = j; 否则为 0.
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