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第一章 矩阵代数

1.1  分块矩阵

1.2  广义逆

1.3  拉直运算和Kronecker积

1.4  矩阵的微商
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§1.1  分块矩阵

( )
( )

( ) ( ) ( )

.

:    ,:    

 ,          :    ,          :    

2221

1211

2221

1211

的分块表示形式称为矩阵则

，

得阶矩阵，分成四块，使为若

A
AA

AA
A

lqkpAlkpA

lqkAlkA

qpaA ij

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

−×−×−

−××

×=

定义1.1.1
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⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

++

++
=+

22222121

12121111

   

   

BABA

BABA
BA

BA 有相同的分块，则和若

性质1
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⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

++

++
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

−×−

×−−××

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=×

2222122121221121

2212121121121111

2221

1211

2221

1211

22

211211

2221

1211

 

  ),()(:

    ,)(:  ),(:  , : 

  ,

CACACACA

CACACACA

CC

CC

AA

AA
AC

mrlqC

mlqCmrlCmlC

CC

CC
CrqC

则

，其中它分为矩阵为若

性质2
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21
1

221211211

2221122

12
1

112122122

1221111

11

         

  0   )2(

         

      0   )1(

AAAAA

AAAA

AAAAA

AAAA

AA

−
⋅

⋅

−
⋅

⋅

−=

=≠

−=

=≠

其中

，则若

其中

，则若

也为方阵，为方阵，若

性质3
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(1.1)                        
0

0

0

0

0  )1(:

122

11

12
1

11

2221

1211

1
1121

11

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−

≠

⋅

−

−

A

A

I

AAI

AA

AA

IAA

I

A ，利用证明

两边同时取行列式即可.
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(1.2)                  
0

0

0

0

0  )2(

22

211

21
1

222221

1211
1

2212

22

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −

≠

⋅

−

−

A

A

IAA

I

AA

AA

I

AAI

A ，利用

两边同时取行列式即可.
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⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+−

−
=

≠

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−

−+
=

≠

−−
⋅

−−−
⋅

−

−−
⋅

−
⋅−

−
⋅

−−
⋅

−
⋅

−−−
⋅

−−

−

1
2212

1
21121

1
22

1
22

1
21121

1
22

1
2212

1
211

1
2111

22

1
122

1
1121

1
122

1
12212

1
11

1
1121

1
12212

1
11

1
111

11

2211

0   )2(

          

    

0   )1(

AAAAAAAAA

AAAA
A

A

AAAA

AAAAAAAAA
A

A

AAA

，则若

，则若

均为方阵和为可逆方阵，若

性质4
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⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

≠≠

−
⋅

−
⋅

−

−
⋅

−−
⋅−

1
122

1
21121

1
22

1
12212

1
11

1
2111

2211 0  0   )3(

AAAA

AAAA
A

AA ，则，若

性质4（续）
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⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −+
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⇒

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −

−
⋅

−−
⋅

−
⋅

−−−
⋅

−−

−−
⋅

−−−

−
⋅

−−

−

−−−

1
122

1
1121

1
122

1
12212

1
11

1
1121

1
12212

1
11

1
11

1
1121

1
122

1
1112

1
11

1

2221

1211

1
122

1
11

1

1
1121

1

2221

1211
1

12
1

11

                             

0

0

0

0

0

00

0

AAAA

AAAAAAAAA

IAA

I

A

A

I

AAI

AA

AA

A

A

IAA

I

AA

AA

I

AAI

证明: (1)对(1.1)式两边求逆
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§1.2 矩阵的广义逆

.

 

  1.2.1

−=

=×

×

AXA

AXAAXAXnp

pnA

的减号逆，记作的广义逆或

为，则称，使得阶矩阵

阶矩阵，若存在一个为设定义

一、减号逆



12

性质1  任何矩阵的广义逆一定存

在，但可能不唯一。
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Q
I

PQ
I

QXP
I

P

AAXA

pnQP

Q
I

PA

ArArank

rrr

r

pn

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⇔=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

=
×

00

0

00

0

00

0

00

0

)(:

阶非奇异方阵，于是有和分别为和其中

可分解为，设证明
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r

rrr

rrr

IT

II

TT

TTI

rrT
TT

TT
QXP

II
QXP

I

=⇔

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

×
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

11

2221

1211

11

2221

1211

00

0

00

0

00

0

:      

00

0

00

0

00

0

于是

其中

记



15

.

222112

1

2221

121

2221

12

一一定存在，但可能不唯这表明

，的广义逆就是可任意选择，，，其中

即

所以

−

−

−−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

A

AAXTTT

P
TT

TI
QX

TT

TI
QXP

r

r
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.1−−− = AAAA 唯一，且非退化，则若

.   ,

   .

  

1

11

唯一性得证

的广义逆，则也是若广义逆

的一个是，所以因为证明：

−

−−

=⇔

=

=

AX

AAXAAX

AAAAAA

性质2
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   )()(    ArkArk ≥−

).()(   

           

00

0
            

)(1  

1

2221

121

ArkArk

P
TT

TI
QA

pnQP

Q
I

PA

ArArank

r

r

pn

≥

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

=

−

−−−

×

所以

阶非奇异方阵，于是有和分别为和其中

可分解为，中知，若由性质证明

性质3
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)()(           

)()()( 

AAtrAAtr

AArkAArkArk

−−

−−

==

==

性质4
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1

2221

121         

00

0
         

)(  

−−−

×

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

=

P
TT

TI
QA

pnQP

Q
I

PA

ArArank

r

r

pn

于是有

阶非奇异方阵，和分别为和其中

可分解为，若证明
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为幂等阵所以 −

−−

−

−−−

=⇒

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=⇒

AA

AAAA

P
TI

P

P
TT

TI
QQ

I
PAA

r

rr

2

112

1

2221

121

)(

00
             

00

0
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均为幂等阵和所以 AAAA

AAAA

Q
T

I
Q

Q
I

PP
TT

TI
QAA

r

rr

−−

−−

−

−−−

=⇒

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

2

21

1

1

2221

121

)(

0

0
        

00

0
同理
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npn

ppn

IAAnArk

IAApArk

==

==

−

×

−

×

，则若

，则若

)(

)(

特别，
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AAAAAAAAAAAA

A

=′′′=′′′ −− )(    )(

，有对任意矩阵

AAAAAAAA ′=′′′ −)(

性质5
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00

00

,

00)1(

  

=⇒=′′⇒

=′⇒=

=′⇔=

AxAxAx

AxAAx

AxAAx

事实上

证明
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AAAAAA

AAAAAA

AxAxAAAARx

AxAAxAAAAA

Rx

AyAAxAAyAx

p

p

′=′′′

=′′⇒

=′′∈∀⇒

′=′′′

∈∀

′=′⇔=

−

−

−

−

)(   

)(

)(

)2()(

)3(

)2(

同理可证

，，有对

，利用

，有对
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等号两边同时消去一个相同矩阵的一般结论：

定理

).()(

00)2(

).()(

00)1(

ArkABrk

CACAB

BrkABrk

BCABC

=

==

=

==

条件是

等价的充分必要和

条件是

等价的充分必要和
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.)( 

,)( 

的取法无关且与

是一个投影矩阵

−

−

′

′′

AA

AAAA

性质6



28

AAAAAAAA

AAAAAAAAAAA

AAAAAAAAAAAAAA

AAAAAArArk

AAAAAA

pn

′′=′′⇒

′=′′′=′′′⇒

′=′′′=′′′

′′′=

′′′

−−

−−

−−

−−

×

−−

21

21

21

21

)()(

)()(5

)()(  ,

)()(   )(

.)()( (1)

  

利用性质

则有逆

的两个广义是和，设

的取法无关与

证明
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( )

.)(   .

,
00

0
)( ,0  

00

0

)11(
00

0
)11(

)00(

.)( )2(

11
i

2121

22
2

2
1

一定是对称阵所以它是对称阵

取其中

，，，，，，，，，，

，，，，，

，使得为对称阵，存在正交阵由于

一定是对称阵

AAAA

Q
I

QAAQ
I

Q

Pdiag
I

diagP

PdiagPAA

PAA

AAAA

rr

r

r

r

r

′′

′
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=′≠

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
′=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
′=

′=′

′

′′

−

−−−

−

λ

λλλλλλ

λλλ

Q
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( )

是一个投影矩阵故

是幂等阵

AAAA

AAAA

AAAAAAAAAAAA

AAAA

′′

′′=

′′′′=′′

′′

−

−

−−−

−

)(

)(

)()()(

.)()3(

2
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AAAAP

ARAAAA

A ′′=

′′

−

−

)(

)()(

记作

空间的投影矩阵，是到

).(,)2(

.)()1(

ARxPRx

xxPARx

A
n

A

∈∈∀

=∈∀

对

，有

性质7
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空间的投影矩阵是到故

对

，使得，存在

事实上

，有

证明

)()(

).(,)2(

)(

.)(

.)()1(

  

ARAAAAP

ARxPRx

xAyAyAAAAxP

AyxRyARx

xxPARx

A

A
n

A

p

A

′′=

∈∈∀

==′′=

=∈∈∀

=∈∀

−

−
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二、加号逆

.

)()(
         

  2.2.1 

+=

−

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=′=′

==

×

×

AX

PenroseMooreAX

XAXAAXAX

XXAXAAXA

Xnp

pnA

记作

逆，的加号逆，也称是则称

，使得阶矩阵个

阶矩阵，若存在一是一个设定义
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.存在且唯一，对任何矩阵 +AA

(1) 存在性

(2) 唯一性

性质1
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( )

( )

.  .

  0     
0

ˆ0  
000

0

0)2(

.000)1(

)(   )(   

11

1111

11

均可逆和所以列满秩矩阵

均为和且，，其中

使得和时，则存在可逆阵当

即可，这时取时，必有当

，令存在性证明

QQPP

QPQIQ
I

PP

QPQI
I

PQ
I

PA

QPr

AAr

rArk

r

r

r

rr

pn

′′

=′
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

′=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

>

===

=

+

×
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.

  )()()()4(

   )()()()3(

)()(

)()()()()2(

)()()1(

.

)()(

111

111

11

1111

11

11

的加号逆，存在性得证是故

对称

对称

加号逆的四个条件

满足，我们来验证令

AX

QQQQQPPPPQQQXA

PPPPPPPQQQQPAX

XPPPQQQ

PPPQQQQPPPPQQQXAX

AQPQPPPPQQQQPAXA

XPPPQQQX

′′=′′′′=

′′=′′′′=

=′′′=

′′′′′′′=

=′=′′′′′=

′′′=

−−−

−−−

−−

−−−−

−−

−−
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.

      

)()()()(      

)()()()(

      

)()()()(      

)()()()(

)(

21

221221221

2212222222

21

211211211

2111111111

21

唯一性得证

的两个加号逆，则是和若

唯一性

++

+++++++++

++++++++++

++

+++++++++

++++++++++

++

=

=′′=′′′′=

′′=′′=′==

=

=′′=′′′=

′′=′′=′==

AAA

AAAAAAAAAAAAAAA

AAAAAAAAAAAAAAA

AAA

AAAAAAAAAAAAAAA

AAAAAAAAAAAAAAA

AAA



38

.

.)(

.)(

1

1

1

−+

−+

−+

=

′=

′′=

AAA

AAAAA

AAAAA

T

可逆，则若

列满秩，则若

行满秩，则若

性质2
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也是对称矩阵为对称阵时，由此，当

性质

性质

性质

性质

+

++

+++

+++

++

′=′

′=′

′′=′′=

=

AA

AA

AAAA

AAAAAAA

AA

)()(    6

)()(   5

)()(   4

)(    3
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.)(

)()()(

+++

×××

′=

===

′=

PQA

rQrkPrkArk

QPA

rprnpn

则

，其中记

性质7
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:

      ( )AB B A+ + +=

注意

一般，对任意两个矩阵

未必成立.
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AAA =+是投影矩阵，则若

性质8
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.),,(  

0        0

 0     
          

),,,,(

21

1

21

HdiagHA

diagΛH

ΛHHAnA

n

n

++++

−

+

′=

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
=

=

′=

λλλ

λ

λλ
λ

λλλ

则

若

若

令为正交矩阵，

，阶对称方阵，有分解为若

性质9
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AAP

AAP

AAAA

A

A

+

+

++

=

=

'      

             

 

记

均为投影矩阵，与

性质10
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§1.3  矩阵的拉直运算和Kronecker积

),,,( 21 ppn
aaaA =

×

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

==
→

pa

a

a

AvecA
2

1

)(
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.)(

)(

),,,()(A  1.3.1

2

1

)(

)2(

)1(

21

→

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=×

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
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设定义
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直运算

为对称矩阵的拉维向量，称为

阶方阵，令为设定义
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BA 为非退化方阵，则和若
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§1.4 矩阵的微商和变换的雅可比

矩阵微商是通常微商的推广，

是求极大似然估计和最小二乘估计
的工具，利用它也可以方便地求多
变量积分变换的雅可比行列式。
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一、矩阵对标量的微商

二、矩阵的标量函数对矩阵的微商

三、向量对向量的微商

四、矩阵对矩阵的微商
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的微商对称为

的函数，元素是

矩阵，它的是设定义
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的微商定义为对函数，

的阶矩阵是设定义

二、矩阵的标量函数对矩阵的微商
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的微商定义为对则

维向量，为设定义

三、向量对向量的微商
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的微商。对称为
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四、矩阵对矩阵的微商
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若将其分块，
每块均为m行
p列的矩阵，
则第(2,2)个分

块矩阵。
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))((
))((           mnIXvec

Xvec
X
X

nmX

=
∂

′∂
=

∂
∂

× 阶矩阵，则是若

性质1



111

))(()())(()(

)()(

)()(

XFI
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X
XF
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XGXF

nmX

rqXGqpXF

rp ′⊗
∂

∂
+⊗

∂
∂

=

∂
∂

×

××

阶矩阵，则是

阶矩阵，是阶矩阵，是若

性质2
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  )(   AB
X
AXB ′⊗=
∂

∂

性质3

可以先拉直，再求导.
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∂
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证明：利用性质2
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性质4
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X
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IXX ，及性质由证明

所以



116

{ }
{ } ⎥

⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡ ′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
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=
∂

∂

Ψ

Xt
Xtr

t
X

t

xXX

X

ij

ψψ )(       

)(  )(1.4.1

的函数，则均为变量

的每个元素的数值函数，矩阵变量

是设复合函数求导公式定理

五、复合函数求导的公式
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Xt
Xtr
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X
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X n
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ψψ
1 1

)()(

证明：由复合函数求导公式得到
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G
GF

X
XG

X
XGF

XGF

∂
∂

∂
∂

=
∂

∂ )()())((       

))((

)(2.4.1

则

函数，是两个矩阵函数的复合设

式矩阵的复合函数求导公定理
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
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=
∂

∂ −

t
XXtrX

t
tX }{)det())(det( 1

性质1
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( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

= −−

t
XXtrXXX

t
Xtr }{)det()det(}{ 11

证明：
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⎥

⎦

⎤
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⎣

⎡ ′
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)det(}{))(det(

X
X

t
Xtr

t
tX

( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ′′

∂
∂

= − )det()(}{ 1 XX
t
Xtr
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⎟
⎠
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t
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t
X }{)det(ln 1

性质2



122

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=

∂
∂

=
∂

∂

−

t
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)det(
)det(

1)det(ln

1

证明：
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2121
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的行列式的绝对值表示是一一变换，其中

，式中

AAf

y
xyxJDxxfyyT

+

+∂
′∂

=→∈==

六、雅可比(Jacobi)行列式的计算
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X
YXYJXYJ

XFYXF

RXFY

RX

nm

nm

:

)()(

)(

  5.4.1

雅可比行列式定义为

的可微，则变换

是一一变换，

是矩阵变量，设定义
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( )

( )
+

++

=→=

==→
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AxyJAxy

BABAXYJ

nB

mAAXBY

mnmn

,

))(det())(det(

特别

阶非奇异方阵，则有为

阶非奇异方阵，为，且若

性质1

（一）、当矩阵变量为一般矩阵的情况
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mnnm BAABAB

Xvec
Yvec

X
YXYJ
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++

=′=′⊗=

∂
′∂

=
∂
∂

=→

  

)(
])([)(   

)()()( XvecABYvec ⊗′=

所以

证明：因为
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( ) nXXYJ

XYnX

2

1

            −
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=→
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则有

，阶可逆方阵，作变换为若

性质2
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证明：由矩阵对矩阵的微商中的性质4知，

])([  11
1

′⊗−=
∂
∂ −−

−

XX
X
X

所以有
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.

,,,  ,)( 22111

的主对角元是

其中则有

，阶下三角矩阵变量，令为

阶非奇异下三角矩阵，为给定的设

Gg

gggXYJ

GXYnX

nG

nn

i
ii

n

i=
Π=→

=

性质3

(二)、当矩阵变量为三角矩阵的情况
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1

1
)(J            

3 

+−

=
Π=→

=

in
ii

n

i
gXY

XGY ，则有，令变换条件同性质

性质4
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.

:

2)(      1

1

是一一变换

的对角线元素非负，则若要求注意

，则有

变换为下三角矩阵变量，令设

XXY

X

xXYJ

XXY

X

in
ii

n

i

n

′=

Π=→

′=

+−

=

性质5
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类似对X为上三角矩阵时，G
为非奇异上三角矩阵，有类似性

质3、性质4和性质5的结论。
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1)(             +

+

×

=→

′=
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n

nn

GXYJ

XGGY

GXX

，则有令

是非奇异上三角矩阵，，设

性质6

(三)、当矩阵变量为对称矩阵的情况
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1)(              +

+
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nGXYJ

XGGY

GXX

，则有令

是非奇异下三角矩阵，，设

性质7
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1)(J             +

+
=→

′=

=′

nPXY

XPPY

PXX

，则有

是非奇异矩阵，令，设

性质8
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作业

1、证明AB和BA有相同的非零特征根。

2、设P为p阶非奇异矩阵，U为p×q矩阵，
V为q×p矩阵，而p阶方阵Q=P+UV和q阶方
阵 也非奇异，则

特别

UVPIq
1−+

( )

( ) 11111

11

−−−−−

−−

+−=

+=

VPUVPIUPP

UVPQ

q

( ) ( ) 111111 1 −−−−−− ′′+−=′+ PyxPxPyPyxP
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3、若A>0(或≥0)，则存在B>0(或≥0) ，

使得 ，称B为A的平方根矩阵，记

为 .

2BA =
2
1

AB =

4、证明加号逆的性质5，即

TT AAAA )()( +++ =
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5、若A>0，将A剖分为

其中 为方阵，则

.
2221

1211

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

AA

AA
A

11A

.0  ,0  ,0  ,0 1222112211 >>>> ⋅⋅ AAAA
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6、证明：


