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•量子物理

–量子力学基础、原子和双原子分子的电子结构 (4学分)

•量子化学

–分子对称性、分子轨道与化学键、多原子分子的电子
结构 (2学分)

•应用量子化学

–Hartree-Fock、电子关联、DFT、数值方法 (2学分)

•Computational Materials Science

–电子结构计算、分子模拟 (2学分)

课程结构



第一章 Hartree-Fock理论

第二章 电子关联

第三章 密度泛函理论

第四章 数值方法

第五章 量子化学的应用

课程内容



1. Ira N. Levine, Quantum Chemistry, Pearson (2009)

2. Attila Szabo and Neil S. Ostlund, Modern Quantum Chemistry, 

McGraw-Hill (1982)

3. 徐光宪、黎乐民等，量子化学, 科学出版社 (2009)

4. R. G. Parr and W. Yang, Density Functional Theory of Atoms 

and Molecules, Oxford University Press (1989)

参考书目



第一章 Hartree Fock理论



 电子运动和核运动的分离

 行列式波函数及其性质

 Hartree-Fock 方程

 闭壳层的SCF计算: Roothaan 方程

 分子性质的SCF计算(轨道能、分子性质、总能)

 开壳层的SCF计算(UHF)

主要内容



§1.1 电子运动和核运动的分离

分子哈密顿量
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MA: 核的质量(原子单位).    ZA: 核电荷数. 

分子体系的Hamiltonian算符

对于含N 个电子， M 个核的分子体系：

分子体系的波函数：

NNeeNeNe VVVTTH ˆˆˆˆˆˆ 
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分子的薛定谔方程：



Born-Oppenheimer近似

分子是含有多个核与电子的体系，其薛定谔方程的求
解是一个极为困难的问题。
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由于核的质量比电子质量大得多，核的运动比电子运
动慢得多，因此核的运动与电子运动可以分开处理。

处理电子运动时，认为核是固定不动的。

处理核运动时，认为电子的快速运动建立一个平均化
了的负电荷分布，核在这样一个负电荷势场中运动。



Born-Oppenheimer近似

数学处理：
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其中：

为电子波函数，它随 缓慢变化。

为核波函数。})({
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近似处理：



Born-Oppenheimer近似
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1上式两边：

Nel其中：

从而将电子运动和核运动分离：

eleleleeNee EVVT  )ˆˆˆ(
NelNNNN EVT  )()ˆˆ( 



电子运动方程
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量子化学的核心问题就是求解如上电子运动方程！

为电子 Hamiltonian :

电子能量参数地依赖于核坐标的变化：

电子波函数是电子坐标的函数，同时参数地依赖于核坐标的变
化：

其中，H el
ˆ



核运动方程

其中：

NelNNNN EVT  )()ˆˆ( 

  NNNH ˆ
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这表明：电子能随核坐标的变化加上核-核排斥构成核运动
的势场。

 }{RA
U


称势能面(potential energy surface) 。

从而：



Born-Oppenheimer近似

 B-O近似是一个非常重要的近似，引起的误差非常小。与
为解决多电子问题必须采用的其他近似相比，其误差通
常可以忽略不计。

 若电子运动与核运动的相互作用（电子-振动耦合）必须
考虑，则核动能算符展开式中的后两项不能完全忽略，
一般可作为微扰处理。

 B-O近似在文献中也常被称为绝热近似(adiabatic 

approximation)。



绝热近似

𝐻𝑒𝑙𝜙𝑘 𝑟; 𝑅 = 𝐸𝑘 𝑅 𝜙𝑘 𝑟; 𝑅 𝛹𝑛 𝑟, 𝑅 =  
𝑘
𝜙𝑘 𝑟; 𝑅 𝜒𝑘

𝑛 𝑅

𝑇𝑁 + 𝐸𝑘 𝑅 − 𝐸𝑛 𝜒𝑘
𝑛

=  
𝐴

1

2𝑀𝐴
 

𝑘′
< 𝛷𝑘|𝛻𝐴

2𝛷𝑘′ >𝑟 𝜒𝑘′
𝑛 + 2  

𝑘′
< 𝛷𝑘|𝛻𝐴𝛷𝑘′ >𝑟 𝛻𝐴𝜒𝑘′

𝑛

 𝑇𝑁 +  𝑇𝑘𝑘
′ + 𝑇𝑘𝑘

′′ + 𝑈𝑘𝑘 − 𝐸𝑛 𝜒𝑘
𝑛 𝑹 = −  

𝑘′≠𝑘

𝑈𝑘𝑘′ +  𝑇𝑘𝑘′
′ + 𝑇𝑘𝑘′

′′ 𝜒𝑘′
𝑛 𝑹

分离变量：对任意核坐标，取电子本征态为基组展开

将涉及同一电子态和不同电子态之间的项放在等式两边

 𝑇𝑘𝑘′
′ = −  

𝐴

1

𝑀𝐴
< 𝛷𝑘|𝛻𝐴𝛷𝑘′ >𝑟 𝛻𝐴

𝑇𝑘𝑘′
′′ = −  

𝐴

1

2𝑀𝐴
< 𝛷𝑘|𝛻𝐴

2𝛷𝑘′ >𝑟

绝热表象下为零



绝热近似

 𝑇𝑁 +  𝑇𝑘𝑘
′ + 𝑇𝑘𝑘

′′ + 𝑈𝑘𝑘 − 𝐸𝑛 𝜒𝑘
𝑛 𝑹 = −  

𝑘′≠𝑘

 𝑇𝑘𝑘′
′ + 𝑇𝑘𝑘′

′′ 𝜒𝑘′
𝑛 𝑹

𝜙𝑘′ 𝑃𝐴𝛼 𝜙𝑘 𝑟
=

𝜙𝑘′ 𝑃𝐴𝛼 , 𝐻𝑒 𝜙𝑘 𝑟

𝐸𝑘 𝑹 − 𝐸𝑘′ 𝑹

𝜙𝑘′ 𝑃𝐴𝛼 , 𝐻𝑒 𝜙𝑘 𝒓
= 𝑖𝑍𝐴  

𝑖

𝜙𝑘′
𝒓𝑖𝐴 𝛼

𝑟𝑖𝐴
3 𝜙𝑘

𝑟

对实电子波函数 为零 𝑇𝑘𝑘
′

非对角项当电子态能量相差很大时为小量

一般为小量(绝热修正)𝑇𝑘𝑘
′′

【习题】



习题

 𝑇𝑘𝑘
′ = −  

𝐴

1

𝑀𝐴
< 𝛷𝑘|𝛻𝐴𝛷𝑘 >𝑟 𝛻𝐴

1. 以氢、氧、镁、金元素为例，估算电子和原子核的质量比。

2. 试估算氢原子1s电子的动能。

4. 对任意核坐标，用电子本征波函数为基展开分子波函数，

展开系数为核波函数。试证明在电子波函数为实函数时，

下面的对角项为零

3.氢气分子的振动频率为4342 cm-1，试大致估计氢原子核平

均运动速度以及核动能的量级。



§1.2 行列式波函数及其性质

全同粒子、交换对称性与多体波函数

全同粒子：固有性质完全相同的粒子(质量，电荷，自旋)










交换反对称

交换对称
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全同粒子具有物理不可区分性，体现为全同粒子体系的波
函数必须是交换算符的本征函数，本征值只能是+1或-1(对
称或反对称)，这对任意一对粒子的交换都成立。

全同性原理：
全同费米子体系的波函数必须是交换反对称性的，
全同玻色子体系的波函数必须是交换对称的。

Fermions：自旋为半整数，Fermi-Dirac统计，电子、质子、中子
Bosens： 自旋为整数，Bose-Einstein统计，光子、介子



多体波函数的复杂性与单电子近似

多体波函数的物理意义

单电子近似

微扰

变分
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𝛹 𝑟1, 𝑟2, … 𝑟𝑁 = 𝑓[𝜑1 𝑟1 , 𝜑1 𝑟2 , … , 𝜑1 𝑟𝑁 , … , 𝜑𝑀 𝑟𝑁 ]

通过单电子轨道构造多体波函数



单电子近似

轨道：单电子波函数

原子轨道、分子轨道

自旋角动量与自旋轨道

空间轨道、自旋轨道

 𝑆2，  𝑆𝑧 = 0 𝛼 𝑚𝑠 = 𝛿𝑚𝑠,  1 2 𝛽 𝑚𝑠 = 𝛿𝑚𝑠,−  1 2

𝜒 1 = 𝜒 𝑥1, 𝑦1, 𝑧1, 𝑚𝑠1 = 𝜑𝑎 𝑥1, 𝑦1, 𝑧1 𝛼 𝑚𝑠1 = 𝜑𝑎 1 𝛼 1

 

𝑚𝑠=−  1 2

 1 2

𝛼 𝑚𝑠
2 = 1  

𝑚𝑠=−  1 2

 1 2

𝛽 𝑚𝑠
2 = 1  

𝑚𝑠=−  1 2

 1 2

𝛼∗ 𝑚𝑠 𝛽 𝑚𝑠 = 0



单电子近似

简单乘积波函数

基于单电子近似，将N个电子体系的多体波函数写为自旋-轨
道的乘积：

问题：不满足交换反对称性

oductHartree
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指定了轨道占据方式，不满足不可分辨性

),,2,1(1),,2,1(ˆ
12 NNP  



Slater行列式

He 基态(1s)2，Pauli原理要求自旋相反，可形成两个简单乘积

反对称组合：
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则：

显然：



Slater行列式

)2()2(1)1()1(1

)2()2(1)1()1(1

2

1

)]1()1(1)2()2(1)2()2(1)1()1(1[
2

1

)]2,1()2,1([
2

1
)2,1( I







ss

ss

ssss





 

ss
ss

ss
11

)2(1)1(1

)2(1)1(1

2

1
)2,1( 

简记为：



Slater行列式

推广到多电子体系：

是正交归一的单电子完全波函数
(自旋-轨道，旋轨轨道)

其中: 
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—归一化因子

下标为轨道标号，括号内为电子标号(电子的坐标和自旋)
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Slater行列式的展开式
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其中 为交换算符。
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Slater行列式的展开式
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例如：
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Slater行列式的正交性

NmNl   1211 , 

考虑两个行列式波函数，若其中的自旋-轨道不完全相同：

则它们正交： 021 

这是因为，对于 项中每一项，总会出现对某一个电子
的积分为零。例如：

0)()(.....)()(....)()( 11 NsNskmklaa qqqqqq 
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归一化因子
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上式为 个 4N重积分之和。 若有不同，则积分为零；
若相同，则为1。

2
)!(N

nm PP ˆ,ˆ

 



!

1
2211 )()()(ˆ)1(

N

n
NNn

Pn
qqqPA  设：

 *)()()(ˆ)1(*
!

1

2211



N

m

NNm

Pm
qqqPA  



归一化因子
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对于其中一个 4N重积分，它可化为N个4重积分的乘积：

1!1
2

 NA
所以：

!

1

N
A 

易见， 个 4N重积分中，只有N!个为1，其他为0。2
)!(N



Slater行列式

(A) 若：

即，如果电子处于两个完全相同的状态，则行列式为零。

ji  

(B)  交换反对称性：交换电子坐标，相当于交换行列式两列。

(C)  Slater行列式作为多电子体系的波函数属于单电子近似的
范畴。

多电子体系中不能有两个或两个以上电子处于完全相同的
单电子状态——Pauli不相容原理(Pauli Exclusion Principle)。

NN   21),,2,1( 

什么时候SD两列相等？什么物理意义？ 【课堂问答】



库仑作用与交换作用
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考虑He原子的第一激发组态 (1s)1(2s)1
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(1) 简单乘积波函数

(2) 行列式波函数
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单电子态记为： s

s

)()()2,1( 2211 qq  

哈密顿算符：



库仑积分

用简单乘积波函数计算能量期待值：

其中：
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J1s2s 来自于电子1、2间的库仑排斥，称为库仑积分。



交换积分

用行列式波函数计算能量期待值：
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交换积分
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当 同自旋， )0(0,21  KK

0,21  K

21,

当 反自旋，21,

K1s2s 来自多电子波函数的交换反对称性，称为交换积分。

其中：



库仑作用与交换作用

 简单乘积波函数与行列式波函数用于计算多电子体系的
能量期待值将(可能)给出不同结果。

 行列式波函数部分地考虑了同自旋电子间的运动关联(不
允许同自旋电子占据同一空间轨道)。

 同自旋电子间存在非经典的“交换作用”，使总能量降
低。

 上述结论具普遍性。例如：多电子原子中，n, l 相同的简
并轨道上的电子，将分占磁量子数m不同的分轨道，使其
自旋平行。(Hund 规则) 。



Slater-Condon 规则

(i) 算符：

1、准备
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Slater-Condon 规则

(ii) 行列式波函数：

Case 1     “对角矩阵元”

 ,...,....1,' Nii  
ijji

 

Case 2    “非对角矩阵元1”

Case 3    “非对角矩阵元2”
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Na  1' 

Nba
 

1
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(单激发组态)

Nk  1

Nlk
 

1


(基组态)

(双激发组态)

(基组态)



Slater-Condon 规则

2、规则
(i) 重叠(overlap)

(ii)“单电子算符”
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Slater-Condon 规则

(iii) “双电子算符”
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双电子积分记号：

Case 1 

Case 3 
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Slater-Condon 规则





 

 







N

i

N

j

N

i

N

i

N

j
ijjijiji

N

i
ii

el

jiijijijihi

h

OOH

1 1

1 1

21

2

1ˆ

2

1ˆ

ˆˆˆ



例：
21

ˆˆ1
)(ˆˆ OO

r
nhH

mn nmn
el  




A nA

A
n

r

Z
nh

2

2

1
)(ˆ

其中：



Slater-Condon 规则的证明

1、“单电子算符”
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上式共 项，由自旋-轨道的正交归一性，不为零的项
是：h(1)算符前后，相同标号的电子须占据相同标号的轨道
。必须有：
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case 1:



Slater-Condon 规则的证明

考虑 和 ，设电子1

已占据了某一个轨道，例如， ，其他电子共有 个

排法，这 个排法对应的积分都等于:
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而电子1可占据的轨道为： ，共有 N 种选择，
所以：
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Slater-Condon 规则的证明

Case 2:                 有一个轨道不同：

0ˆ' 1  O

Case 3:           有两个轨道不同， 只能保证其中的
一对不正交，而另一对始终正交。例如：

0.....)()()()(ˆ)( 22111 qqqqhq lbka 

所以：
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Slater-Condon 规则的证明
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这 个积分中，不为零的项必满足:电子3,4,…,N在

和 中具有相同轨道标号。
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2、“双电子算符” 
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Slater-Condon 规则的证明

(II)电子1，2的轨道标号在 中不同，此时：

(I)电子1，2的轨道标号在 中相同，此时：

nm PPP ˆˆˆ
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考虑上式中 2N!项的一项，设其中电子1, 2已占据了某两个轨

道， ，则其他电子在剩下的轨道共有 种排法，

而且这 种排法对应的积分都等于:
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Slater-Condon 规则的证明
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Slater-Condon 规则的证明

Case 2:              有一个轨道不同： ak  ',

积分不为零的项，必须是：
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Slater-Condon 规则的证明

lkabklabO  2
ˆ'

Case 3:              有两个轨道不同：',

若 有三个轨道不同， 只能保证使其中的两对不
正交，而另一对始终正交。所以：
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积分不为零的项，必须是：
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习题

1.展开三电子Slater行列式，并验证其交换反对称性。

2.对于三电子行列式波函数，验证：

3.设分子状态用行列式波函数描写： ，算符

，其中xn为电子n的x坐标，试计算力学量期待值：
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nxQ ˆˆ

 QQ ˆ

4.由Slater-Condon规则可知，涉及Slater行列式的积分，对

单体和两体算符，归结为一系列单电子(4维)和双电子(8

维)积分。试讨论这些积分的自旋选择定则。



§1.3 Hartree-Fock方程

Slater and Fock (1930)：
给出了Hartree方程的变分法证明。
进而将总电子状态用行列式波函数描述，用变分法给出了新
的方程：Hartree-Fock方程

Hartree (1928)：
对于稳定的分子或原子，其电子可认为是近似独立运动的，
每个电子在由原子核和其他电子所形成的电场中运动。每个
电子的状态由相应的单电子波函数描述。总的电子状态由单
电子波函数的简单乘积描述(不考虑自旋和交换反对称)。直
观建立了一个单电子薛定谔方程：Hartree 方程



单电子薛定谔方程的直观建立
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: 其它电子对电子1的平均库仑排斥作用

以两电子体系为例,

设电子1，2 的状态分别为： )(),( 21 rr ki




:电子2在空间某处的几率密度

:电子2在空间某处 体积元的电量
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电子1所在处电势:
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单电子薛定谔方程的直观建立

电子2对电子1的平均作用势：
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推广：N电子体系中其他N-1个电子对电子1的平均作用势：
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所以，单电子S-方程： )()(])(ˆ)(ˆ[ 11
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其中： 称库仑算符。
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自洽场方法

Hartree方程：
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SCF迭代：

形式上是一个算符本征值方程，但实际上是一个积分-微
分方程组，Hartree提出用迭代法求解，称自洽场方法。
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Hartree方程也可以通过采用Hartree积作为试探波函数变分
得到。



用变分法得到HF方程

N ...3211、电子波函数用单个行列式表示：

2、保持自旋轨道正交归一：

用条件极值的Lagrange’s 不定乘子法,对能量泛函变分求极值，
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3、得到一组决定优化的自旋轨道的方程：HF方程
(从而把求解多电子问题简化为求解单电子问题)

其中:            自旋-轨道

0L要求当 时,
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Hartree-Fock方程
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: Hartree-Fock等效单电子势：

:  core-Hamiltonian 算符 (电子1的动能+核吸引)：

其中Fock算符：
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Hartree-Fock方程

库仑算符：   )(])(
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注意：

若反自旋，则上式为零。



Fock算符

2、Fock算符是厄米算符

1、Fock算符是等效单电子哈密顿算符

(Fock算符本征函数即分子轨道，本征值即轨道能)
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上两式相等，对非对角元互为复共轭，所以交换算符是厄米
算符。同理：库仑算符…
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jj qKqJqhqf 1111
ˆˆˆˆ Fock算符是厄米算符。



Fock算符

4、Fock算符之和

3、Fock算符是分子点群的对称算符

el
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分子轨道属于分子点群的不可约表示。
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* Fock算符之和将电子间相互作用重复计入。
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Fock算符

6、自相互作用修正

5、对单电子体系，Hartree-Fock理论是精确的；对两电子体
系，RHF简化为类似Hartree理论的单电子方程

Hartree理论借助于去掉当前电子密度i≠j来修正，修正电
荷分布太分散，且于当前电子坐标无关，因此修正效果
极其有限，显著高估电子电子排斥。

Hartree-Fock理论中，可以定义如下交换电荷密度

−  

𝑗=1

𝑛
𝜓𝑖

∗ 1 𝜓𝑗
∗ 2 𝜓𝑗 1 𝜓𝑖 2

𝜓𝑖
∗ 1 𝜓𝑖 1

该交换密度局域在当前电子周围，随当前电子移动而移
动。在当前电子坐标上，其值为负的电荷密度，整个空
间积分为1，因此称为交换穴，又叫Fermi穴。



轨道能量
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电子总能量
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电子总能量不等于占据轨道的轨道能之和。

总电子能随核坐标的变化加上核-核排斥构成核运动的势场，
称势能面：
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Slater-Condon 规则



Koopmans定理 (1933) 

假如从占据轨道 上电离一个电子而其他轨道不变，则

分子的电离势为 。假如在空轨道 上亲和一个电

子而其他轨道不变，则分子的电子亲和势为 。
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电离势 (ionization potential)
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电离后：



电子亲和势 (electron affinity)
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亲和前：

亲和后：



Koopmans定理

Koopmans 定理提供了一个近似地计算电离能和电子亲和能的
方法。(因而也给出HF轨道能的物理意义)

对于中性分子，空轨道能量 一般为正值，因而EA一般为负值
，表明亲和电子须付出能量。若EA 为正值 ，则表明
亲和电子后的物种更稳定。

r

对于中性分子，占据轨道能 一般为负值，因而IP一般为正值
，表明电离电子须付出能量。若 IP 为负值 ，则表明
失去电子后的物种更稳定。
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Koopmans定理中的近似

(1) “轨道冻结”近似：不考虑电离(亲和电子)前后自旋轨道
的弛豫，这将使电离能和电子亲和能被高估。
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Koopmans定理中的近似

(2) 不考虑电子相关效应
HF理论不考虑电子相关效应(它使电子总能量被高估)。电子

数较多的体系比电子数较少的体系的电子相关效应更大，所以
电子相关效应倾向于抵消电离势计算中轨道弛豫误差，增加电
子亲和能计算中的轨道弛豫误差。因此，用Koopmans 定理估
算电离势误差较小，估算电子亲和能误差较大。

电离势计算 电子亲和能计算

轨道弛豫 相关校正Koopmans 轨道弛豫 相关校正Koopmans

亲和前

亲和后

电离前

电离后



习题

1.证明Fock算符是厄米算符。

2.证明Fock算符中的库伦算符和交换算符，可以对所有占据

轨道求和也可以只对扣除当前轨道以外的其他轨道求和。



§1.4 Hartree-Fock方程的推导

一、非正则Hartree-Fock方程

N ...321

1、电子波函数用单个行列式表示：

2、保持自旋轨道正交归一：
对能量泛函变分求极值

用求条件极值的Lagrange’s 不定乘子法
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非正则Hartree-Fock方程
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非正则Hartree-Fock方程

变分规则

𝛿𝜓∗𝑓 + 𝑓∗𝛿𝜓 = 0

𝛿𝑎 − 𝛿𝑏𝑖 𝑐 + 𝑑𝑖 + 𝑐 − 𝑑𝑖 𝛿𝑎 + 𝛿𝑏𝑖 = 0

𝛿𝑎𝑐 + 𝛿𝑏𝑑 + 𝛿𝑎𝑑 − 𝛿𝑏𝑐 𝑖 + 𝛿𝑎𝑐 + 𝛿𝑏𝑑 − 𝛿𝑎𝑑 − 𝛿𝑏𝑐 𝑖 = 0

𝛿𝑎𝑐 + 𝛿𝑏𝑑 = 0

𝑓 = 0, 𝑔 = 0

所以

𝛿𝜓∗𝑓 + g∗𝛿𝜓 = 0如果 ，则

如果

𝑐 = 0, 𝑑 = 0
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正则Hartree-Fock方程
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正则Hartree-Fock方程

1、自旋轨道的U变换对行列式波函数无实质影响
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  Q̂因而U变换对各种物理量的期待值无影响：
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正则Hartree-Fock方程

2、对自旋轨道的U变换不改变Fock算符的形式
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正则Hartree-Fock方程

3、自旋轨道的U变换对 的影响
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正则Hartree-Fock方程

所以一定存在酉变换使其成为实对角阵
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正则Hartree-Fock轨道
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习题

1.写出以Hartree积作为变分波函数时体系总能量表达式，并由

变分法推导出Hartree方程。

2.占据分子轨道 φ1和 φ2的闭壳层体系的 Slater行列式为

𝜑1𝜑1𝜑2𝜑2 。对φ1和φ2做线性变换，产生两个新轨道

𝜑3 = 𝑏𝜑1 + 𝑐𝜑2和𝜑4 = 𝑐𝜑1 − 𝑏𝜑2。试证明当b2+c2=1时，

Slater行列式 𝜑3𝜑3𝜑4𝜑4 与 𝜑1𝜑1𝜑2𝜑2 相等。



§1.5 闭壳层的SCF计算

限制性与非限制性自旋-轨道
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限制性自旋-轨道：

限制性Hartree-Fock (RHF)    ------ (闭壳层)：

非限制性自旋-轨道：
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非限制性Hartree-Fock (UHF) ------ (开壳层)：
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闭壳层体系中空间轨道的HF方程
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ˆ qqqf aaa  

   iiaa  
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ˆ  rrqf iii




其中自旋-轨道Fock 算符为：
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两边同乘 ，对自旋变量积分：

自旋-轨道HF方程为：

设： 并记：

则：



闭壳层体系中空间轨道的HF方程
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其中，空间轨道 Fock 算符为：
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占据轨道(空间)：i =1,….N/2; 

空轨道(空间)：i =(N/2)+1,….

得：
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空间轨道RHF：
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轨道能量

自旋-轨道HF：

空间轨道RHF：
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Roothaan方程
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空间轨道 HF 方程

引入一组已知函数(基函数)

将 展开：
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将上述展开代入，得：
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上式左乘 并积分, 得：

mi ,,2,1 

C.C. J. Roothaan, Rev. Mod. Phys. 23, 61 (1951) 



Roothaan方程
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合并写成如下的矩阵方程：
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由此可得方程组：
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Roothaan方程

其中：

SCεFC 

,

21

33231

22221

11211

























mmmm

m

m

m

CCC

CCC

CCC

CCC











C





















mO

O









2

1

ε

它们分别代表分子轨道(空间轨道)和轨道能。
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重叠矩阵
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由于：

S为一 的实Hermitian矩阵，且mm

S 为正定矩阵 (本征值都大于零)



Fock矩阵
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为一 m 行 m 列 Hermitian 矩阵 FF 




Fock矩阵
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Fock矩阵
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Roothaan方程必须用迭代法求解。

由于：

vG P: Fock 矩阵的双电子项(电子排斥矩阵), 由密度矩阵

和基函数(原子轨道)的双电子积分给出。
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所以：



密度矩阵

定义电子密度矩阵： 
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由于：

所以：

P为m 行m 列的方阵。



Roothaan方程求解

   0CF~PF~F

SCεFC 

1、Hartree-Fock计算的主要困难是计算双电子(多中心)积分：

但由于：

2、Roothaan 方程在形式上是一个矩阵广义本征值方程：

所以必须用迭代法求解。
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(1) 总电子能量：

(2) 密度矩阵：
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基的幺正化

      Srrrd 
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用于分子轨道计算的基函数 是归一化的，但不是
正交的：


m
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  ' m,,2,1 

由 可以得到一组新的基 ，

新的基函数的正交归一的：     vvv Srrrd   
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1、变换矩阵

SCεFC Roothaan方程：

1S 假如： CεFC 则：

--- 矩阵广义本征值方程

--- 矩阵本征值方程

 



基的幺正化
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相当于找一个变换矩阵 ，使 化为单位矩阵 ：

IS'SXX 


X S I

找到 X 矩阵的方法：

对称幺正化 (Symmetric orthogonalization)

正则幺正化 (Canonical orthogonalization)



对称幺正化
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B、要找的变换矩阵为：
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A、由于 S 是Hermitian，总有酉变换 U 使其对角化，
且对角元大于零：
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对称幺正化
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C、以下证明变换矩阵 X 使 S 幺正化：
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变换后的Roothaan方程

分子轨道(空间)可由幺正化的基组 表示为：
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将 代入Roothaan 方程，得：
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其中，变换后的Fock矩阵矩阵元为：

是标准的矩阵本征值方程

(厄密矩阵，试证之)

SCεFC 

CXC
1

'






基组幺正化以后的求解

*  将变换后的Fock矩阵对角化：

得到： 和

由变换矩阵得到MO系数：

*   因 是Hermitian，

所以 是酉阵：
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SCF迭代

1、给定分子的 (                            ) 、基函数   
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2、计算分子积分 、 、

3、幺正化 S  矩阵，得变换矩阵：

4、猜一个初始的密度矩阵 P

5、由密度矩阵 P 和双电子积分计算 G 矩阵
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 v

6、构造Fock矩阵 GhF
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SCF迭代

8、对角化 得 和

9、计算

7、计算变换后的Fock矩阵

10、构造 P矩阵：

11、验算是否收敛，若否，回步骤 5，用新的密度矩阵
计算 G 矩阵
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12、已经收敛，迭代结束，计算能量期待值和其他性质



对称性的应用

Fock算符是分子点群的对称算符，故 MO        属于点群的不可约
表示。

Roothaan方程：

MO按基组展开：

考虑到对称性，可先将基函数组合成SALC：
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Hartree-Fock Eq.:



对称性的应用
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然后按对称性分组用SALC做计算，例如：

--- Γl 不可约表示。
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这样做实际上是将Roothaan方程化成为块对角化的形式：

因为不可约表示基函数正交定理及其推论保证了以下积分为零：

εCSCF ~~~~~


于是，将按对称类型分别处理子方块Roothaan方程。
例如，A对称类方块、 B方块、E方块 ....。 (由机器完成)
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§1.6开壳层的SCF计算 (UHF)
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  方程RootaanRHF  闭壳层：

开壳层：   方程NesbetPopleUHF  

非限制性的自旋轨道

},...1)({

},...1)({

mir

mir

i

i

















自旋轨道：

空间轨道：
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开壳层的SCF计算 (UHF)

(开壳层Rootaan方程，1954)



引入基 ，将空间轨道展开：

 χC;χC
αα

即：
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采用与闭壳层的Roothaan方程的类似处理，可得：

方程NesbetPople
SCCF
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Pople-Nesbet方程



其中：
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方程组必须联立求解。
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Pople-Nesbet方程



总电荷密度：
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自旋密度： 
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(自旋密度可以被用于计算ESR谱的超精细分裂)

其中：

UHF电荷密度



在不考虑“自旋-轨道相互作用”的情况下，总电子态应该
是总自旋的本征函数，即：为纯的多重态。

UHF的自旋污染问题 (spin contamination)

𝜂𝐴(1,2) = (  1 2) 𝛼 1 𝛽 2 − 𝛽 1 𝛼 2

𝜂𝑆(1,2) =

𝛼 1 𝛼 2 𝑆 = 1,𝑀𝑠 = 1

  1 2) 𝛼 1 𝛽 2 + 𝛽 1 𝛼 2 𝑆 = 1,𝑀𝑠 = 0

𝛽 1 𝛽 2 𝑆 = 1,𝑀𝑠 = −1

 𝐒 =  𝐒1 +  𝐒2  𝑆𝑧 =  𝑆1𝑧 +  𝑆2𝑧

 𝑆2 =  𝑺1 +  𝑺2 ⋅  𝑺1 +  𝑺2 =  𝑆1
2 +  𝑆2

2 + 2  𝑆1𝑥  𝑆2𝑥 +  𝑆1𝑦  𝑆2𝑦 +  𝑆1𝑧  𝑆2𝑧



UHF的自旋污染问题 (spin contamination)

1

2

𝜑𝑎 1 𝛼 1 𝜑𝑎 1 𝛽 1

𝜑𝑎 2 𝛼 2 𝜑𝑎 2 𝛽 2
= 𝜑𝑎 1 𝜑𝑎 2

1

2
𝛼 1 𝛽 2 − 𝛽 1 𝛼 2

𝐷1 =
1

2

𝜑𝑎 1 𝛼 1 𝜑𝑏 1 𝛼 1

𝜑𝑎 2 𝛼 2 𝜑𝑏 2 𝛼 2
𝐷2 =

1

2

𝜑𝑎 1 𝛼 1 𝜑𝑏 1 𝛽 1

𝜑𝑎 2 𝛼 2 𝜑𝑏 2 𝛽 2

𝐷3 =
1

2

𝜑𝑎 1 𝛽 1 𝜑𝑏 1 𝛼 1

𝜑𝑎 2 𝛽 2 𝜑𝑏 2 𝛼 2
𝐷4 =

1
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𝜑𝑎 1 𝛽 1 𝜑𝑏 1 𝛽 1

𝜑𝑎 2 𝛽 2 𝜑𝑏 2 𝛽 2

2−1/2 𝜑𝑎 1 𝜑𝑏 2 − 𝜑𝑏 1 𝜑𝑎 2 𝛼 1 𝛼 2 = 𝐷1

2−1/2 𝜑𝑎 1 𝜑𝑏 2 + 𝜑𝑏 1 𝜑𝑎 2 2−1/2 𝛼 1 𝛽 2 − 𝛽 1 𝛼 2 = 2−1/2 𝐷2 − 𝐷3

2−1/2 𝜑𝑎 1 𝜑𝑏 2 − 𝜑𝑏 1 𝜑𝑎 2 𝛽 1 𝛽 2 = 𝐷4

2−1/2 𝜑𝑎 1 𝜑𝑏 2 − 𝜑𝑏 1 𝜑𝑎 2 2−1/2 𝛼 1 𝛽 2 + 𝛽 1 𝛼 2 = 2−1/2 𝐷2 + 𝐷3

自旋限制，RHF

自旋非限制，UHF



其中：
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自旋污染严重(>10%)的体系可以用ROHF计算。

UHF波函数不是总自旋的本征函数。总自旋：
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如，对双重态进行UHF计算，会混入四重、六重态成分。

在UHF中，

UHF的自旋污染问题 (spin contamination)



习题

1.证明在RHF中，空间轨道对应的Fock算符为
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2.证明        
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3.证明Fock矩阵是厄米矩阵。

4.证明如下波函数是纯的单态，即  𝑆2的本征函数。

𝜂𝐴(1,2) = (  1 2) 𝛼 1 𝛽 2 − 𝛽 1 𝛼 2

5.以Li原子(1s22s)为例，验证当两个1s空间轨道不相

等时，UHF波函数不是  𝑆2的本征函数。



§1.7 RHF-SCF的计算结果
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(1) 轨道能

: 电离能的近似值(与实验符合较好)

: 电子亲和能的近似值(与实验符合较差)

一、轨道能与电子能量
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电子能量和总能

(2) 电子能量和总能量：
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电子能：

总能：



电荷密度
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考虑一个占据空间轨道 的电子，它在空间 处 体积
元出现的几率为：

几率密度(电子密度)：

对于闭壳层分子(限制性HF波函数)：

每个空间轨道占据两个电子，因此，总电子密度为：
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电荷密度
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上式中代入分子轨道(空间)的展开式：

得：

密度矩阵 (Mulliken's charge-density and bond-order matrix)
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Mulliken布居分析
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求和包括属于原子 a 的基函数(AO)

a
Z

原子a上的净电荷：

：原子 a 的核电荷数。

* 除Mulliken布居分析外，还有Bader布居、自然布居分析
(NPA)等方法

总电子数:

原子a上的电子布居数：  
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Mulliken布居的主要问题是基组依赖，可能出现非物理的负数。



单电子性质
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例如，分子的电偶极矩：

电偶极矩X 分量为：

分子的很多物理性质可表为单电子算符：

上式推导利用了 Slater 规则。



原子力的计算
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梯度的一个直角坐标分量:

其中XA为核坐标。

势能面为：

其中核核排斥：

总能作为核坐标的函数构成 3N (3N-6)维的超曲面。
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原子力的计算
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其中密度矩阵：

故:
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原子力的计算
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后两项



原子力的计算
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2其中：

(MO的正交归一性)

求偏导，得:

带入前式，得:



原子力的计算
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(1) 最后一项的解析表达式不难得到：
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(2) 第一项包含电子-核吸引项，其解析表达式也不难得到：
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其中：

𝑉𝑁𝑒 = − 
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原子力的计算
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设基函数为GTO:

其中归一化常数

(3) 中间两项涉及基函数的积分对核坐标求偏导。

不难证明:

于是，利用这些公式，对能量梯度可以用解析方法计算。
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总能的二阶偏导
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它为3N×3N方阵 (Hassian 矩阵)，用于计算分子的振动。



习题

1.在r处发现一个自旋为σ电子的几率为

请给出其在HF理论下的表达式。

 

𝑖

)𝛿(𝒓 − 𝒓𝑖)𝛿(𝜎 − 𝜎𝑖

2.考虑只有一个占据轨道的双原子分子，该轨道为

(1)求上式中归一化系数的表达式；(2) 求根据Mulliken分析

B原子上的电荷数；(3)什么情况下B原子上的电荷数为负。



 行列式波函数的正交归一性

 行列式波函数的积分规则

 HF方程是怎样得到的(不要求具体步骤)？

 非正则HF方程与正则HF方程

 Fock算符的具体形式、Fock算符的性质、Fock算符各项
的物理意义

 库仑算符和交换算符的具体形式；

 HF理论基态总电子能量与轨道能的计算公式

 Koopmans 定理的物理意义？Koopmans 定理的近似

 什么是限制性与非限制性自旋轨道集合？空间轨道的HF

方程

本章复习思考题



 Roothaan方程的具体形式；

 Fock矩阵、重叠矩阵和密度矩阵的矩阵元表示式(用基
函数的积分表示)；

 Roothaan方程的处理流程：输入哪些量？迭代的是什么
量？输出哪些量？

 什么是Pople-Nesbet方程? 不同自旋的两组方程能否独
立求解？

 自旋密度的定义

本章复习思考题


