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第二章电子关联与后HF方法



 电子关联

 组态相互作用 (CI)

 多体微扰理论 (MPn)

 耦合簇理论 (Coupled Clusters，CC)

 其它方法

主要内容



§2.1电子关联

电子实际上并不能独立地运动，由于库仑排斥，一个电子
禁止其他电子靠近，这称为电子运动相关或关联。

𝑛 𝒓, 𝜎 =  

𝑖

 𝛿(𝒓 − 𝒓𝑖 𝛿(𝜎 − 𝜎𝑖

= 𝑁  

𝜎2,𝜎3,⋯

 𝑑𝒓2 ⋯𝑑𝒓𝑵  𝜓(𝒓, 𝜎; 𝒓2,𝜎2; 𝒓3,𝜎3;⋯𝒓𝑵, 𝜎𝑁
2

在r处发现自旋为σ的电子的几率：

在r, r’处发现自旋分别为σ和σ’的电子的几率：

𝑛 𝒓, 𝜎; 𝒓′, 𝜎′ =  

𝑖≠𝑗

 𝛿(𝒓 − 𝒓𝒊 𝛿(𝜎 − 𝜎𝑖 𝛿(𝒓
′ − 𝒓𝒋 𝛿(𝜎′ − 𝜎𝑗

= 𝑁(𝑁 − 1  

𝜎3,𝜎4,⋯

 𝑑𝒓3 ⋯𝑑𝒓𝑵  𝜓(𝒓, 𝜎; 𝒓′, 𝜎′; 𝒓3,𝜎3;⋯ 𝒓𝑵, 𝜎𝑁
2

𝑛 𝒓, 𝜎; 𝒓′ , 𝜎′ = 𝑛 𝒓, 𝜎 𝑛 𝒓′, 𝜎′ + Δ𝑛 𝒓, 𝜎; 𝒓′, 𝜎′



HF理论的缺陷

HF理论采用单行列式波函数，它考虑了同自旋电子的运动
关联，但不考虑不同自旋的电子之间的运动关联，认为不同
自旋的电子可以靠得很近，这将高估电子间相互作用能，产
生误差。

∆𝑛𝐻𝐹𝐴 𝒓, 𝜎; 𝒓′, 𝜎′ = ∆𝑛𝑥 𝒓, 𝜎; 𝒓′, 𝜎′ = −𝛿𝜎𝜎′  

𝑖

 𝜓𝑖
𝜎∗(𝒓 𝜓𝑖

𝜎(𝒓′

2

𝐸𝑥 =   𝑉𝑖𝑛𝑡 − 𝐸Hartree(𝑛 HFA
=

1

2
 

𝜎

 𝑑3𝑟 𝑑3𝑟′
∆𝑛𝑥 𝒓, 𝜎; 𝒓′, 𝜎′

𝒓 − 𝒓′

∆𝑛 𝒓, 𝜎; 𝒓′, 𝜎′ ≡ ∆𝑛𝑥𝑐 𝒓, 𝜎; 𝒓′, 𝜎′ = ∆𝑛𝑥 𝒓, 𝜎; 𝒓′, 𝜎′ + ∆𝑛𝑐 𝒓, 𝜎; 𝒓′, 𝜎′



HF理论的缺陷

例1：H2P (卟吩)的基态结构

Exp. (D2h)HF (C2V)
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HF理论的缺陷

例2：H2的解离
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HF理论(单行列式)：

电子组态：
g
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HF理论的缺陷

考虑行列式波函数：

)]1()2()2()1([
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



bbabbaaa

uu

ssssssss

则：

)]1()2()2()1()][2(1)1(1)2(1)1(1[

1111)2,1(')2,1(
21









abba

uugg

ssss

cc

g

u

)]1(1)1(1[)1(1
bau

ss 

U(R)

H  + H

HF: H  + H    + (H
-
+H

+
)

R



密度算符

对N电子体系，定义密度算符：

满足：

系综密度算符：

 𝛾𝑁 =   Ψ𝑁   Ψ𝑁

𝒙𝟏
′ 𝒙𝟐

′ ⋯𝒙𝑵
′  𝛾𝑁 𝒙𝟏𝒙𝟐 ⋯𝒙𝑵 = 𝒙𝟏

′ 𝒙𝟐
′ ⋯  Ψ𝑁   Ψ𝑁 𝒙𝟏𝒙𝟐 ⋯

tr  𝛾𝑁 =  Ψ𝑁 𝒙𝑵 Ψ𝑁
∗ 𝒙𝑵 𝑑𝒙𝑵 = 1

 𝐴 = tr  𝛾𝑁
 𝐴 = tr  𝐴 𝛾𝑁

 Γ =  

𝑖

𝑝𝑖  Ψ𝑖   Ψ𝑖

 𝐴 = 𝑇𝑟  Γ  𝐴 =  

𝑖

𝑝𝑖 Ψ𝑖
 𝐴 Ψ𝑖

= Ψ𝑁 𝒙𝟏
′ 𝒙𝟐

′ ⋯𝒙𝑵
′ Ψ𝑁

∗ 𝒙𝟏𝒙𝟐 ⋯𝒙𝑵

密度算符

混合态



约化密度矩阵

P阶约化密度矩阵：

𝛾𝑝 𝒙𝟏
′ 𝒙𝟐

′ ⋯𝒙𝒑
′ , 𝒙𝟏𝒙𝟐 ⋯𝒙𝒑

=
𝑁
𝑝

 ⋯ 𝛾𝑁 𝒙𝟏
′ 𝒙𝟐

′ ⋯𝒙𝒑
′ 𝒙𝒑+𝟏 ⋯𝒙𝑵, 𝒙𝟏𝒙𝟐 ⋯𝒙𝒑 ⋯𝒙𝑵 𝑑𝒙𝒑+𝟏 ⋯𝑑𝒙𝑵

𝛾2 𝒙𝟏
′ 𝒙𝟐

′ , 𝒙𝟏𝒙𝟐

=
𝑁 𝑁 − 1

2
 ⋯ Ψ 𝒙𝟏

′ 𝒙𝟐
′ 𝒙𝟑 ⋯𝒙𝑵 Ψ∗ 𝒙𝟏𝒙𝟐𝒙𝟑 ⋯𝒙𝑵 𝑑𝒙𝟑 ⋯𝑑𝒙𝑵

𝛾1 𝒙𝟏
′ , 𝒙𝟏 = 𝑁 ⋯ Ψ 𝒙𝟏

′ 𝒙𝟐 ⋯𝒙𝑵 Ψ∗ 𝒙𝟏𝒙𝟐 ⋯𝒙𝑵 𝑑𝒙𝟐 ⋯𝑑𝒙𝑵

𝑛 𝒓 = 𝛾1 𝑥1, 𝑥1 = N 𝑑𝒓2  𝑑𝒓3 ⋯ 𝑑𝒓𝑛𝜓
∗ (𝒓𝒓2 ⋯𝒓𝑛 𝜓(𝒓𝒓2 ⋯𝒓𝑛 



约化密度矩阵

约化密度矩阵的性质：

tr 𝛾2 𝒙𝟏
′ 𝒙𝟐

′ , 𝒙𝟏𝒙𝟐 =  𝛾2 𝒙𝟏𝒙𝟐, 𝒙𝟏𝒙𝟐 𝑑𝒙𝟏𝑑𝒙𝟐 =
𝑁 𝑁 − 1

2

tr 𝛾1 𝒙𝟏
′ , 𝒙𝟏 =  𝛾1 𝒙𝟏, 𝒙𝟏 𝑑𝒙𝟏 = 𝑁

(1) 厄米性
𝛾2 𝒙𝟏

′ 𝒙𝟐
′ , 𝒙𝟏𝒙𝟐 = 𝛾𝟐

∗ 𝒙𝟏𝒙𝟐, 𝒙𝟏
′ 𝒙𝟐

′

(2) 反对称性

𝛾2 𝒙𝟐
′ 𝒙𝟏

′ , 𝒙𝟏𝒙𝟐 = −𝛾2 𝒙𝟏
′ 𝒙𝟐

′ , 𝒙𝟏𝒙𝟐

(3) 归一化条件



约化密度矩阵

力学量期望值：

单电子算符：

局域单电子算符：

双电子算符：

能量：

 𝑂1 =  

𝑖=1

𝑁

𝑂1 𝒙𝒊, 𝒙𝒊
′  𝑂1 = tr  𝑂1𝛾𝑁

=  𝑂1 𝒙1, 𝒙1
′ 𝜸1 𝒙1

′ , 𝒙1 𝑑𝒙1𝑑𝒙1
′

 𝑂1 =  

𝑖=1

𝑁

𝑂1 𝒙𝒊

 𝑂1 =  𝑂1 𝒙𝟏 𝛾1 𝒙𝟏
′ , 𝒙𝟏 𝒙𝟏

′=𝒙𝟏
𝑑𝒙1

 𝑂2 =  

𝑖<𝑗

𝑁

𝑂2 𝒙𝒊, 𝒙𝒋

 𝑂2 = tr  𝑂2𝛾𝑁 =  𝑂2 𝒙1, 𝒙2 𝛾2 𝒙1
′ 𝒙2

′ , 𝒙1𝒙2 𝒙1
′=𝒙1,𝒙2

′=𝒙2
𝑑𝒙1𝑑𝒙2

𝐸 = tr  𝐻 𝛾𝑁 = 𝐸 𝛾1, 𝛾2 = 𝐸 𝛾2

=  −
1

2
𝛻1

2 + 𝜐 𝒓𝟏 𝛾1 𝒙1
′ , 𝒙1

𝒙𝟏
′=𝒙𝟏

𝑑𝒙𝟏 +  
1

𝑟12
𝛾2 𝒙𝟏𝒙𝟐, 𝒙𝟏𝒙𝟐 𝑑𝒙𝟏𝑑𝒙𝟐



Hartree-Fock理论的密度矩阵形式

Fock-Dirac密度矩阵

2阶约化密度矩阵：

波函数为单行列式的充要条件

𝛾1 𝒙1
′ , 𝒙1 =  

𝑖=1

𝑁

𝜓𝑖 𝒙1
′ 𝜓𝑖

∗ 𝒙1

𝛾2 𝒙1
′ 𝒙2

′ , 𝒙1𝒙2 =
1

2

𝛾1 𝒙1
′ , 𝒙1 𝛾1 𝒙2

′ , 𝒙1

𝛾1 𝒙1
′ , 𝒙2 𝛾1 𝒙2

′ , 𝒙2

=
1

2
𝛾1 𝒙1

′ , 𝒙1 𝛾1 𝒙2
′ , 𝒙2 − 𝛾1 𝒙1

′ , 𝒙2 𝛾1 𝒙2
′ , 𝒙1

𝛾𝑝 𝒙1
′ 𝒙2

′ ⋯𝒙𝒑
′ , 𝒙1𝒙2 ⋯𝒙𝒑

=
1

𝑝!

𝛾1 𝒙1
′ , 𝒙1 𝛾1 𝒙1

′ , 𝒙2

𝛾1 𝒙2
′ , 𝒙1 𝛾1 𝒙2

′ , 𝒙2

⋯ 𝛾1 𝒙1
′ , 𝒙𝒑

⋯ 𝛾1 𝒙2
′ , 𝒙𝒑

⋮ ⋮
𝛾1 𝒙𝒑

′ , 𝒙1 𝛾1 𝒙𝒑
′ , 𝒙2

⋱ ⋮
⋯ 𝛾1 𝒙𝒑

′ , 𝒙𝒑

 𝛾1 =  

𝑖=1

𝑁

  𝜓𝑖   𝜓𝑖



Hartree-Fock理论的密度矩阵形式

𝐸𝐻𝐹 𝛾1 =  −
1

2
𝛻1

2 + 𝜐 𝒙1 𝛾1 𝒙1
′ , 𝒙1

𝒙1
′ =𝒙1

𝑑𝒙1

+
1

2
 

1

𝑟12
𝛾1 𝒙1, 𝒙1 𝛾1 𝒙2, 𝒙2 − 𝛾1 𝒙1, 𝒙2 𝛾1 𝒙2, 𝒙1 𝑑𝒙1𝑑𝒙2

𝑇 𝜌1 =  −
1

2
𝛻1

2𝜌1 𝒓1
′ , 𝒓1

𝒓1
′=𝒓1

𝑑𝒓1

𝑉𝑛𝑒 𝜌 =  𝜐 𝒓 𝜌 𝒓 𝑑𝒓

𝐽 𝜌 =
1

2
 

1

𝑟12
𝜌 𝒓1 𝜌 𝒓2 𝑑𝒓1𝑑𝒓2

𝐾 𝜌1 =
1

2
 

1

𝑟12
𝜌1
𝛼𝛼 𝒓1, 𝒓2 𝜌1

𝛼𝛼 𝒓2, 𝒓1 + 𝜌1
𝛽𝛽

𝒓1, 𝒓2 𝜌1
𝛽𝛽

𝒓2, 𝒓1 𝑑𝒓1𝑑𝒓2

𝐾 𝜌1 =
1

4
 

1

𝑟12
𝜌1 𝒓1, 𝒓2 𝜌1 𝒓2, 𝒓1 𝑑𝒓1𝑑𝒓2 =

1

4
 

1

𝑟12
𝜌1 𝒓1, 𝒓2

2 𝑑𝒓1𝑑𝒓2



电子关联能

定义(Löwdin)：非相对论的精确能量与HF极限能量之差。

LimitHFcorr EE  0

*关联能 ~  0.3-2% 电子总能量（与化学反应的反应能同量级）

   HFCIfullcorr 00  *基组关联能：

有限基组变分计算无限基组变分计算

精确能量

近似非相对论能量
非相对论能量

HF-Limit

近似HF-Limit

Ecorr
Ecorr（基组）



 组态相互作用 (Configuration Interaction, CI)

 多组态自洽场 (Multi-configuration SCF, MCSCF)

 耦合簇理论 (Coupled-cluster theory, CC) 

 多体微扰理论 (Moller-Plesset perturbation theory, MPx)

 密度泛函理论 (Density functional theory, DFT)

 …

电子关联能的计算方法



习题

1.对两电子体系，推导∆𝑛𝐻𝐹𝐴 𝒓, 𝜎; 𝒓′, 𝜎′ 的表达式。

2.证明在HF近似下，所有高阶密度矩阵均由一阶密度矩阵
决定。



§2.2 组态相互作用 (CI)

线性变分法 (复习)

基函数 为一组满足边界条件的已知函数，它们
线性无关且归一化。

变分参数为组合系数：

线性变分函数：
j

n

j

jc  



1

 n 1

 njc j ,....1

久期方程组：   0
j

jijij cS ni ,,1

kjjk   ˆ
jijiij SS 其中：



线性变分法

有解条件为：

或将久期方程组写为矩阵形式：



































































0

01

11

111111

















nnnnnnn

nn

c

c

SS

SS





0 SΗ 

0CSΗ  )( 

1210

1210 ....









n

n

EEEE



它有n个实根，分别给出体系的n个最低的能量近似值(能量的
上限)：



线性变分法

对于每一个能级，可代回久期方程组，求出组合系数：

近似的基态波函数：   j

j

jj cc   0000

  j

j

jj cc   1111
近似的第一激发态波函数：

j

n

j

jc  



1



































































0

01

11

111111

















nnnnnnn

nn

c

c

SS

SS





分别给出体系的n个相应的近似波函数：



CI理论

1、展开定理

N

N

N kkk

kkk

kkkN Cqqq  
21

21

21

...

...21 ),...,( 






 )(qk

    






 







  1 1 1

1

11 1

00

ab Na

N

ij

N

i

ab

ij

ab

ij

Na

N

i

a

i

a

i CCC 

* CI展开式：

 QCTCDCSCC QTDs00

设 为一组完备的自旋-轨道，则由它可构成一个完
全的N阶行列式波函数集合，任何N-电子波函数可用它展
开：



CI理论

2、数学处理 (线性变分法)

其中，系数 的选取应使体系的能量最小。





M

I
II

C
1

 IC

MJ ,...,1 0S)CE(H JJ

由线性变分法，可得方程组：

或合并写为矩阵的广义本征值方程：

SCEHC  *  注意：不是Roothaan方程

sttssttelsst SHH  ,ˆ

其中，矩阵元为：



CI理论

sttssttelsst SHH  ,ˆ

CEHC 

 

 I

--------轨道空间的基

--------组态空间的基

CI是组态空间的线性变分法！

MEEE  ......21

M

MCCC

 ,.......,,

,.......,,

21

21

分别为体系的基态，第一激发态
……..，第M-1激发态。

M ,.......,, 21

所以：

EHCC * 实际处理是将 H 矩阵对角化：

可得：

SCEHC 



Brillouin 定理

0ˆ
0  el

a

i H

单激发行列式波函数 不直接与HF基态发生相
互作用：

[证明]：

a

i

0ˆ

)ˆˆ(ˆ

ˆ

ˆˆˆ

1

1

02010













iaiia

i

j

jjaia

ijja

j

jijaia

a

i

a

iel

a

i

f

KJh

h

OOH









Brillouin 定理

4321 ,,, 

6
!2!2

!4

2

4










11211  

例子： H2分子 (minimal basis)

最小基下有4个自旋-轨道：

可构成6个行列式：

HF 基组态：

单激发组态：

双激发组态：

g)

u)

22432  

21313   21414  

21325   21426  



Brillouin 定理
















2212

2111






HH

HH

CΕCΗ  









1

0

0

0

E

E
ΕCΗC

电子哈密顿的CI矩阵表示：

E0: 最小基下的基态“精确”能量。

22110  cc 

最小基下的“精确”的基态波函数：



H矩阵的结构

 QCTCDCSCC QTDs00

telsst HH  ˆ

QHQQ

QHTTHTT

QHDTHDDHDD

THSDHSSHSS

DHH

QTDSH

el

elel

elelel

elelel

elel

IJ







 0

0000000

0)(

* 每个格子不是一个数值(矩阵元)，而是一个块，某些块全
是零。



常用的CI组态集合

(1) Full-CI (全组态CI)

(2) Truncated-CI (部分组态CI计算)

CIS (CI-Singles)：

SCC s 00

由于：

















SHS

H
H

el

el

ˆ0

00ˆ0

对基态能量期待值无直接贡献，所以CIS不用于
计算基态能量，但分子的某些性质与 有关(例如电
子光谱)，CIS被用于这些性质的计算。

S

S

对N电子，2m轨道的体系，组态数目为：

对5电子，10轨道的体系，组态数目为：15504
)!2(!

)!2(
2

NmN

m
C N

m






常用的CI组态集合

CID：

DCC D 00

SCDCC SD  00

对基态能量期待值有间接的贡献。S

CISD：

*  CI计算经常采用冻芯近似(frozen-core，内层轨道不激
发)，以减少组态数目。

*   CI 误差来源： (1) 基组不完备；(2) 组态不完备。



CI计算的步骤

1、选定一组基函数 ，进行HF计算，求
得MO：

2、选择一组分子轨道：

由基函数的电子积分，计算分子轨道的电子积分：

3、造组态函数 ，构成组态空间(活化空间)

 m,...,1

 ', kNkNii 

   lkjiji hh  ,ˆ),ˆ(

 I

micr
m

ii ,...,2,1;)( 


 



CI计算的步骤

5、对角化H矩阵：

),......,,(: 21 MEEEE

M ,.......,, 21

EHCC 

可得：

),......,,(: 21 MCCCC

 


M

I

IIC
0

6、计算各种物理量的期待值。

4、计算H矩阵元：

  lkjiji

rulessSlater

JelIIJ hHH  ,ˆˆ '



CI计算实例

例1 H2的解离 (CI与HF的比较)

* 解离能改变很大
(HF的解离能太大)

实验： ..174.074.0 uaDeAngstromRe 

AngstromReCISD

AngstromReHF

74.0

73.0





：

：

* 平衡构型改变不大

* 总电子能下降

..165.0 uaDeCISD ：



CI计算实例

例2 H2O的基态能量 ---- 不同组态集合的比较

Configurations (6-31G**) Correlation-EHF (a.u)

CID -0.1960

CISD -0.1967   (-0.0007)

QCISD -0.2046   (-0.0080)

QCISD(T) -0.2073   (-0.0026)

HF -76.0236

*  对基态能量的贡献：

*  其中双激发组态对基态能量的贡献约占总相关能的94%  

TSQD ~



CI计算实例

例3   激发态的CIS计算 (电子光谱) 

CEHC 

MEEE  ......21

M ,.......,, 201



























b

jel

b

j

a

iel

b

j

b

jel

a

i

a

iel

a

i

el

HH

HH

H

ˆˆ0

ˆˆ0

00ˆ
00

 b

j

b

j

a

i

a

i CCC 00

MCCC ,.......,, 21



CI计算实例

C

C C

C
H H

H H

 (nm) E(eV) Irel.

309 4.01 0.2

242 5.12 0.01

205 6.02 1.5

State Symm. Calc.

CIS/6-31+G*

Exp. I ( f )

1 1B2 5.48 4.01 0.05

2 1B1 5.91 5.12 0.02

3 1A2 6.30 0.0

4 1B1 6.38 0.03

5 1A1 6.41 6.02 0.37

Methylenecyclopropene



组态与轨道的选择

*   组态：(1) 自旋；(2) 点群对称性。

*   轨道：

约化密度矩阵

自然轨道

如果厄米算符 与哈密顿量对易，且满足

则



自然轨道

自然轨道：

 𝛾1 𝒙𝟏
′ , 𝒙𝟏 𝜓𝑖 𝒙𝟏 𝑑𝒙𝟏 = 𝑛𝑖𝜓𝑖 𝒙𝟏

′  𝛾1 =  

𝑖

𝑛𝑖  𝜓𝑖   𝜓𝑖

𝛹 = 𝛹0假设 ，以HF轨道为基，Fock-Dirac密度矩阵是对角化的。

对关联波函数，一阶约化密度矩阵不再是对角化的。这时，
可以通过一个幺正矩阵，进行基组变换，使得一阶约化密
度矩阵重新对角化。变换后的基组就是自然轨道。

用自然轨道为基，CI收敛较
快。实际计算中可以通过迭
代，得到近似的自然轨道。



MCSCF与MRCI

*   MCSCF： 同时优化 (但只选很少几个组态)

(CASSCF，多用于电子激发态计算)

   Ii Cc ;

*   MRCI：从多个参考组态的占据轨道上移动电子到虚轨道
上去，产生新的激发组态函数。

*   动态关联与静态关联

GVB方法



大小一致性问题

* 部分组态CI计算的大小一致性问题
大小一致性 (Size-consistence) ：由无相互作用子系构成的系统
的总能量等于各独立子系的能量之和。

H2......H2 H2 H2

例如: H2分子二聚体 ---- CISD

)(2)( 222 HEHHE CISDCISD 



QCISD

其中

𝛹 = 𝑓 𝑇1, 𝑇2, ⋯ 𝛹0

𝑇1 =  

𝑖𝑎

𝑎𝑖
𝑎  𝑡𝑖

𝑎 𝑇2 =
1

4
 

𝑖𝑗𝑎𝑏

𝑎𝑖𝑗
𝑎𝑏  𝑡𝑖𝑗

𝑎𝑏 𝑇3 =
1

36
 

𝑖𝑗𝑘𝑎𝑏𝑐

𝑎𝑖𝑗𝑘
𝑎𝑏𝑐  𝑡𝑖𝑗𝑘

𝑎𝑏𝑐

𝛹𝐶𝐼𝑆𝐷 = 1 + 𝑇1 + 𝑇2 𝛹0

𝛹0 𝐻 − 𝐸 𝛹 = 0

𝛹𝑖
𝑎 𝐻 − 𝐸 𝛹 = 0

𝛹𝑖𝑗
𝑎𝑏 𝐻 − 𝐸 𝛹 = 0

𝛹0
 𝐻 𝑇2𝛹0 = 𝐸correlation

𝛹𝑖
𝑎  𝐻 𝑇1 + 𝑇2 𝛹0 = 𝑎𝑖

𝑎𝐸correlation

𝛹𝑖𝑗
𝑎𝑏  𝐻 1 + 𝑇1 + 𝑇2 𝛹0 = 𝑎𝑖𝑗

𝑎𝑏𝐸correlation

𝐸 = 𝐸𝐻𝐹 + 𝐸correlation  𝐻 = 𝐻 − 𝐸𝐻𝐹

𝐸correlation =
1

4
 

𝑖𝑗𝑎𝑏

 𝑖𝑗 𝑎𝑏 𝑎𝑖𝑗
𝑎𝑏



QCISD

考虑相隔无穷远的分子X和Y，X上的双激发

QCISD方法：

= 𝑎𝑖𝑗
𝑎𝑏 𝑋 𝐸correlation 𝑋 + 𝐸correlation 𝑌

𝛹𝑖𝑗
𝑎𝑏  𝐻 1 + 𝑇1 + 𝑇2 𝛹0

𝛹0 𝐻 𝑇2𝛹0 = 𝐸correlation

𝛹𝑖
𝑎  𝐻 𝑇1 + 𝑇2 + 𝑇1𝑇2 𝛹0 = 𝑎𝑖

𝑎𝐸correlation

𝛹𝑖𝑗
𝑎𝑏  𝐻 1 + 𝑇1 + 𝑇2 +

1
2
𝑇2

2 𝛹0 = 𝑎𝑖𝑗
𝑎𝑏𝐸correlation

J. Chem. Phys. 1987 87, 5968 



习题

1.证明多电子波函数展开定理。

2.以两个氢分子为例，证明Full CI具有大小一致性。

3.BH2的基态电子组态为 1a1
22a1

21b2
23a1

1。设有六个相关轨道
。总共有多少个单重激发态和双重激发态？若作完全的CI计
算，共有多少个组态？若只考虑 𝑆 =  1 2的自旋态，有多少个
组态？



§2.3 耦合簇理论 (CC)

多电子波函数的耦合簇展开

Coester和Kümmel于1950年代提出，用于核物理； Cízek和
Paldus于1960年代用于处理原子、分子问题。

将精确波函数表示成HF波函数和关联波函数之和

在CI中，N-电子波函数被展开为：

𝛹 = 𝛷0 +  

𝑖

 

𝑎

𝐶𝑖
𝑎 𝛷𝑖

𝑎 +  

𝑖<𝑗

 

𝑎<𝑏

𝐶𝑖𝑗
𝑎𝑏 𝛷𝑖𝑗

𝑎𝑏 + ⋯

𝛹 = 𝛷0 + 𝜂

𝜂 =  

𝑖

𝑁

𝑈 𝑖 +  

𝑖<𝑗

𝑁

𝑈 𝑖,𝑗 +  

𝑖<𝑗<𝑘

𝑁

𝑈 𝑖,𝑗,𝑘 +  

𝑖<𝑗<𝑘<𝑙

𝑁

𝑈 𝑖,𝑗,𝑘,𝑙 + ⋯

𝑈 1,2 =  𝑨 𝑢12 𝑥1𝑥2 𝜙3 𝑥3 ⋯



耦合簇展开

为了区分相连和不相连簇的贡献，引入

其中

单电子簇

双电子簇
三电子簇

𝑈 𝑖 =  𝑡 𝑖 𝛷0

𝑈 𝑖,𝑗 =  𝑡 𝑖,𝑗 𝛷0 +  𝑡 𝑖  𝑡 𝑗 𝛷0

𝑈 𝑖,𝑗,𝑘 =  𝑡 𝑖,𝑗,𝑘 𝛷0 +  𝑡 𝑖  𝑡 𝑗,𝑘 𝛷0 +  𝑡 𝑗  𝑡 𝑘,𝑖 𝛷0 +  𝑡 𝑘  𝑡 𝑖,𝑗 𝛷0 +  𝑡 𝑖  𝑡 𝑗  𝑡 𝑘 𝛷0

 

𝑖

 𝑡 𝑖 𝛷0 =  

𝑖

 

𝑎

𝑡𝑖
𝑎 𝛷𝑖

𝑎

 

𝑖<𝑗

 𝑡 𝑖,𝑗 𝛷0 =  

𝑖<𝑗

 

𝑎<𝑏

𝑡𝑖𝑗
𝑎𝑏 𝛷𝑖𝑗

𝑎𝑏

 

𝑖<𝑗<𝑘

 𝑡 𝑖,𝑗,𝑘 𝛷0 =  

𝑖<𝑗<𝑘

 

𝑎<𝑏<𝑐

𝑡𝑖𝑗𝑘
𝑎𝑏𝑐 𝛷𝑖𝑗𝑘

𝑎𝑏𝑐

由于多电子碰撞几率很低，对多电子激发，不相连簇的贡
献比相连簇更大



多电子波函数的指数拟设

对非相对论精确波函数采用如下指数拟设：

其中 为参考组态 (一般为HF基组态)。

定义相关簇算符：

0

相关簇算符中待求的系数 在CC中称为簇振幅

 𝑇 ≡  𝑇1 +  𝑇2 + ⋯+  𝑇𝑁

 𝑇1 =  

𝑖

 𝑡 𝑖  𝑇2 =  

𝑖<𝑗

 𝑡 𝑖,𝑗  𝑇3 =  

𝑖<𝑗<𝑘

 𝑡 𝑖,𝑗,𝑘

𝛹 = 𝑒  𝑇𝛷0

𝑡𝑖
𝑎, 𝑡𝑖𝑗

𝑎𝑏 , ⋯



多电子波函数的指数拟设

 QCTCDCSCe QTDs
T 00

ˆ

讨论：1、对算符函数 进行Taylor展开：

则：

易见 Full CC 等价于Full CI ：

Te
ˆ







0

32
ˆ

!

ˆ

!3

ˆ

!2

ˆ
ˆ1

k

k
T

k

TTT
Te 











)ˆ
!4

1ˆˆ
2

1ˆ
2

1ˆˆˆ(

)ˆ
!3

1ˆˆˆ()ˆ
2

1ˆ(ˆ1

)ˆˆ(
!3

1
)ˆˆ(

2

1
)ˆˆ(1

4

12

2

1

2

2314

3

1213

2

121

3

21

2

2121

ˆ

TTTTTTT

TTTTTTT

TTTTTTeT

𝛹 = 1 +  𝑇 𝛷0

Intermediate 

Normalization



多电子波函数的指数拟设


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kl
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ji
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ij
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ij ttttTtT

, ,, ,,

20
2

2
ˆˆ

2、 算符的展开式
2T̂

3、
CCD:

CCSD:

CCSD(T):

(后项用多体微扰处理）

21
ˆˆˆ TTT 

2
ˆˆ TT 

)ˆ(ˆˆˆ
321 TTTT 



能量和簇振幅

薛定谔方程：

易见：

 EH ˆ

由轨道的正交性：

0ˆ
0

ˆˆ...

....   TTab

ij eHe

EeHe TT 

0

ˆˆ

0
ˆ 

由此得到一系列方程，联立求解方程组，可以得到簇振幅
和能量。

0

ˆ

0

ˆˆ  TT EeeH代入CC波函数：

00

ˆˆ

0

ˆˆ ˆ  EeEeeHe TTTT  

 ,...,ˆˆ ab
ij

a
i ttTT 



CCD方程

以CCD计算为例，引入近似 ，则
2
ˆˆ TT 

0

2

220

ˆ ˆ
2

1ˆ12  







 TTe

T

CCD

展开中包括HF基组态和全部双激发组态、部分四激发、六
激发等组态。代入薛定谔方程，

上式右边：

可得：

0

ˆ

0

ˆ
22ˆ  T

CCD

T
eEeH 

0

ˆ

00

ˆ

0
22ˆ 

T
CCD

T
eEeH

CCDCCD ETTE  0
2

220 )ˆ
2

1ˆ1( 

CCDCCDCCD ΨEΨH ˆ

(行列式波函数正交性)



CCD方程

故：








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
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CCD方程

0

ˆ

0

ˆ
22ˆ  T

CCD

T
eEeH 

左乘，积分：

0)ˆ
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1ˆ1()ˆ()ˆ( 0
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2  TTEHeEH CCD

ab
ij

T
CCD

ab
ij

0)ˆ( 0

ˆ
2 
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klmnCCD
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tEHH
即：



CCD方程

0ˆ
2

1

ˆˆ
0











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
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mn
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kl

cdef
klmnCCD
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lk
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nm
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ij

cd
kl
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klCCD
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lk
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ij
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ij

ttEH

tEHH

可得关于 的方程组。待求的 的个数与方程数一样。通
过求解这组非线性方程，可得 ，进而求得 和 。

}{ cd
klt

CCDCCDE

cd
klt

}{ cd
klt

上式可进一步写成数学上更明确的形式。

最后一项，不为零积分具有形式：
abcd
ijkl

ab
ij H  ˆ



CCD的特点

1、具有大小一致性。

2、不是变分计算，但精度足够高。

3、计算量较大。(振动频率要用数值法计算)



习题

1.推导CI展开系数与耦合簇展开系数的关系。

2.证明

3.证明



§2.4多体微扰理论 (MBPT)

而 是微扰。

Rayleigh-Schrodinger 微扰理论 (复习)

其中 的解是已知的：

'ˆˆˆ
0 HHH 

'Ĥ

0Ĥ

)0()0()0(

0
ˆ

iii ΨEΨH 

微扰论:  (1) 定态微扰论；(2) 含时微扰论



微扰理论

二级修正：

三级以上的修正形式很复杂。

一级修正：  )0()0()1( 'ˆ
iii ΨHΨE

)0(

)0()0(

)0()0(

)1(

'ˆ

n
in

ni

in

i Ψ
EE

ΨHΨ
Ψ 









 




in ni

in

i
EE

ΨHΨ
E

)0()0(

2
)0()0(

)2(
'ˆ

 )2()1()0(

iiii EEEE

 )2()1()0(

iiii

则:



关联能的微扰展开

ˆ(1) (1) (1)i i if  

1、哈密顿算符

其中 记为

HF方程： i = 1，2，….. 

Fock算子:





n nm mnn
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nhH
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)(ˆˆ
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关联能的微扰展开

其中电子的HF等效单电子势

定义HF哈密顿算子:

ˆ ˆˆ ˆ( ) [ ( ) ( )]HF HF

n n

H f n h n V n   

HF

el
ˆ ˆH H注意：

)]1(
)2()2(

)1(
)2(

[)1()1(ˆ
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
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1

)(ˆˆ



关联能的微扰展开

它的本征方程可以写成：

ˆ | |HF HFH E 

1 2| | N

N
HF

i

i

E

  



   








HFE

：是由HF orbitals 构成的一个单行列式波函数。

其本征值和本征函数是：

：是轨道能之和。




n

HF nfH )(ˆˆ



关联能的微扰展开

系数 代表该项是由 通过 次电子-

电子置换得到的。

一共有 项，其中一项是：|  N!

( 1) (1) (2) ( 1) ( )k l p qN N     

( 1)
1 2(1) (2) ( )N N   

ˆ ˆ ˆˆ (1) (2) ( )HFH f f f N  

将它作用于该项，其结果为:

易见N！项展开中的每一项作用的结果都等于 乘以该项
本身，所以：

*注意，上述证明不限于基组态，对激发组态也成立。

( )i

i



)]()1()1)[(()]()1()1[(ˆ NNH qkqplkqk

HF    

  )(ˆ

i

i

HFH 

[证明]：



关联能的微扰展开

建议用HF波函数作为零级近似进行微扰处理。

2、关联能的微扰公式 (MP2)

M ller Plesset 

1ˆ ˆ ( )HF

n m nmn

H V n
r

   

基态的0级解，已经由前面两式给出:

(0)

0 0 1

(0)

0
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 
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n
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






关联能的微扰展开

基态的一级修正：

(1)

0 0 0
ˆ| |E H  

(0) (1)

0 0 0 0 0 0 0
ˆ ˆ ˆ| | | |elE E H H H      

即: 一级校正给出 HF基态总电子能 (能量期待值)。
于是电子关联能由高级修正给出：

][)1(
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
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00 EEEcorr

0
ˆˆ'ˆ HHH el 

klij
r
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21 

*2*1 21

其中：



关联能的微扰展开

上式求和遍及除基态以外的所有态。


 




0
)0()0(
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0
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0)2(
0

'ˆ

S S

S

EE

H
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)0(

0 因：

所以：

 SSS

)0(

求和遍及除基组态以外的所有HF激发组态。
(注意：能量二级修正为负值，体现了关联能被扣除)

二级修正的一般公式：

(第S个激发组态)



关联能的微扰展开

(i, j, k; a, b, c, ……)

0
ˆ| | 0abc

ijk H    

同样，四，五，….激发组态的贡献为0。

此外：

因此只有双激发组态对基态能量的二级微扰校正有贡献。

单激发组态对相关能的贡献为：

上式推导中利用了 是HF哈密顿的本征函数、行列式波函
数的正交归一性，以及Brillouin 定理。

0

0)(0

ˆˆˆˆ'ˆ

0

000000





N

i
i

a
i

a
iel

a
iel

a
i

a
i HHHHH





关联能的微扰展开

下面处理双激发组态对相关能的贡献：

由
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关联能的微扰展开

由于a=b及i=j的求和项为0，上式可等价地表为对称的形式:
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关联能的微扰展开

2 2
(2)
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ab ij ij ab ab ij ij ba
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能量的三级、四级修正公式也可得到 (略)。

闭壳层 (RHF)，上式可改为对空间轨道积分并求和：
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计算步骤

2、带入微扰公式计算能量二级修正。

1、首先做HF-SCF 计算→                                    →分子积分

注：MPn计算常采用冻芯近似“frozen core” (内层轨道不
激发)

2 2
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MPn的特点

2、缺点
(1) 不是变分方法，基态能量有可能比真实的还低。
(2) 远离平衡构型时的结果不够好。
(3) 一般不单独用于算电子激发态。

激发态的零级波函数(HF激发组态)不够好

1、优点
(1) 计算量相对较小。同等精度，比CI (CISD)快得多。
(2) 可用解析法计算能量梯度和振动频率。
(3) 分子静态性质结果比较好 (例如构型，频率)。
(4) 具有大小一致性。



习题

1.在推导MP2公式的过程中，采用了下面的式子，试证明之：

2.证明闭壳层体系能量MP2微扰表达式为

 jiabijabHab
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重整化

 量子电动力学的发散困难

 临界点附近普适行为研究时的标度变换

 Numerical Renormalization Group

Block A Block B

Block A Block B

H =  

𝑖=1

𝐿−1

𝑆𝑖 𝑆𝑖+1   𝜓 =  

𝑖,𝑗

𝐷

Ψ𝑖𝑗   𝑖 𝐴   𝑗 𝐵



密度矩阵重整化群

 已知A、B块对应的D维希尔伯
特空间

 对角化约化密度矩阵

  𝜓 =  

𝑎𝐴𝜎𝐴𝜎𝐵𝑎𝐵

𝜓𝑎𝐴𝜎𝐴𝜎𝐵𝑎𝐵
  𝑎 𝐴   𝜎 𝐴   𝜎 𝐵   𝑎 𝐵

≡  

𝑖𝐴,𝑗𝐵

𝜓𝑖𝐴𝑗𝐵
  𝑖 𝐴   𝑗 𝐵

𝐸 = 𝜓0
 𝐻𝐴••𝐵 𝜓0

 𝜌𝐴• ≡ 𝑇𝑟•𝐵  𝜓0  𝜓0 



奇异值分解与Schmidt 分解

 Singular Value Decomposition (SVD)

 Schmidt Decomposition

Minimize the 2-norm

𝑀 = 𝑈𝑆𝑉†

𝑀′ = 𝑈𝑆′𝑉† where  𝑆′ = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑟′ , 0, …

  𝜓 =  

𝑖,𝑗

Ψ𝑖𝑗   𝑖 𝐴   𝑗 𝐵

  𝜓 =  

𝑖𝑗

 

𝑎=1

min 𝑁𝐴,𝑁𝐵

𝑈𝑖𝑎𝑆𝑎𝑎𝑉𝑗𝑎
∗   𝑖 𝐴   𝑗 𝐵

=  

𝑎=1

min 𝑁𝐴,𝑁𝐵

 

𝑖

𝑈𝑖𝑎  𝑖 𝑠𝑎  

𝑗

𝑉𝑗𝑎
∗   𝑗

=  

𝑎=1

min 𝑁𝐴,𝑁𝐵

𝑠𝑎  𝑎 𝐴  𝑎 𝐵

  𝜓 =  

𝑎=1

𝑟

𝑠𝑎  𝑎 𝐴  𝑎 𝐵

 𝜌𝐴 =  

𝑎=1

𝑟

𝑠𝑎
2   𝑎 𝐴𝐴 𝑎 

    𝜓 −    𝜓   2
2 ≡     𝜓′   2

2 =  

𝑖𝑗

 Ψ𝑖𝑗
′  2



矩阵乘积态与张量网络

 Single-site decimation

a recursion from

  𝑎𝓁 𝐴 =  

𝑎𝓁−1𝜎𝓁

𝐴 𝑎𝓁−1𝜎𝓁  𝑎𝓁 𝐴  𝑎𝓁−1 𝐴  𝜎𝓁

  𝑎𝓁 𝐴 =  

𝑎𝓁−1𝜎𝓁

𝐴𝑎𝓁−1,𝑎𝓁

𝜎𝓁   𝑎𝓁−1 𝐴  𝜎𝓁

  𝑎𝓁 𝐴 =  

𝑎𝓁−1

 

𝜎𝓁

𝐴𝑎𝓁−1,𝑎𝓁

𝜎𝓁   𝑎𝓁−1 𝐴  𝜎𝓁 =  

𝑎𝓁−1,𝑎𝓁−2

 

𝑎𝓁−1,𝜎𝓁

𝐴𝑎𝓁−2,𝑎𝓁−1

𝜎𝓁−1 𝐴𝑎𝓁−1,𝑎𝓁

𝜎𝓁   𝑎𝓁−2 𝐴  𝜎𝓁−1  𝜎𝓁 = ⋯

=  

𝑎1,𝑎2,…,𝑎𝓁−1

 

𝜎1,𝜎2,…,𝜎𝓁

𝐴1,𝑎1

𝜎1 𝐴𝑎1,𝑎2

𝜎2 ⋯𝐴𝑎𝓁−1,𝑎𝓁

𝜎𝓁  𝜎1  𝜎2 , … ,   𝜎𝓁

=  

𝜎𝑖∈𝐴

𝐴𝜎1𝐴𝜎2 ⋯𝐴𝜎𝓁
1,𝑎𝓁

 𝜎1  𝜎2 , … ,   𝜎𝓁



矩阵乘积态与张量网络

 Matrix product states （MPS）

  𝜓 =  

𝜎1,…,𝜎𝐿

𝑐𝜎1,…,𝜎𝐿
  𝜎1, … , 𝜎𝐿

𝑐𝜎1,…,𝜎𝐿
= Ψ𝜎1, 𝜎2,…,𝜎𝐿

=  

𝑎1

𝑟1

𝑈𝜎1,𝑎1
𝑆𝑎1,𝑎1

𝑉†
𝑎1, 𝜎2,…,𝜎𝐿

≡  

𝑎1

𝑟1

𝑈𝜎1,𝑎1
𝑐𝑎1𝜎2,…,𝜎𝐿

=  

𝑎1

𝑟1

𝐴𝑎1

𝜎1Ψ 𝑎1𝜎2 , 𝜎3,…,𝜎𝐿

=  

𝑎1

𝑟1

 

𝑎2

𝑟2

𝐴𝑎1

𝜎1U 𝑎1𝜎2 ,𝑎2
𝑆𝑎2,𝑎2

𝑉†
𝑎2, 𝜎3,…,𝜎𝐿

=  

𝑎1

𝑟1

 

𝑎2

𝑟2

𝐴𝑎1

𝜎1 𝐴𝑎1,𝑎2

𝜎2 Ψ 𝑎2𝜎3 , 𝜎4,…,𝜎𝐿

=  

𝑎1,…,𝑎𝐿−1

𝐴𝑎1

𝜎1 𝐴𝑎1,𝑎2

𝜎2 ⋯𝐴𝑎𝐿−2,𝑎𝐿−1

𝜎𝐿−1 𝐴𝑎𝐿−1

𝜎𝐿

  𝜓 =  

𝜎1,…,𝜎𝐿

𝐴𝜎1𝐴𝜎2 ⋯𝐴𝜎𝐿−1𝐴𝜎𝐿   𝜎1, … , 𝜎𝐿



矩阵乘积态与张量网络

 MPS, Projected Entangled Pair States (PEPS), and Tensor 

network
MPS with 

a PBC

PEPS with 

an open BC



习题

1.从Schmidt分解出发，推导A块的约化密度矩阵。



本章复习思考题

什么是电子相关能？处理电子相关能的计算方法有哪些？
组态相互作用的基本思想、方程式、矩阵元的定义；
布里渊定理、CI矩阵的结构；部分组态CI，CI计算实例
什么是非完全组态CI的大小一致性问题？
多体微扰理论的基本思想，未受扰哈密顿与微扰哈密顿的选
取；
多体微扰理论中相关能是如何给出的？二级微扰的计算公式
。
耦合簇理论大意。


